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Erſte Vorleſung. 


Über die in der analytiſchen Geometrie gebräuch— 
lichen Coordinatenſyſteme und über die Trans— 
formation derſelben. 





D. bei der Unterſuchung der Eigenſchaften ausgedehnter 
Größen, ſolcher naͤmlich, zu deren Kenntniß wir durch Betrachtung 
einzelner Theile des Raumes und ihrer Grenzen gelangen, nebit. der 
Quantität, binfichtlich welcher diefelben den auf alle Größen über: 
haupt anwendbaren Sefegen unterliegen, auch noch auf Geftalt und 
gegenfeitige Lage, wie eö die eigenthümliche Beichaffenheit der ge: 
nannten Größen mit ſich bringt, Rädficht zu nehmen tft: fo fordert 
die analytiſche Behandlung der Geometrie, daß auch die lebteren, auf 
die Natur ded Raumes fich gründenden Bejiehungen durd) Zahlen aus⸗ 
gedrüdt werden, und fomit Operationen des Calculd an die &telle 
wirflicher Conftructionen im Raume treten. 

Eine ausgedehnte Größe ift vollftändig befammr, wenn.man bie 
Poſition jedes einzelnen ihrer Puncte anzugeben vermag. Es handelt 
fih alſo nur um die analytifche Beflimmung der Lage eines Puncted 
im Naume. Diefe wird dadurd) bewerfitelliget, daß man Größen, 
welche zur unzweidentigen Angabe des fraglichen Punctes nöthig find 
und hinreichen, dur Zahlen darftellt.e Solche Größen nennt: man 
Eoordinaten diefed Punctes; ihren Inbegriff aber ein Coordi⸗ 
natenfyilem. 

Obſchon fo viele Soordinatenfyfteme.erbacht werden Fünnen, ale 
und Mittel zur geometrifchen Beftimmung eined Puucted zu Gebote 
ſtehen, fo-find Doch fat durchgehends nur zwei im Gebrauche, naͤm⸗ 
Ih das fogenaunte rechtwinfelige und dad Polar⸗Coordi—⸗ 
natenfyftem, weil fie der Rechnung eine einfachere Form ertheilen, 5 
als die übrigen. Welches der beiden genannten Syſteme aber vortheil⸗ 
hafter ift, hängt von der Befchaffenheit des vorliegenden befonderen 
Falles ab. Wir wollen vor Allem zur Erflärung derfelben fchreiten. 

..® 
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Bei dem rechtwinktigen Evordinatenfyfteme denkt man fich durch 
einen beliebigen firen Punct, den Anfangspunct der Coordi- 
naten, drei wechfelweife auf einander fenfrecht jtehende fire Ebenen, 
die coordinirten Ebenen, gelegt, weldhe, da jede einzelne 
Ebene den Raum in zwei Parthien abtheilt, wovon eine dieſſeits, die 
andere jenfeit8 der Ebene liegt, durch ihr Zufammenfeyn 2,2.2=8 
Parthien des Raumes, nämlich 8 um den Anfangspunct der Coordi⸗ 
naten herum liegende dreiflaͤchige koͤrperliche Winkel oder Eden beſtim⸗ 
men. Jeder im Raume denkbare. Punct befindet ſich entweder inner 

halb einer diefer Eden, oder in einer der coordinirten Ebenen felbft. Der 
zweite Sal läßt ſich auf den erjten zurückführen; ; was aber diefen be⸗ 
trifft, fo if die Pofition "eines Punctes in Bezug auf die coordinirten 
Ebenen völlig beitimmt, wenn man weiß, innerhalb welcher der. acht 
Eden. er, liegt, und wie groß feine Abſtaͤnde von den drei coordinirsen 
Ebenen find, Denn fegen wir erſtlich voraus, über die Lage eine 
Puncted ſey nichts ‚weiter befannt, als daß die aus ihm auf eine be« 
ſtimmte der coordinirten Ebenen gefällte Senfrechte die Länge a habe, 
fo kann jeder. Punct der. beiden Ebenen, welche ſich dieſſeits und jen⸗ 

. feitö der genannten coördinieten Ebene in dem Abftande -a zu diefer 
legteren parallel führen laſſeri, für. den in der Frage ftehenden Punct 
gehalten werden. Iſt überdirß noth-der Abftand b deſſelben von einer 
zweiten coordinirten Ebene gegeben, fo wird er Dadurch auch noch in 
eine der beiden Ebenen verſetzt, welche der letztgenannten coordinirten 
Ebene, dieſſeits und jenſeits derſelben, in der: Entfernung b parallel 
laufen. Aber das zweite Paar. paralleler Ebenen begegnet dem erſten 
Paare nur in vier parallelen Geraden ; dahet Finn der erwähnte Punet 
nur mehr in einer diefer. Seraden vorhanden feyn, welche, wie leicht 
zu geigen iſt, auf ber dritten coordinirten Ebene fenfrecht fleden. Wird 
endlich die. Entfernung dieſes Punctes von der dritten coordinitten 
Ebene durch c ausgedrüdt, fo kann derfelbe nur mehr einer- ber acht 
Puncte ſeyn, welche auf den fo eben erhaltenen vier parallelen Gera: 
ben, dieſſeits und jenſeits der dritten coordinirten Ebene, in dem Abſtande 

ce von derfelben fich vorfinden. Allein jeder diefer acht Puncte liegt ine 
nerhalb einer anderen Ede; wird alfo zu den angeführten Beftimmun- 
< — gen noch die Angabe der Ecke hinzugefügt, in-deren Gebiet ein Punct 
.. "gehört, fo wird derfelbe dadurch uon Allen anderen Puncten des Raus 
med hinreichend unterfchieden, und ed bleibt über die Lage deffelben 
kein Zweifel'mehr übrig. Die lepterwähnte Angabe wird höchit einfach 


5 


Durch die Zeichen zu Stande’gebracdht, welche man den Coordinaten 
a, b, ce vorfegt. Wenn naͤmlich von mehrerer dieffeits‘undSjenfeits 


einer Ebene tiegenden Puncten Perpendikel auf diefelte fallen; und eine 


zwifchen diefen Perpendifeln Statt findende Beziehung durch eine Glei⸗ 
dung dargeftellt. werden ſoll, fo verhalten fich die von entgegengeſetz⸗ 
ten Parthien des Raumes herfommenden Porpendifel wie entgegenge- 


fegte Größen, d. 5. fie muüͤſſen, wenn fie in erwähnter Gleichungge⸗ 


gen einander umgetaufcht werden, aus demſelben Grunde entgegenge⸗ 
feste Vorzeichen erhalten; and welchem mar, wie wir in der vierzehn⸗ 
ten Borlefung über die Analyfis gefehen haben, die auf entgegengefeß: 
ten Seiten ded eriten Hauptdurchmeilers liegenden Sinuffe mit etitges 
gengeſetzten Zeichen verfieht. Man wird 'alſo auch die amf eine und 
diefelbe Ebene fenfrechten Eoordinaten , wenn die Puncte, von welchen 
fie auögeben, auf entgegengefegten Seiten dieſer Ebene liegen, mit 
entgegengefegten Zeichen belegen. So lange man ‚innerhalb einer be> 
ſtimmten der von den coordinirten Ebenen gebildeten Eden verweilt, 
trifft man bloß auf Puncte, die hinſichtlich jeder ceordinirten Ebene 
auf derjelben Seite fich befinden; deren gleichnamige, das ift auf 
einerlei Ebene fenfrechte Coordinaten deninach uͤbereinſtimmende Beis 
chen beſitzen: fobald man aber die genannte Ede verläßt, ändert we« 
nigftend eine Coordinate ihe Zeihen. Da nun die Zeichen + und — 
auf drei Coordinaten bezogen, acht Gruppen, nämlich 


1441144 
14441*1 


darbieten, ſo ſind, wenn man die Coordinaten der innerhalb einer Ecke 
liegenden Puncte poſitiv annimmt, die zu den übrigen Eden gehören: 
den Puncte hinreichend dharafterifirt. 

Je zwei coordinirte Ebenen ſchneiden fich in einer geraden Linie, 
welche auf der dritten Ebene fenfrecht ſteht, folglich den diefer letzteren 
Ebene zugehörigen Coordinaten parallel ifl. Die drei Durchſchnitts⸗ 
Iinien der coordinirten Ebenen heißen die Axen der Coordinaten. Sie 
find gleichfalls wechfelweife aufeinander fenfrecht. Man braudt nur 
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die nad) ber Gegend der pofltiven Coordinaten gerichteten Theile dieſer 
Aren anzugeben, um die Ecke, welche die mit pofitiven Coordinaten 
verfehenen Puncte enthält, zu bezeichnen, denn die erwähnten Theile 
der Axen find die Seitenfanten diefer Efe. Zur Bildung der übrigen 
Eden iſt ed nothwendig von einer oder mehreren Aren die nach der ent⸗ 
gegengefepten Gegend gerichteten Theile zu nehmen, und die diefen pas 
tallele Eoordinaten find negativ, welche Bemerfung die Beftimmung 
der Zeichen der Eoordinaten ungemein erleichtert. 

: Benn von einem Puncte die Rede ift, fo wollen wir ihn ftet® 

bloß dadurch bemerklich machen, daß wir feine Coordinaten nennen. 
Hiezu ift aber erforderlich, daß wir jededmal unter den Aren der Coor⸗ 
dinaten, wenigftend ſtillſchweigend, eine gewille Ordnung feftfegen, 
und die Coordinaten genau in der Folge anführen, in welder fie den 
fo betrachteten Aren parallel find. Man pflegt die Coordinaten eines 
Puncted, zumal, wenn derfelbe feiner Lage nach ald veraͤnderlich an; 
gefeben wird, faft ausfchließend mit den Buchflaben x, y, z zu bes 
geichnen ; Daher erhalten auch die Aren, welchen diefe Coordinaten pas 
zallel laufen, die Namen: Aren der x, der y, der z, fo wie die Cbes 
nen, auf welchen diefe Eoordinaten ſenkrecht ſtehen, die Ebenen yz, 
xz2, xy beißen, ' 
Befindet jih ein Punct in der Ebene yz felbft, fo ift feine der 
Are der x parallele Coordinate = o. Liegt der Punct in der Are der 
a, alfo in den Ebenen yz und xz zugleich, fo find die den Aren der x 
und y parallelen Eoordinaten =o. Ein Bleiches gilt für Puncte, die 
in den übrigen evordinirten Ebenen oder Aren enthalten find. Für 
ben Anfangspunet felbft verſchwinden alle drei Coordinaten. 

An dem Polareoordinatenfyfteme wird die Pofition eines Puncs 
tes auf eine fire Ebene (die Bafis), auf eine in derfelben gezogene 
fire Gerade (die Are), und auf einen in leßterer angenommenen firen 
Punet (den Pol) bezogen, und dadurch bejtimmt, daß man die Ent« 
fernung des in der Frage ſtehenden Puncted vom Pole, d. 5. die Länge 
der vom Pole zu diefem Puncte gezogenen Geraden (den Radius: 
vector), ferner die Neigung des Radiusvectord gegen die Are, und 
endlich die Neigung der Ebene, in welcher der Radiusvector und die 
Are liegen, gegen die Baſis, mit Rückſicht auf die Zeichen diefer Orö« 
fen, angibt. Wan fann, wie man leicht fieht, ſaͤmmtliche Coordina- 
ten auch als pofitive Größen betrachten, wenn man nur in beflimmten 


Richtungen dew einen ber ‚beiden Winfel aller Werthe von o bie x, 
und den anderen aller Werthe von o bid 2x fähig feyn läßt. 

Wir-wollen nun. dad Polareoordinatenfpftem mit einem rechtwink⸗ 
ligen ‚vergleichen , deffen Anfangspunct mit dom Pole, deifen Are der 
x mit der Polaraxe, und deilen Ebene xy mit der Baſis übereinftimmt. 

Es ſey (Big. ı) O der Anfungspunect, und Ox, Oy, Oz ſeyen 
die Arsen des rechtwinfligen Syſtems; feruer M ein Punck, deifen 
Coordinaten durch x, y, 2 vorgeftellt werden, und von welchem auf 
die Ebene xy das Perpendifel MP auögeht, fit MP =z. Da 
MP mit den Ebenen xOz.und yOz parallel läuft, fo iſt jeder Punck 
dieſer Geraden, alfo auch P, eben fo weit von den genannten Ebenen 
entfernt, als M; zieht man demnah PQ auf Ox fenfredt, fa ift 
PQ=y un OQ=—x. Da fid die Ebenen MPQ und xOy in 
der Geraden PQ fenfrecht durchſchneiden, und OQ in der lepteren 
Ebene auf PQ ſenkrecht erfcheint., fo fteht OQ auf der Ebene MPQ 
fenfrecht, und daher bildet die Gerade MQ mit,OQ einen rechten 
Winkel. Es ift alfo MQOP der Neigungswinfel der Ebene MOQ ge: 
gen die Ebene xOy. Dieß vorausgefegt, fey für das Polarcoordina- 
tenſyſtem, veffen Pol in O, deifen Are Ox, und deilen Bafis die 
Ebene xOyift, der Radiusveetor OM=er, der Wine[MOQ=a, 
und der Winfel MOP= 1. 

Das rechtwinklige Dreied MON gibt und RQ= =OM .cos.a 
und MO == OM sin.a; ferner dad Dreied MPQ, PQz=MQ co c08.A 
und MP=MOQ sin.‘ Wir erhalten biedurch 
(1) xm=rcosa, y=rsinac0s.A, 2= r sin.a sin.A, 

Diefe Gleichungen dienen dazu, rechtwinflige Coordinaten durch 
Polarcoordinaten auszudrüden. 

Aus den Sleichungen (1) folgt 
(3) x? +y + z’ == r?, c09,a = — ig.) == 7 
wodurch man fich im Stande befindet, rechtwinfelige Coordinaten in 
Polarcoordinaten zu überfegen. 

Nennen wir die Winkel MOy und MOz, Bundy, fo haben 
wir aus demfelben Grunde, aus welhem x==r cos.a ift, die Glei⸗ 
ungen y=rcos.ß und z=r cos.y; folglich, wenn wir diefe Re⸗ 
fultate in die erfte der Gleichungen (2) einführen: 

(3) cos.a? 4 cos.ß? + cos.y’ = ı. - 
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Eines. der wirffamften Hulfsmittel bei: der Anwendung der Ana⸗ 
Infis auf die Geometrie befteht in der Umtaufchung des vorhandenen 
Coordinatenfpftens gegen ein anderes, den Zweden der vorzunehmen 
den Unterfuchung mehr:entfprechendes. .Wir werden bier: unfer Augen» 
merk nur noch auf die Transformation eines rechtwinfligen Coordina⸗ 
tenſyſtems in ein anderes gleichfalls rechtwinkliges richten. 

Es fen (Fig. 2) der Anfangspunet eines rechtwinfligen Coordina⸗ 
tenſyſtems von O nach 0’ zu verlegen, fo jedoch, daß die neuen Aren 
der Coorditiaten O’x/, O’y/, O’zt den früheren Ox, Oy, Oz pa 
rallel bleiben, fo ift, wenn x, y,. x die Coordinaten eines Puncted M 
im vorigen,. und x‘, y/, 2 die Coordinaten deijelben Punctes. im 
neuen Spfteme; ferner E, v, 2 die Coordinaten des Anfangspuncte® 
O’ in Bezug auf das vorige Syſtem andeuten : 

() s=er4hy eytve=zt: 

Denn ift MP fenfrecht auf die Ebene xOy, und trifft dieſes Pers 
pendifel die Ebene x’Oy’ in P/, fo haben wir MP=z, MP’/’=z/, alfo 
zz! 4 P'P. 

Es ift aber P/P dem aus O: auf die Ebene xO y gezogenen Pers 
pendifel O-H = 2 gleich, daher befleht die Gleichung z=z’ +2. 
Eben fo werden aud) dig beiden anderen Gleichungen gerechtfertiget. 

Denfen wir und nun, der Aufangspunet O (Fig. 3) wie auch die 
Are der z werde ungeändert beibehalten, und nur die Rage der Aren - 
der x und y in der Ebene xy verrüdt, welche von Ox und Oy nad 
Ox’ und Oy’ fommen mögen, fo bleibt auch die auf die Ebene xy 
fenfrechte Ordinate jedes Puncte® M, 5.8. MP = z, diefelbe, und 
nur die beiden übrigen Coordinaten diefes Punctes erhalten andere Wer: 
the. Aber die den Aren Ox, Oy, wie aud die den Aren Ox’ und 
Oy’ paralielen Coordinaten des Punctes M flimmen offenbar mit den 
gleichnamigen Coordinaten des Punctes P überein; wir baben dem 
nad, wenn wir den NRadiusvector dieſes letzteren, nämlih OP xp, 
und die Winkel POx=a, POx=a, OX p fegen: 

x p oos.a, Yzzp co. (2a) == p siun.a; 
x =mpcos.a, ylzap sin. at. 
Aber esita — a +», folglich 
cos. a == e0s.al .c08s.4 — sin.al. sin. %, 
sin.a == cos.al . sin.y + sin.a’. cos. p; 
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and wenn man dieſe Gleichungen mit p multiplicirt, und die obigen 
Ausdrüde für x, y, x’, y. beachtet? ae Fe 
5) s=rosg- ysind, y=Ysin.$tylco.y. 

Wir haben bier Ox⸗ zwiſchen Ox und Oy biegen: ahgerionımen ; 
läge O x’ außerhalb des Winfeld xOy, fo würde «= a’ — dr und 
deßhalb müßte das Zeichen: von $ in (5) gedndert werden. - 

Laſſen wir jegt, mit Beibehaltung des Anfangöpunetes O, bat 
rechtwinfelige Syſtem, deffen Aren Ox, Oy, Oz find (Fig. 4), in 
ein andered, gleichfalls rechtwinkeliges— mit den Axen Ox⸗, Oy’, Oz’ 
verfehenes fi) verwandeln. Die Pofition des neuen Syſtems ‚gegen 
das vorige ift, wie man leicht fiehr, gegeben, wenn man die Lage der 
Geraden OH, in welcher fid die Ebenen xy, und x’y‘ durchfchneiden, 
gegen die Are der x, ferner die Neigung der Ebene x’y’ gegen bie 
Ebenexy, und endlich die Lage der Are der x’ gegen die Durchſchnüts- 
linie OH fennt. 

Es fey der Winkel NOx=yY, HOx’=9, und der Neigungs- 
winfel der Ebenen xy und x’y/, welcher dem Winkel der auf diefe Ebe⸗ 
nen fenfrechten Axen der z und 2/ gleich fommt, =. 

Um die Coordinaten x, y, z.eined Punctes M im vorigen Sy⸗ 
ſteme durdy die Coordinaten deffelben x, y’, 2° im neuen Syſteme 
dar: uſtellen, wollen wir die Transformation der erſteren in lebten⸗ ſtu⸗ 
fenweife vornehmen. 

Da die OH in der Ebene xy liegt, alfo Oz auf o H fenfredht 
fiedt, fo fönnen Oz und OH jwei Aren eined neuen rechtwinfligen 
Syſtemes werden, deffen dritte Are O K nothwendig in die Ebene xy 
falten wird, da alle Geraden, welche die Oz im Puncte O unter eis 
nem rechten Winfel treffen, in einer und derfelben Ebene enthalten 
feyn müſſen. Man bezeichne die den Aren OH, OK, Oz parallelen 
Eoordinaten des Punctes M durch x“, y’, x, fo beftehen, dem oben 
Geſagten gemäß, offenbar die Gleichungen 
(6) za, xx'cos.d—ysin.y, yax!sin.d-fy’ cos. p. 

Die OH liegt aber auch in der Ebene xy’, weßwegen Oz’ auf 
ihr fenfrecht fteht; man fanın daher OH und Oz’ für die Aren eined - 
zechtwintligen Syſtemes wählen, deffen dritte Are OL nothwendig ; 
mit Oz, Oz, OK in einerlei Ebene enthalten ıft, da die Tebteren 
vier Geraden fänımtlich auf O H perpendifulär find. Rennen wir nun 
die den Aren OH, OL, Oz‘ parallelen Coordinaten des Puncted 
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M,xl, yıı, zu, fo haben wir zur Transformation ber Coordina 
ten 2, y, 24 in die letztgenannten die Gleichungen 
(7) X, ylızzzıı sin sy’ 008.0, zU == z/ll cos.d — y!!! sın.d. 

Man trandformire endlich. mit Beibehaltung der Are Oz’ die den 
Axen OH und OL parallelen Coordinaten in die auf Ox’/ und Qy’/ 
fi) begiehenden, fo ergeben fich die Gleichungen | | 
(8) ur aut, Kilzaztcos.p ylsing, yuz—x!sin ‚otylcc 608.9. 

“ Schafft man durch Verbindung der Gleichungen (6), (7), (8) 
xt, yU, zu und x/4, yil, zit weg, ſo gelangt man zu den gefor⸗ 
derten Formeln, naͤmlich 
(9) x = (cos.9 cos. p 4 sin.p sin.Yy cos. 0) x! 

+- (sin.9 cos. ; — (05.9 ain. p cos. 8) y’ 
— sin.Y sind. zi, 
y== (c08.9 sin.p — sin. cos. % cos. 0) x’ 
«+ (sing Sin. + 008.9 cos. pᷣ cos, 0) yl 
+ c0s.# sin.d „2, 
z = sin,9 sin.d . x! — 008.9 n.0.y/ 4 008.9. zi. 

Soll ſowohl der Anfangspunct als auch Die Lage der Axen eines 
rechtwinfligen Syſtems geändert werden, fo gehe man zuerft mittelft 
der Formeln (4) auf den neuen Anfangspunet, und fodann mittelft der 
Bormeln (9) auf die neuen Aren der Goordinaten über, 
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Zweite Borlefung. 


Über einige Bolgerungen aus. den Formeln der 
vorhergehenden VBorlefung. 


D. in der vorhergehenden Vorleſung für die Transformation 
eines rechtwinfligen Coordinatenfyftems in ein anderes, mit Beibehals 
tung de3 Anfangspunctes, abgeleiteten Formeln bieten uns Gelegen⸗ 
heit dar, zu den Hauptformeln der fphärifchen Trigonometrie, 
wie auch zu anderen intereifanten Refultaten auf eine leichte Art zu ges 
langen, was wir in gegenmwärtiger Vorlefung zeigen wollen. 

Wenden wir die erwähnten $ormeln auf einen in der Are Ox’ 
(Big. 4) felbft Iiegenden Punct an, fo finden wir, weil für einen fol; 
hen Punct y’ und z/ verfchwinden: 

x = (c0s.9 cos.d 4 sin.9 sin.$ cos. ) x’, ' 
y == (cos.9 sın.d — sin.9 cos. pᷣ cos. O) x’, 
z = sin.9 sin.d..x', 

Aber x’ ift zugleich der Radiusvector des hier betrachteten Pune⸗ 
tes; fegen wir alfo den Winfel xOx’= a und den Neigungswinfel 
der Ebenen xOx’ und xOy==X, fo haben wir den Formeln (1) zus 
folge | 

xx. 008.4, y==x’.sin.acos ‘A, zux. sin.asin.A, 


und deßhalb ift 


(10) cor. =2 008.9 008.% - sin. 9 sin.» cos. 0 
sin.a C08.A = Cas.9 sin.y — sin.9 008.% cos. 0 
sin.a sin.‘ = sin,9 sin.d. 


Da die Geraden Ox, Ox’, OH jeder Lage fähig find, fo paf 
fen diefe Gleichungen auf jede durch das Zufammentreffen dreier Ebes 
nen gebildeten Ede, und drüden die Relationen aus, im welchen die 
Binfel der Seitenkanten diefer Ecke zu den Neigungswinfeln ihrer 
Geitenflächen ſtehen. Diefe Relationen find mit jenen einerlei, welche 
jwifchen den Seiten und den Winkeln eined fphbärifhenDreiedes 
Gtart finden, Denken wir uns nämlich (Big. 5) aus dem Mittelpuncte O 
mit dem Halbmeſſer ı eine Kugel befchrieben, welche den Geraden OH, 
Ox, Ox’ in den Puncten A, B,C, und den Ebenen xOH, x OH, 
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xOx’ in den zu größten Kreifen gehörenden Bogen AB, AC, BC 
begegne, fo erhalten wir ein fphärifches Dreief ABC ,.deilen Seiten 
AB, AC, BC dinch diefelben Zahlen vorzuftellen ſind, welche die 
Winkel xOH, x’O.H, xOxr/ bezeichnen, ud dejlen Winfel A, B, 
C, d. 5. die Neigungen Der in diefen Puncten zufammenftoßenden Bo⸗ 
gen, den Neigungswinfeln der in den Geraden OH, Ox, Ox’ ſich 


ſchneidenden Ebenen gleich fommen, da man fi) unter dem Wintel 


zweier Bogen wohl nichts anderes, als den Winfel ihrer zu dem Durch» 
fihnittöpuncte gehöriger Tangenten vorftellen kann. Bezeichnen wir der 
leichteren Überficht wegen‘, die den Winfeln A, B, C gegenüber lies 
genden Seiten des fphärifchen Dreieckes ABC durd) a, ß, y, fo find 


“in den Sleichungen (10) die Buchftaben 9, $, 0, A mit ß,y, A, B 


zu verwechfeln. 
Es beftehen demnach die Gleichungen 
(11)* 008.0 = c0s.ß cos.y + sın.ß sın.y cos. A. 
(12) sin.acos.B = cos.ß sin.y — sin,ß cos.y cos. A. 
(13) sin.a sin.B = sin.ß sin. A. ' 
. Die legte derfelben, welcher man auch die Form 
sin. a sin. B 
sin. A * sin.B 
geben kann, druͤckt den Sag aus, daß ſich in einem hphariſchen Drei⸗ 
ecke die Sinuſſe der Seiten wie die Sinuſſe der denſelben gegenüber 
liegenden Winfel verhalten. 

Das Problem, deifen Auflöfung die fphärifche Trigonometrie zum 
Gegenftande hat, befteht darin, aus dreien der ſechs Stüde eines ſphaͤ⸗ 
rifchen Dreieckes die übrigen zu berechnen. Hiezu werden, wie man 
leicht fieht, bloß vier Zundamentalgleihungen erfordert, indem es 
nämlich, um alle hiebei vorfommenden Kragen beantworten zu fönnen, 
binreicht, ı) die drei Seiten und einen Winfel, a) zwei Seiten und die 
zwei einer derfelben anliegenden Winfel, 3) zwei Seiten und ihre Ge: 
genwinfel, 4) eine Seite und die drei Winfel in eine Gleichung zu— 
fammen zu ftellen. 

Der erften Anforderung genügt die Gleichung 


cos.a = cos.ß cos.y + sin.ß sin.y cos. A. 


Um der zweiten zu entfprechen, fchaffen wir aus (12) uud (13) 
sin.a weg, fo ergibt fi 
(14) sin, A cot.B == col.ß sin.y — cos.ycos.A. 
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‚Die dritte Borberung wird durch die Gleichung . 


sin.a sin.B —= sıin,ß sin. A 
realifirt. Es fehlt und alfo noch die Gleichung zwifchen einer Eeite und 
den drei Winfeln des ſphaͤriſchen Dreiedes. Um zu diefer zu gelangen, 
verwechfeln wir in (12) B’mit’C, folglich auch ß mit y, und multipli« 
eiren eben diefelbe Gleichung ( 2) mit cos. A, ſo erhalten wir die zwei 
Gleichungen 


) 
⸗ 


sin.a cos. C = cos.y sin. ß — sin:y cos.ß cos. A, 
sin.a cos.A cos.B = cos.B sin.y cos. A — ain. ß cos.y cpu A, . 
durd) deren Addition -fich on Fa 
sin. a (608, C + cas, A 006.B) —= sin.ß cogy ..sin.A&. . : 
ergibt. Eliminiren wir au&.derfelben sin. a mittelft:(13), ſon wird 


(15) cos. C- cos. A cos..B =:c.y;sin.Asin.B,. ° °..: 

welches die verlangte Gleichung iR Berscäin wir in derſelben C. 

mit A, und geben wir ihr ſodann die Geſtalt 1 
— oos. A cos. B cos.C — sin. Besin. C cos.a,' 

fo ſehen wir, daß fie aus der Gleichung BEZ 


cos. a == c0s.ß cos.y + sin.ß'sin y cos. æ. 


abgeleitet werden fann, wenn mana, ß,y, A mit z—Ä, zB, 
*—C, x —a vertaufht. Es laͤßt fich alfo zu jedem ſphariſchen Dret· 
ecke ein anderes, das ſogenannte Polardreied; finden, deſſen Sei. 
ten mit den Winkeln des erſteren, und deſſen Winkel mit den Seiten 
des erjteren ftüdweife zufammengenommen x geben; ein Gag, dev 
aud) unmittelbar durch Betrachtung der Figut gerechtfertiget, und‘ gun 
fehnellen Umjtaltung der- in der .fphärifchen zrigonometrie | vorfommen: 
den Formeln: gebraucht werden fann. 

Es iſt nicht überflüifig zu benerfen, daß vie erſte der hier aufge⸗ 
ſtellten Fundamentalgleichungen die drei folgenden in fi enthalt. Denn 
die genannte Formel gibt und _ oo 
cos. a—- 008. ß 008.7 

. „sin. dB sin.y 


folglid sin. A == Yı — cos. A? 


sin. ßB2 sin. y2 — cos.at — cos. 8?cos.y* + 2 cos.a e0s.d cös.y, 
— —— — — — — — — — — D 0 —— m m. — 3 


sin. sin. y 


cos.Ä = 





oder wegen in. = it — con, inyt mr — conyta 
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(16) sin. A — Vi — cos. a2— cos. 8? - cos. YA 4 008. e cos. P cos. 


sin. B sin. y ’ 
alſo sin.a __ sin, a sin.B sin.y 


[ee Te a ne Te 
pr — ——— ® 
sin. A Vı cos. a2 — cos. 82 — cos. 72 +2 005.4 C0s.9 cos. 


Vertaufcht man in diefer Gleihung a mir 4, folglicy auch A mit 
B, fo bleibt der Ausdrud rechter Hand des Gleichheitözeichend unge: 
ändert; wır haben alfo 


sin.a sin. 8 
Tea — —2. 
sin. A sSin. B 


welches die dritte Fundamentalgleichung iſt. 

Aus der Gleichung cos.a = cos.ß cos.y + sin.ß sin.y tos. A 
folgt ferner durch Wertaufchung von a mit-B, und von A mit B: 

cos. B. cos. cos. y + sin.a sin.y cos.B; 
oder, wenn man hieraus cog. a mittelſt der erſten Gleichung wegbringt: 
c0s.ß == 008.ß cos. y? + sin.Bsin.ycos.ycos.A 4 sin,asıin.ycos.B, 
Das heißt cos.ß sin. y? == sin.ß sin.y cos.ycos. A + sin. « sin.y cos.B, 
alfo sin.acos.B = cos.ß sin.y — sin.ß cos.y cos.A, 

welche Gleichung mit (12) übereinftimmt, und auf dem oben. betretenen 
Wege die zweite und vierte Bundamentalgleichung darbietet. 

Laͤßt man in den vier Bundamentalgleichungen A einen rechten 


Winkel bedeuten, fo findet man für ein rechtwinkliges fphärifches Dreieck, 
deffen Hypothenuſe a iſt, die Sormeln 


.G19) cos.a = c0s.ß cos.y. 
(:B) ot. B — cot.ß sin.y. , 
(19) .  an.ß = sin.a sin.B. 
(3207 cos. C == cos.y sin.B. 


Macht man aber in der zweiten Sormel, nachdem man A mit B, 
und in ber vierten, nachdem man A mit C vertaufcht hat, obige Vor⸗ 
auoſetzung, fo folgt 


(21) cot. = cot. y cos. B. 


(22) cos.a == cot.B cot. C. 

Mittelft diefer ſechs Gleichungen laſſen ſich alle bei der Auflöfung 
rechtwinfliger fphärifcher Dreieste vorfommende Bälle behandeln. Sie 
befigen den Vorzug, daß fie fih zur Rechnung mit Logarithmen vig- 
nen, was bei dreien der allgemeinen Gleichungen, aus welchen fie ent: 
fanden find, der Hall nicht if. Man pflegt deßhalb in der Ausübung 


’ 
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«die Berechnung fihiefwinfliger ſphaͤriſcher Dreiecke, indem man aus 


dem Scheitel eines Winfeld auf die Segenfeite einen ſenkrechten Bogen 
fällt, auf jene der rechtwinfligen zu reduciren. Indeſſen geht es in eis 
nigen Fällen an, auch den Bundamentalgleihungen eine für die pradti- 
fhe Rechnung tauglichere Beftalt zu verfchaffen. 

So hat man z. B. zur Berechnung eined Winkels aus den drei 
Seiten eines fphärifhen Dreiedes die zur Anwendung der Logarithmen 


nicht taugliche Formel 


cos. @ — cos.ß cos. 
— —— —— — —— 
sin. B sin.y 


cos. A = . 
Allein bedenft man, daß 


1 4 cos. = "sin. Bsih. yreona— wedcosy: cos.a-—-cas.(d-+Y) 


sin. ß Sin. T sin.B sin.y 
nn asia Herr, 
sin. B sin.y 
_ _ sinB sin. y— cos.a+ c0s.ßcos.y __ Neon 
i co. dh = sin. B sin = sin. B sin. y 
—_ 3sin. s(aHB—Y)- 5 , 
sin. ß sin. 
und vtut. co‘, Vale — ſt, fo er 
haͤlt man 
4 sin. —e— . sin. se tr ze), 
(23) cos., V—— sin. ehr .-.-· 7 
A sin.2(a +8 —y). sin. ⁊ @—P+y, 
(24) su .-. V riet D intebtn sin. Psin. y 


Hieraus folgt auch 


sin. TetB—p- .sin,3 @—P+Y, 
sin.2(a+ß+y) sind a}: 
(36) ‚, sn. 
sin. 2 (a+3+97) - sin. 2 («+8 —y) - sin. Tea. sin.2(d-+Y—e) 
sin. B sin. y 
welche Iehtere Formel fich auch aus (16) ableiten ließe. 
Diefe vier Sormein geftatten die Anwendung der Logarithmen. 
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Vertauſcht man a, ß,y, A mit z—A, x—B, x— U, x—a, -- 


fo hat man fogleich 
(27) ein. - 2 





—_ 05. :( +B-+0C).cos.: 
sın. B sin, C 





— _.. — — 






—— — coSs A- 

sin, B sin. ẽ 

cos IA-BA O) · cos.2(B+C— 
| mr 

(30) ‚sein, az es 

' a+BtO). cos. ——— cos. a-HFO)< cos. EBFC—A) 

sin.B sin. C 

Diefe Formeln geben eine Seite ded ſphaͤriſchen Dreieckes deſe en 

Winkel bekannt ſind, bloß durch Rechnungsoperationen, welche ſich 

mittelſt der Logarithmen abkürzen laſſen. 


Da, wenn man in.(e3) und (24) A mit B verwechlelt, 














os B_VMECHRrN ern 
ur VS sin.a Sin. 
gi B — y ern in. 


Wr ENT 


gefunden wird, fo ergibt. ſich 


cos. = cgos. = sin. „(etetY) sin. (e—Pty) sin Ay Te) 


— — — 
a Bar :s sin.y ... sin. a sin. ß 
sin.sats4y) 5 
= —— — ⸗in. :C, 


2 vegin.asit.y 








sin.2 (a By). sin. Kötyma) 
2 2 sin.y  sin.asin.B 
— lat) VVV 
— — ein. C, 
sin. 
und hieraus 
sin.2(a+B+Y) — sin.2la+B—y) 


cos. (A B) -æ— —— — . sin.:C | 


sin. Y 


2 cos. 26-49). sin. 2. 


— 2— 


sin. y 
oder wegen sin.y == asin, 27 cos. y: 
69 cos. ;(A&+B). cos.ty = 00s.2(a-+ß). sin.2C. 
Auf diefelbe Art gelangt man zu den Sormeln 


6Gæ) cos. (A - B) . sin, in. !(a+P). sin.C, 


(33) sin.z(A--B).cos.zy = cos. :(a—ß). cos. zC, 


"< (4) sinz(A—B).sin.iy = sin.t(a—ß). cos. C. 


N 


cos. 
’ (35) ie; (A-4-B) ** — 75 . cot.2C, 


Aus (33) und (31), ferner aus (34) und (33) erhält man 
(«—B) 


“ sin.2(a—P) Im: 
(AB) ar) . cot.-C; 
aus (33) und (3ı), wie aud) aus (34) und (33) hingegen 
cos. „A— B) . 
(36) ig. (a +:£) = cos: (A+B) ° 18.5%, 
, sin. 2(A—B) 
tg.,(@ —P)= Sin.a(aB,,' ig.2Y 

Die vier erfteren Sleihungen rühren von Gauß ber; die vier 
legteren aber wurden bereitö von Neper gefunden, und find unter 
dem Namen der Neperſchen Analogien Längft befannt, Diefels 
ben dienen, wie man fieht, dazu, aus zwei Seiten und dem eingeſchloſ⸗ 
fenen Winkel eines fphärifchen Dreiedes die beiden übrigen Winkel, 
and aus zwei Winkeln und der Dazwifchen liegenden Seite die übrigen 
Seiten mit Hülfe der Logarithmen zu berechnen. 

Der Zweck unferer Vorlefungen geftattet nicht, und bier in die 
Entwickelung noch anderer Formeln und Hulfsmittel zur Auflöfung der 
fphärifchen Dreiede einzulajien. Wir beimerfen nur, daß, fo wie drei 
fih wie immer fchneidende Ebenen acht um den Durchfchnittöpunct 
herum liegende Eden erzeugen, auch durch das Durchfchneiden dreier 
größter Kreife auf der Oberfläche des Kugel acht fphärifche Dreiecke ges 
bildet werden, und deßhalb, wenn die gegebenen Stüde das zu bes 
rechnende nicht hinreichend bejtinimen, zwei Dreiede den Forderungen 
der Aufgabe genügen. Diefer Umſtand wird immer durch Die Unbe— 
ftimmeheit des einen berechneten Sinus gehörenden Bogens angedeu⸗ 
tet; denn da, wie man leicht beweifen fann, der numerifche Werth Fei: 
nes der Stüde eines fphärifchen Dreieckes, wenigſtens in dem Sinne, 
in welchem wir ein folches Dreie nehmen, die Zahl x erreicht, fo ift 
nur bei der Ausmittelung des auf dieſe Function fich beziehenden Bo: 
gen eine Zweideutigfeit möglich. Aber ein Stück, welches durch ſei⸗ 

«nen Sinus angegeben wird, ift deßhalb nicht immer nothwendig unge: 
wiß. Dan fann nänlid manchmal über feine Befchaffenheit durch Ver 
fimmung des Zeichens einer anderen Sunetion, oder durch Verglei— 
hung deifelben mit den befannten Stüden des fphärifchen Dreieckes 
entfcheiden, wobei die Bemerfung, daß der größeren Seite der größere 
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Winfel und umgefehrt gegenüberliegt, nuützliche Dienfte leiſtet. Wer 
eine volftändige Aufzählung aller hiebei möglichen Faͤlle verlangt, der 


siehe ein der ſphaͤriſchen Trigonometrie eigens gewidmetes Werk *) zu 


Rathe. 
Nachſtehende Eigenſchaften der Formeln (9) verdienen bier noch 
eine Erwähnung. 
Es feyen der Kürze wegen a5, bi, Cr, Ar ba C,, ar br C5 
bie Soefficienten von x’, y/, x’ in denfelben, fo daß 
(37) j x ax + b,y + c,z 
" y=a,xr-+b,y + 0,2 
z = a,x’ + b,y/ + c,2 
ift, wobei die Bedeutungen der genannten Coefficienten durch Verglei⸗ 
hung diefer Ausdrüde mit (9) von felbit in die Augen fallen; ferner 
feyen (Big. 4) 
a, a,, a, die Winkel, welche Ox’ mit den Aren der x, y, z 
B., Rıı ß; >» > » Oyı vv » x,y2 
YMıyıyı » » Od» » » » x,yı2 
einfchließt, fo zeigt fi, wie wir oben gefehen haben, durch die Be: 
trachtung eined in der Are der x’ liegenden Punctes 
a, == C08.a,. 
Auf diefelbe Art findet man 


b, = cos.ß,, ©, = 005 Yyı 


und durch Betrachtung von Puncten der Geraden Oy⸗, Oz’ 


a, = cos.a,, b, = c0s.ß,, © = 008. Y 3 
a, = cos. c,, b, = cos.ß,, CC, 5 008:Y3 1 
alſo 
XCds. a. + y’cos.ß, + z/cos.y,, 
y=x’cos.a, + y’cos.ß, + z/cosy,, 
z = x’/cos.a, + y/cos.ß; + z’cos.y;,. 
Für einen Punct, deifen Abftand vom Anfangspuncte der Coor⸗ 


dinaten er ift, haben wir fowohl 


r = yt + y® + 2° als auch r = xl! + y': + zit, 
d. h. es beſteht für jeden Werth von x’, y/, 2’ die Gleichung 
2 .Ly2 L e2 2 
== (9,27 +b,y/--0,2)? + (a,x/ +b,y/40,2)2 + ( „’+-b.y/+632)?. 





0) allenfalld S alo mons oder Burg's Handbuch der Trigonometzie. 


nn 
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Verrichtet man bie im zweiten Theile diefer Gleichung angezeig« 
ten Rechnungen wirklich, und vergleicht man das Refultat mit den er- 


fien Theile, fo zeigt fich 


39) 2 23 +3, 1,0) 2,b, + ab, + a,b; = 0, 
b+- b + bi = ı, 2,0, + a,c, aꝶg c, = 0, 
te +c=n bs tb, +bo,= 0. 


Multiplieirt man die Gleichungen (37) der Reihe nah einmal 
mi a,, a,, a,, dann mit b,, b,, b;, und endlich mit c,, Cr, Cyy 
fo ergibt fi) wegen (39) und (40) 
(41) zv=u1+3yY+ 0,2) 
vaberbyt ne 
= 0x4 0y + 0,27) 
und bieraug folgt Diebe 
(42) 3 +bi re; 
.+b,+o 
23 4B; 4 63 
Die Richtigkeit der Gleichungen 39, 40, 42, 43 ließe ſich auch 
unmittelbar durch die aus (9) ſich ergebenden Werthe der Größen a, , 
b,, c,, a,, b,, ꝛc. rechtfertigen. Die Gleichungen (39) und (42) 


1, (43) 8,8, 4 b,b, + c,=0, 
2; a2, 4 bb, + c,t, = 


| XF 


ſtimmen mit (3) überein; (40) und (43) aber find beſondere Faͤlle einer 


allgemeinen Sleichung, weile wir fogleich ableiten werben. 
heilen wir die erfte der Sleihungen (41) Durch r, und bezeich- 

nen wir den Winfel der Geraden r und Ox’ durch », und die Winfel, 
welche r mit den Aren der x, y,z bildet, durch B,, O., O;, fo haben 

. - x y z 
wir wegen — == cos.o und „m cos.d,, = = 008, Ö,, „== cos, 6, 
die Gleichung 
(14) cos.w = cos.a, c0s.d, 4 cos.a, cos.d, + c0s.a, cos. d,. 


Die Geraden r und Ox’ fönnen jede zwei durch den Anfangs» | 


punct der Coordinaten gezogene Geraden vorftellen ; e8 gibt alfo diefe 
Kormel den Winfel, ‚welchen zwei folche Linien einfließen , durch ihre 
Neigungen gegen drei rechtwinflige Aren ah. 

Die Sleihungen (40) find unter derfelben begriffen, wenn mar 
0 - feßt; fie zeigen demnach bloß an, daß die Aren der x’, y/, z! 
mechfelweife auf einander fenfrecht ftehen. Daifelbe fagen die Gleichun— 
gen (43) von den Axen der x, y, 2. 





q * 


L.- 8485 + b,b, + 4 C; == 0, 


* 


In 
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Dritte Borlefung 
Über die analytifhe Darftellung der Flächen und 


Rinien im Allgemeinen, und über jene einer Ku— 


gel und einer Ebene in&befondere. 


Derten wir und im Raume eine Bläche oder eine Linie nach ei⸗ 
nem bejtimmten Gefeße verzeichnet, und beziehen wir alle Puncte der: 
felben auf ein gemeinfchaftliches Coordinatenſyſtem, fo findet zwifchen 
den Coordinaten jedes einzelnen Punctes eine von diefem Gefege ab: 
bängende Relation Statt, deren analytiſcher Ausdruck die Flaͤche oder 


Linie ſelbſt analytiſch characteriſirt. 


Zu jedem Puncte des Raumes gehoͤren drei Coordinaten; zwi⸗ 
ſchen denſelben eine Beziehung feſtſetzen, heißt eine derſelben als eine 
Function der beiden übrigen erklaͤren, welche letteren dabei entweder 
von einander gänzlich unabhängig find, oder ſelbſt wieder in einem bes 
fonderen Zufammenhange fliehen. Da die Wahl eines Puncted einer 
Fläche oder Linie immer nah Willfür vollzogen werden fann, fo bleibt 
wenigjtens eine der drei Coordinaten eine unbeftimmite Größe ; und 
deßhalb wird eine Släche oder Linie entweder durch eine Gleichung, oder 
durch ein Spflem zweier Gleichungen zwifchen den drei Coordinaten jes 
des ihrer Puncte ausgedrüdt. Aber man Fann eine Linie immer als 
den Durchſchnitt zweier Flächen, d. 5, als die Folge der-denfelben ges 
meinfchaftlichen Puncte betrachten , und fomit durch ein Syſtem der 
Gleichungen zweier Flächen darftellen; es ift daher nicht möglich, daß 
einer Släche mehr als eine Gleichung zwifchen den, drei Evordinaten jer 
des ihrer Puncte zufomme, 

Nennen wir demnach die rechtwinfeligen Coordinaten eines unbe: 
ftimmten Punctes einer Slähe x, y, z, fo hat ihre Gleichung jeder» 
zeit die Form 
(45) F@y9a=o 
wobei bie Form der Function F durch dad Bildungdgefeh der Flaͤche 
bedingt wird. 

Um bievon Beifpiele zu geben, wollen wir erſtlich die Steigung 
der Oberfläche einer Kugel auffuchen,, deren Halbmeffer = r ift. 

Die Srundeigenfchaft der Kugelfiäche, welche wir alfo hier in 
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die Sprache der Analyſis zu überfegen haben, deſteht darin, daß die 
Entfernung jedes Punctes derfelben von dem Mittelpuncte einer unvers 
änderlichen Größe, dem Halbmeiler, gleich fommt. | 

Es fegen x, y, z die Coordinaten eines beliebigen Punctes der 
Suaelflähe, E, v, 2 die Coordinaten des Mittelpunctes, fo gehen die 
erfteren, wenn man den Anfangepunct, ohne die Richtung der Aren zit 
ändern, in den Mittelpunet der Kugel verfebt, inx—E, y—v, 
2— 2 über. Aber dann ift der Halbmeſſer r der Radiusvector des Pune⸗ 
tes der Kugelflaͤche, folglich haben wir nach der erſten der Formeln (2) 


(46) G—5H°+. u) +06-Y)=-r 
als die allgeneine Gleichung der Kugelfläce. Sie gibt für iedes x- 
und y zwei Werthe für z, "begreiflich , weil jede Werade, folglid) auch 
eine auf die Ebene xy ſenkrechte, die Kugelfläche in zwei Puncten trifft. 
Beide Puncte fallen in einen zufammen, wenn ıhan x und y fo wählt, 
daß dieſe Größen der Gleichung 
(x— 9 + v—! =r no 
Senüge Teiften, denn dann erhält man aud:der Gleichung (46) 
(.—D* =0 oder zo, 
welcher Werth jedoch. eine Doppelte Wurzel diefer Teßtgenannten Glei⸗ 
dung darftellt. Wird (x — E)? + (y—v)? > r, fo nimmt 2 zwei 
imaginäre Werthe an, woraus erhellet, daß die Kugelfläche nach allen 
der Ebene xy parallelen Richtungen eine begrenzte Ausdehnung hat, 

Wenden wir und nun zur analptifchen Darſtellung der einfachiten 
aller Klähen, nämlich, der Ebenen,. in Bezug. anf ein rechtwinkeliges 
Coordinatenſyſtem. 

Legen wir, indem wir die Richtung der Aren der Coordinaten 
mit Beibehaltung des Anfangspunctes verändern, die Ebene x’y‘ der 
gegebenen bene, deren Gleichung gefuht wird, parallel, fo ift 
der Abftand jedes Punctes derfelben von der Ebene xy’, oder was 
daſſelbe iſt, der Werth von 2’, eine unveränderliche Größe, und zwar 
dem aus dem Anfangspuncte der Coordinaten auf die gegebene Ebene 
fallenden Perpendifel, welches p heißen mag, gleich; eine Eigenfchaft, 
welche zur ungweidentigen Angabe der Natur der vorgelegten Ebene 
völlig hinreicht, und defhalb der Gleichung derfelben zum Grunde lies " 
gen fann. Vermöge den Gleichungen (41) der vorhergehenden Vor: 
Iefung haben wir im Allgemeinen 

=acı +0,y-+ oz; 


s 


f 2 


22 
daher ift, mit Ruͤckſicht auf die Bedeutung von C47 Lar- % , 


(47) xcos.yı + ycos. Ya + 2t0s, Ys = Pı 
wobei yı, Yar y, die Winkel anzeigen, welche das Perpendifel p mit 
den Aren der x, v, 2, oder aud) die Winfel, welche die gegebene 
Ebene mit den Ebenen yz, xz, xy bildet. 
Jede Gleichung des erſten Grades zwiſchen drei Variablen x, 
Yı Zı % B. 


(48) ActBy+lztDeo ur 
kann man als die Gleichung einer Ebene betrachten; denn bie Werthe 


von Yır Yar ys und p in (47) fallen fi ch immer fo waͤhlen ‚ daß die 
Gleichungen (47) und (48) identifch werden. Man feße nur 


AZMcos.y,, B=Mcos.y,, C=Moo%.ysr Da—Mp, 
wobei M eine unbeflimmte Größe it, fo bat man mit Rüdjicht auf (3) 
A? +B2 4 C = M? (cos. y + cos.y! 4 c0s.y}) = MM, 


alfo = var +B+G um 


(4)  o.y= 


— 
cos = B | — D 
AT unge | FOOT ge 
C 
an ara 


Steht die Ebene (48) auf jener der xy fenfrecht, fo iſt Ys = - ‚ 
folglich 0os.y,==0, und daher auh C=o, An diefen Falle hat alfo 
die- Gleichung der Ebene die Form 

Ax+-By-+-D= \ 
Iſt Hingegen die Ebene (48), zu jener der xy parallel, fo ift 
cos. = 1, al C= VA +BHC, 
das ill Ar Bio, woraus A==o und Bezo folgt. In dieſem 
Falle reducirt ſich die Gleichung der Ebene auf | 
Cz+-D=0o, 


was ſchon daraus erhellet, daß hier 2 eine conftante Größe ſeyn muß. 


Die Gleichung der Ebene xy ſelbſt iſt z=o, fo wie die Ebenen 
xz und yz durch die Sleichungen y=o und x== 0 ausgedruͤckt werden. 
Es Taffen fich auch die Coordinaten des Punctes angeben, in wels. 
heih das aus dem Anfangspunete auf die Ebene (48) gezogene Perpens 
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dikel diefelbe trifft; da nämlich p der Radiusvector diefed Punctes ift, 
fo Haben wir für feine Coordinaten,, welche % u, v heißen ſollen, die 
Ausdrüde 


(50) t=poosy, u=pcoey, v- p c08.y; 
oder 


— AD : BD CD 


Rare Tepe! OOo 

Schaffen wir aud (47) mittelft der erfteren Yır Yar ya weg, fo 
ergibt fi) folgende Gleichung der Ebene: 

(51) tx -uy- vz = pt. 

Will man die Laͤnge des Perpendifels P, welches aus irgend ei: 
“nem Puncte x,, Y, z, auf die Ebene (48) fällt, nebft den Coordi— 
naten t, u, v feined Durchfchnittöpunetes mit derfelben willen, fo 
verlege man den Anfangspunet der Coordinaten in den Punct x,, Yır 
2,. Hiedurch erhält die Gleichung (48) die Form 

A +2) BOM) C HD=o 
oder Ax + By - Cu Ax By. C +D=o, 
worin x’, Yı® die veränderlichen Coordinaten jedes Punctes der 
Ebene, x,, Yır 2, Aber gegebene Größen vorftellen. Um nun die For—⸗ 
meln (49), (50) auf die letztere Gleichung anzuwenden, muß der 


Ausdrud 
Az, + By, + Cz +.D, 
welcher der Kürze wegen E: genannt werde, an die Stelle von D tre: 
ten, und man findet, wenn tv’, w, vw’ die Werthe von t, u, v im 
neuen Eoordinatenfyileme find: 
AE | BE CE 


J— — — — —— —— — — 
KrBer Krero’ ! SEO 
d. h. wegen t — x. z=zu—y,, varoz 
" -AE 

65) t=x, — Frhr’ auch if | 

- BE vo E. 
TER | Vermre 
CE . 


vz, — 


A? +-B21.C2’ 

Die Gleichung einer Ebene ift noch einiger anderer Bormen fähig, 
welche wir bier angeben wollen. 

Nennen wir die Entfernungen der Puncte, in welchen die Ebene 


J 


24 
den Aren der x, y, z begegnet, vom Anfangdpuncte der Coordinaten 
a, b, c, fo haben wir, wenn wir in der Sleishung (47) zuerft y und 
z, dann x und z, und endlich y und z verfchwinden laſſen: 

p P 


b = 








os. 7 C08. 2 e75 * 
folglich, wenn wir dieſe Größen in die Gleichung (47) einführen: 
x y z 

(53) 7 * 5 * ui 


oder bex + acy +» abz = abo 
als Gleichung der Ebene, 

Subjtituiren wir aber flatt cos. Yır C08.Y2, 008.y, ihre aud ben 
Formeln (9) ſich ergebenden Werthe, fo haben wir für die Ebene die 
Gleichung 
(54) ⁊ == (x.sin.$ — y cos. vy) ig.d + co, 
wobei 0 den Neigungswintel der Ebene gegen jene der xy, p ben Win- 
kel zwifchen der Durchfchnittölinie der zwei jegt genannten Ebenen und 
der Are der x, und c dad Stüd ber Are der z zwifchen dem Anfangs⸗ 
puncte ber Eoordinaten und der Ebene anzeigt. 

Vergleichen wir gun zwei Ebenen mit einander, welche wir der 
Kürze halber die Ebenen ı und 2 nennen wollen, und deren Gleichungen 
Ax+-By+Gz+D =o 

md Ax+-By+CGz+- D=o 

feyn mögen, Werden auf beide aus dem Anfangspungte der Coordi⸗ 
naten Perpendifel gezogen, wovon dad zur Ebene ı gehörende mit den 
Aren der x, y, z die Winkel yı, ya, Ya, und das zur Ebene 2 ges 
börende mit eben denfelben Aren die Winkel 0, , 0,, 0, bilde, fo has 
ben wir zur Bejlimmung der Neigung beider Perpendifel, d. i. zur 
Beftimmung des Winfeld der Ebenen felbik, welcher » heiße, des For⸗ 
mel (44) gemäß den Ausdrud 


608.0 == cos. y, 008.0, 4 cos.y, 608.8, 4 cos.y, cos.l,; 
derfelbe verwandelt fich mittelft der Formeln (49) in 
mu ht tlt 

Verb fü.vVaerbre 
Sollen die Ebenen ı und 2 auf einander fenfrecht ſtehen, fo muß 
cos.0==0 feyn, d. h. zwilchen den Coefficienten der Coordinaten in 
ben Gleichungen beider Ebenen muß die Bedingungdgleichung 
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(56) AA, +-BB+CC,=o 
Statt finden. 
Sollen hingegen die Ebenen ı und 2 einander parallel feyn, fd 
muß cos. der Einheit gleich fommen, alfo die Gleichung 
AA, +B,B,+C,C,=yVAi+BI+C}.VAIFBI FC: 
deſtehen. Diefelbe geht durch Ethebung beider Theile zum Quadrate 
in die Gleichung | 
sA,A,B,B, + 3A,A,C,C, 4 28,B,0,6, —— 
=A}BL + ABI + AICHACH + BIC} + BIC: 
oder 
(4, B,—A,B,)?4+(A,C.—A,C,)?+-(B,C,—B,C,)’==0o 
über, welche mit den drei Sleichungen 


A,B, — A,B, = 0 
AG —A,C,=o 
B,C, — B,C, — 0 


gleihbedeutend if. Aber die dritte diefer Gleichungen ift eine Folge 
der beiden erſten, daher iſt der Parallelismus der Ebenen ı und 2 an 
die Erfüllung der Bedingungen 

A,‚B&—A,B=o md AC,—A,C,=o, 
welche ſich kurz auch unter der Form 


m) Te er 


darftefen Taffen, geluınden. 
Sucht man den Sinus und die Tangente des Winkeld der Ebenen 
ı und 2 aus (55), fo finder man 






| (A,8,— A,B,)?+(A,0, — A,C,? + (B,C,—B,C,)? 
VA:+B}+C:. VAT +HBI CH 
> (4, B, —A „BP? +(A, C, .—A,C,)?++-(B, C, —B,C E. 
6) go = A,A,+B,8,+0,C, - | 
Einiger Säge wegen, welche uns die Gleichung (47) einer Ebene 
darbietet, wollen wir hier noch die dazu noͤthigen Vorbegrifſe uͤber die 
Projectionen vortragen, wovon ſich auch in der Folge mügliche 
Anwendungen machen laffen werden. 
Einen Punct auf eine gerade Linie oder auf eine Ebene pro jis 
ciren, beißt in der analytifchen Geometrie aus demfelben auf diefe 


(58) sin.o = 





» 
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Linie oder Ebene ein Perpendifel fällen. Der Punct, in weichem das 
Derpendifel die gerade Linie oder Ebene trifft, wird die Projectionm 
des erſteren genannt. Man’ pflegt auch den Punet, von weldyem das 
Perpendikel ausgeht, den projicirten Punct, und die Gerade oder 
Ebene, zu welcher es gejogen ift, die Projectionslinie oder 
Projectionsebene zu nennen. 

Denft man fi) alle Puncte einer begrenzten geraden Linie auf 
die Richtung einer anderen Geraden oder auf eine Ebene projicirt, ſo 
ftellt die Folge ihrer Projectionen ein beftimmtes Stuͤck der Projections⸗ 
linie, oder eine in der Projectionsebene liegende, ebenfalls begrenzte 
gerade Linie, nämlich die fogenannte Projection der gegebenen Gera⸗ 
den, dar. 

Die Coordinaten eines Punctes im rechtwinkligen Syſtem find 
offenbar die Projectionen ded zu diefem Puncte aus dem Anfangspuncte 
des Syſtems ge;jogr,en Radinsvectgrd auf die den genannten Coordi⸗ 
naten parallelen Aren. Oder allgemeiner : die Unterfchiede der gleiche 
namigen Eoordinaten zweier Puncte im Raume find die Projectionen 


‘ der Entfernung diefer Puncte auf die diefen Coordinaten zugehörigen 


Uren. 

Es Täßt fih aus den einfachſten Gründen ver Geometrie beweis 
fen, daß die Projection einer Geraden auf eine andere durch das Pror 
duct aus der Länge der erfteren und dem Cofinus des Winfeld gemef= 
fen wird, welchen zwei durch irgend einen Punct zu diefen Geraden 
paralfel gezogene Linien mit einander bilden. Der fo auögedrüdte Sag 
umfaßt den. Ball, wenn die projicirte Gerade und die Prejectionslinie 
nicht in einer und derfelben Ebene liegen, folglich ſich auch nicht durch- 


- fehneiden. Eben fo ift die Projection einer Geraden auf eine Ebene dem 


Producte aus diefer Geraden und dem Cofinus ihres-Neigungsiwinfels 
gegen die Ebene gleich. Es gibt alfo eine Gerade auf parallele Pros 
jectionslinien oder Projectionsebenen gleiche Projectionen. 

. Faſſen wir nun die Gleichung der Ebene (47) mit Rüdficht guf 
den erfteren diefer Säge in das Auge, fo erfennen wir die Ebene als 
eine Blähe, für welche die Summe der Projectionen der drei recht⸗ 


. winfligen Coordinaten jedes ihrer Puncte auf eine und diefelbe Gerade 


eine underdnderliche Größe iſt. Diefe Projecstionslinie fteht auf der 
Ebene fenfreht, und die ernsähnte unveränderliche Größe ift der Ab⸗ 
ftand der Ebene vom Anfangspuncte der Cocrdinaten. 

Nur ift hier zu bemerken, daß unter obiger Summe eine algebrais 


— — - — 


27 


ſche, d. i. eine mit Rückſicht auf die durch die Lage der Projectionen be⸗ 
dingten Zeichen derſelben genommene Summe verſtanden werden muß. 

Man erhält die Projection einer wie immer geſtalteten Linie auf 
eine Ebene, wenn man ſich jeden Punct diefer Finie auf die Ebene pro- 
jicirt vorftelle. Es wird alfo die Projection einer Linie auf einer Ebene 
verzeichnet, wenn fich eine dieſe Ebene fenfrecht treffende Gerade.fo be» 
wegt, daß fie ſtets durch die gegebene inte hindurch gebt. - 

Endlich iſt die Projection einer wie immer begrenzten ebenen Fi⸗ 
gur auf eine Ebene der Raum, welcher auf dieſer Ebene durch die 
Prejection des Umfanges der Figur eingeſchloſſen wird. 

Ohne Schwierigkeit laͤßt ſich beweiſen, daß bie Oberfläche der 
Projection eined Dreiedes auf eine.Ebene dem mit dem Coſinus feines 
Neigungswinfeld gegen die Ebene multiplicirten Inhalte des Dreiedes 
gleich fommt. Diefer Sag fann nun durch dad in der Geometrie üb» 
Tiche Verfahren auf die Projection jedes ebenen Polygons, und nad) 
der Methode der Grenzen aud auf die Projection jeder durch eine 
frumme Linie umfchloflenen ebenen Figur ausgedehnt werden. 

Dieß vorausgefegt, ſey F die Oberfläche irgend einer auf der 
Ebene, welcher’ die Gleichung (47) gehoͤrt/ ” ‚verzeichneten Bigur, ſo 
haben wir offenbar 


Fxcos.y, + Fy C08. Ya + Fzc0s y = Fp; 
folglich, wenn wir Die Projectionen von F auf die Ebenen yz, xz, 
xy durch F,, F,,:F, vorſtellen, wegen ' 
F, = Foos. F. = Foosyı.: Fr, = F 0067; 


F,x + F,y + F,z = Fp 

und :F,x< +!FR,y+: ıF,z = ;Fp- 

Aber, 2 Fp zeigt das Volum einer Pyramide (eines Kegels) an, 

deren (deſſen) Scheitel der Anfangspunct der Coordinaten, und deren 

(dejfen) Grundfläche die Figur F ift; ferner find # ıF,x, +Fy, ıF,z 

die Inhalte der Pyramiden (Kegel), welche die Projectionen von F 

vauf Die drei coordinirten Ebenen zu Grundflaͤchen, und irgend einen 

in der Ebene von F Tiegenden Punct zum gemeinfchaftlihen Scheitel 

haben; doher findet der merfwürdige geomotrifche-Tehrfag Statt, daß - 

die erftere Pyramide (der erſtere Kegel) der Summe der drei letzteren 
gleich iſt. 
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Vierte Vorlefung, 
Über die Gleichungen einer geraden Linie. 


} 


D,, wenn man die Gleichungen zweier Ebenen zugleich Beites 
ben, d. 6. die Werthe von x, y, 2 in der'einen mit den Werthen dies 
fer Coordinaten in der anderen übereinftimmen läßt, beide Gleichungen 
zufammen bloß für jene Puncte gelten, welche ſowohl der einen als der 
« anderen Ebene gehören, und zwei Ebenen fich jederzeit in einer gera⸗ 
den Linie durchfchneiden; ferner auch jede gerade Linie ald der Durch- 
fehnitt zweier Ebenen betrachtet werden fann: fo wird ‘eine Gerade i im 
Raume durch ein Syſtem zweier Gleichungen von den Sormen 


(1) u Axt-By+Cz+D =o 
A,x+By+ Gz+ D, = 0 
analytifch ausgedrüft. . . 

Man fann aus den zwei Gleichungen einer geraden Linie unzäh> 
lige Paare anderer Gleichungen ableiten, welche die erfteren. vollfom» 
men erfegen, d. h. genau diefelbe Beziehung zwifchen x, y, z darſtel⸗ 
len. Hiezu genügt ed die Gleichungen (1) mit befländigen Größen 
M,, M, zu'multipliciren, und fie fodann zu addiren oder von einander 
abzuziehen. Die Möglichfeit diefes Verfahrens ensfpricht dem Um: 
ftande, daß ſich durch jede Gerade unzählig viele Ebenen legen laſſen, 
wovon je: zwei die Pofition diefer Geraden unzweideutig beflimmen. 

Die hier gemachte Bemerkung geftattet die Gleichungen einer Ge— 
raden auf die einfachiten Geftalten, deren fie fähig find, zuruͤckzuſüh⸗ 
ven. Wir erhalten fie, wenn wir aus (1) zwei Gleichungen ableiten, 


in deren jeder bloß zwei der Größen x, y, z erfcheinen. Eliminiren, 


wir ein Mal y, und dad andere Mal x, fo ergeben ſich für unfere ger 
rade Linie die Gleihungen — 

CA. B. — A, B)x4 (,B,—C,B)z + DB, — D,B 0, 
(A,B—A,B)y + (4,G,—A,C)z + AD, — AD, 0, 
. welche, wenn wir der Kürze wegen 

BC, —B,C, BD, — B,D, 


Ab, —A,b a/ AB — Ab 
A,C, — A,C, A.D, — A. D, 


, ve Te Ve a 


fißen, in 
(3) .xm=az-4t oa 
 y=bz+ß 
übergeben, unter welchen einfachen Formen wir von nun an die Gleis 
dungen einer Geraden betrachten werden. 

Den in der vorhergehenden Vorlefung enthaltenen Gründen zu« 
folge it x —= az + die Bleichung einer Ebene, welche jene der xz 
fenfrecht durchfchneidet; der Durchfchnitt felbft ift offenbar die Projecz 
tion der durch die Sleichungen (2) vorgeftellten Geraden auf die ges . 
nannte coordinirte Ebene: e8 gehören demnach der Projection der Ge⸗ 
saden (2) auf die Ebene xz die Gleichungen | 


x=a2 a, J=o0, 
Eben fo ftellen die Gleichungen . 


s=0, y=bz-Lß 
die Projection der Geraden (2) auf die Ebene yz vor. Kennt man 
demnach die Gleichungen der Projectionen einer Geraden auf zwei der 
coordinirten Ebenen, fo ift man fogleih im Stande, die Gleichungen 
der projicirten Geraden felbft anzugeben. 

Es it x az die Bleihung einer zur Ebene x=az-ta, 
und eben fo y== bz die Öleihung einer zur Ebene y=bz-+-ß par 
rallelen Ebene, daher gehören die Gleichungen 
(3) x az 

y=ba 

einer Geraden, welche jener, der die Öleichungen (2) entſprechen, pa⸗ 
rallel lauft. Aber die Gleichungen (3) geben für z=o auch x=o, 
y=0, deßhalb geht die Gerade (3) durch den Anfangspunct der Coor⸗ 
dinoten. Läßt man alfo aus den Öleichungen einer Geraden die von 
den Coordinaten jedes ihrer Puncte freien Beftandtheile weg, fo hat 
man die Gleichungen einer der erfleren durch den Anfangspunct der 
Eoordinaten parallel gezogenen geraden Linie. 

Man denfe fi, von dem Aufangspuncte der Coordinaten aus: 
gehend, auf der Geraden (3) ein der Längeneinheit gleiches Stüct ab: 
geſchnitten, und nenne die Eoordinaten feines Endpunctes x, ,Yırkır ' 
ſe dat wan, wenn man diefes Etüd ald Nadiuspector des Punctes 
I, Yır z, betrachtet: 
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Diefer Ausdruck gibt und wegen x, = az, und „=be...: 
z, v?-b’ -ı = 


folglic) ‚ und hieraus 


zZ, = — — 
h 


d — ——— 


x, 





a 
Vetbitı | 

Es feyen Yır Ya, ys die Winfel, welche die Gerade (3) mit den 
Aren der x, y, z bildet, fo beftehen die Gleichungen 


daher ift | — 
. a x 
08. A —— — . 
(4) cos. Yı Vetbrv Pu 
b ——— 
cos. — — — — 
"Verst |. 
os - 1 Tr Y 
IT Vazrbirı 
Mit Hülfe diefer Formeln verwandeln fich die Gleichungen (2) in 
__ 08.7, — cos. c0S- Ya 
(5) sn. re 7) z+P. - 


Es fey p die Neigung der Projection ber Geraden (2) auf die 
Ebene xz gegen die Are der z, fo geben uns die fo eben gefundenen 
Sormeln, auf die Gleichungen diefer Projection angewendet : 


cos. ( -— (5) 
cos. os ⸗ + « 
der x—utgy.z-Ht.a; 
woraus hervorgeht, daß der Coefficient a in den Gleichungen (2) die 
Tangente ded Winfeld bezeichnet, welchen die Projection der diefen 
Gleichungen entfprechenden Geraden auf die Ebene xz mif der Are der 
z bildet. Eben fo ift b die Tangente der Neigung der Projection bie: 
ſer Geraden auf die Ebene yz gegen die Are der z. 
Sehen wir in den Gleichungen der Projection der Geraden (2) 
auf die Ebene xz, zo, fo erhalten wir x=a. Es ift alfo « Die 
Entfernung ded Durchſchnittspunctes diefer Projection mit der Are der 


(um 


| 


| 
Ä 
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ı vom Anfangspuncte der Coordinafen. Hieraus wird man auch die 
Bedeutung von ß leicht entnehmen. 

Vergleihen wir nun zwei gerade Linien mit einander, wovon 
der einen, welche wir die Linie ı nennen, die Gleichungen 


x 23,2 4 4, =b,z2-+ß,, 


und der anderen, der Linie 2, die Sleihungen 


x=3,2+0, y=bz-+B,: 

gehören. Schneiden fich diefe Geraden, fo entfpricht denfelben für den 
Durchſchnittspunct einerlei x, y, z. Da wir aber hier vier Gleichun⸗ 
gen zwifchen diefen drei Größen vor Augen haben, fo fönnen diefelben 
nicht übereinflimmen, wofern nicht zwifchen den beftändigen Größen 
a,b, a, Br, a, ba, a,, Ba eine Nelarion befteht, welche wir 
durd Elimination der Coordinaten aus obigen Gleichungen fennen ler⸗ 
nen. Dieſe Gleichungen geben uns naͤmlich 


az y=3,z +0, 
alfo (,—a)z + a — a, 0; 
ferner bz+ß, =bz +, 
alſo kb) -—,=0o 

Soll nun z in beiden Refultaten einerlei Werth befigen / ſo muß 
die Bedingung . 

a, — 2, a, —— a, 
ꝑ bb BB | 
erfüllt werden, von welcher daher auch die Möglichfeit des guſammen⸗ 
treffend der Geraden ı mund 2 abhängt. 

Obſchon bei zwei ſich nicht durchſchneidenden Geraden von einem 
Winkel derfelben feine Rede feyn kann, fo läßt fich doch ihre gegen- 
feitige Sage beurtheilen, wenn man den Winfel beachtet, der von zwei 
durch einen beliebigen Punct, am beften, durch den Anfangspunct dee. 
Eoordinaten, gezogenen ihnen parallelen Geraden gebildet wird. Eis 
Bige Schriftfteller nennen den letzteren Winfel geradezu die Neigung 
der erfteren Geraden; eine Nedensart, durch welche der Ausdrud ſehr 
an Kürze gewinnt. | 

Die Seraden ı und 2 find parallel, wenn ihnen eine und dies 
felbe durch den Anfangspunct gehende Gerade parallel lauft. Damit 
dieß Statt finde, muß 

a, =, und b,=b, 


feyn. In diefem alle geht die Gleichung (6) in 
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0 a, — G 


o = Pı — Pı 





über. 

Es bezeihne w die Neigung der Geraden ı und 2, fo geben uns 
die Bleichungen (4) mit Rückſicht auf die Formel (44) der ‚weiten 
Vorleſung | 

aa, + bb + 1 
Vartbrtı,. Vaatbite 

Diefe Geraden haben gegen einander eine fenfrechte Lage, wenn 

008.00; d. 5. wenn 


(8) a0, + bb, + ı = o if. 

Vergleichen wir noch eine Gerade ı 

x=asz tu, y=bz-+ß 
mit einer Ebene I 
Ax+-By+Cz+D=o, 
und beflimmen wir zu dieſem Behufe die Neigungen einer durch den 
Anfangspunct der Eoordinaten gehenden, diefe Ebene unter einem rech⸗ 
ten Winfel treffenden Geraden gegen die Aren der x, y, z. Die Cor 
finuffe diefer Neigungen werden, wie aus der vorhergehenden Vorle⸗ 
fung zu erfehen ift, durch die Größen 
A B Cc 
angezeigt. Nennen wir nun den Winfel, unter welchem die Gerade ı 
der Ebene I begegnet, 0, und bedenken wir, daß derfelbe mit der Nei⸗ 
gung der Geraden ı gegen ein auf der Ebene I errichtetes Perpendifel 
jufammengenommen einen rechten Winfel gibt, fo haben wir die Formel 
Aa-+Bb+C 

Ve+B+@.Verbtr 

Soll die Gerade ı der Ebene I parallel laufen, fo muß 0, 
alfo auch 
. (10) Aa+-BbtC=o 
werden. 

&ubftituirt man die oben genannten Cofinuffe in die Gleichungen 


(5), fo ſieht man, daß die Gleichungen jeder auf die Ebene I fenfrech= 
ten Geraden die Form 


(10) 134, are 


(7) cos. = 


.(9) . sin. — 
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haben. Soll demnach die Gerade ı der Ebene I unter einem rechten 
Winfel begegnen, fo müffen die Gleichungen 
A B 

(12) aa b= 5 
Statt finden. Dieſe Gleichungen ergeben ſich auch, wenn man sin. 021, 
oder 

AatBb+Ct=vVae tb to, —5 
ſetzt, durch Die bei einem ähnlichen Falle in der vorhergehenden Vorle⸗ 
fung gebrauchten Schlüffe. , 

Die Eoordinaten des Punetes, in welchem die Gerade 1 der Ebene 
I begegnet, ergeben fih, wenn man die Werthe von x, y, z in den 
Gleichungen der Geraden und in der Gleichung der Ebene ald gleichde: 
Deutend anfieht. Subftituirt man nämlich die durch die eriteren Gleis 
chungen dargebotenen Ausdrüde fürx und y indie leßtere, fo erhält man’ 


(Aa Bb Os +Aa BB + D=o, 


 Aa+Bö+D 
und hieraus 2 == — — rc 


Diefer Werth, in die Gleichungen der Geraden ı eingeführt, gibt 
B(ba—aß)+Ca—Da 


x Aa—-bb+C 
_ _,A@B—be)CB— Dh 
yet Taerbbre Z 


Wenn fi die Gerade ı einer zur Ebene I pardllelen Tage unend« 
lich nähert, fo werden die Werthe der Coordinaten des Durchfchnitte- 
punctes beider unendlidy groß; allein die Neigung diefer Geraden ge: 
gen die coordinirten Ebenen, und folglid auch gegen die Ebene I, 
hängt bloß von den Coefficienten a, b ab: daher fann die erwähnte 
Vergrößerung der Werthe von x, y, z nut dadurch erreicht werden, 


daß der Nenner Aa+- Bb-+C in obigen Ausdrüden der Nulle uns 
endlich nahe kommt. Es ift alfo 


Aa+tBb-- C=o 


die Bedingung des Parallelismus zwifchen der Linie und der Ebene. 
Soll die Serade ı in der Ebene I enthalten feyn, fo muß die 
Gleichung .» 
(Aa+Bb+C)z + Aa LBB+-D=o 


für jedeu Werth von z gelten, Diefi fann aber tur in fo fern Statt 
finden , al& die beiden Gleichungen 
Ettingsdaufen’s math. Vorleſungen. IL 3 
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(13) As -Bb- C=o 

Aa+-B6 -D= 
beftehen. Die erfte diefer Gleichungen fagt, daß die Gerade zur Ebene 
parallel fey; die zweite hingegen, daß Die Gerade und die Ebene einen 
Punct, nämlic jenen, deffen Coordinaten a, ß, o find, gemein- 
ſchaftlich beſi itzen; woraus, wie man leicht ſi ieht, nothwendig folgt, 
daß die Gerade in der Ebene liegt. 

Mir find auch jegt im Stande bie Gleichungen der geraden Linien 
anzugeben, in weldyen die Ebene, deren Sleichung 

Ax-By+Cz+D=o 
ift, die evordinirten Ebenen xy, x2, ya durchfchneidet. ie beftes 
ben in der Verbindung diefer Gleihung mit den Gleichungen der ges 
nannten coordinirten Ebenen, nämlid z=o, y=o, x=o. So 
find z. B. By+Cz+ D=o ud x=o die Gleichungen der 
Durchſchnittslinie der genannten Ebene mit der Ebene yz. 

Wenn zwei gerade Linien, welche man mit einander vergleicht, 
in einer der coordinirten Ebenen, z. ©. in jener der xz liegen, fo nehe 
men die oben gewonnenen Refultate eine einfächere Seftalt an. Denn 
ed feyen 

zaaz-ta, x a,2 4 4, 
in Verbindung mit y==o die Gleichungen dieſer Geraden, fo find 
4, ma — 8 ’ 
an rn 
die Coordinaten ihres Durchfchnittöpunctes; 
4,2, + ı 
Vaitı. Vai+ 
. a, — 8, 


ı 78,8% 


2 == 





= iſt ber Cofinus, folglich 


| die Langente des von denſel⸗ 
ben gebildeten Winkels, und | | | 
8, m 8 
ift die Bedingung des Parallelidmus, 
ı :& 3,3, = 0 | 
aber die Bedingung des auf einander fenfrecht Stehens diefer Geraden. 





— 
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Fünfte Vorleſung. 


Über die Auflöfung einiger die gerade Linie und 


die Ebene betreffender Aufgaben. 


& ns Aufgabe. Es find die Coordinaten x,, Yı, zı und 
x,7 Jar 2, zweier Puncte gegeben’; man verlangt die Gleichungen der 
Geraden, welche dieſe Puncte mit einander verbindet. 

Auflöfung. Man ftelle die Gleichungen der zu fuchenden Ger 
raden durch | 
x=Az + H, y=Bz-+K 
vor, wobei A, B, OH, HK unbelannte. Größen bedeuten. Da diefe 
Gerade durch die gegebenen Puncte gehen fol, fo müflen die Gleis 
dungen 

x, — As, -H, „=Bz, +—+K 
und ,=Az, +-H, „=Bz,-+-K 
Statt finden, mittelft welcher man die unbefanuten Größen beflimmen. 
fonn. Man fömmt aber am einfachiten zu dem verlangten Refultate, 
wenn man von. den angeführten drei Paaren zufammengehöriger Gleis 
ungen jedes folgende von dem vorhergehenden fubtrahirt, und aus 
den Refultaten diefer Operation A und B wegfchafft. Hiedurch erhält 
man nänılid) 

x—x, = A(z—z), y—y =B(z —z,) 
md 2,—x, = Alz—z), Y—y = B(ia,—2.), 

folglich 


. } X, X 


„e2)ı yay= Zn ‚@—2) 





weldyed die Gleichungen der durch die Puncte x,, y., 5 und x,; 
Y2r 2. gezogenen Geraden find. 

Zweite Aufgabe: Man: fol die Sleihungen einer Geraden 
finden, welche durch den Punct x,, Yır 2, gebt, und zur Geraden 
xmsaz-ta, y=bz-+-B parallel iſt. 

Auflöfung Sind 

x=Az-ıH, y=Bz-+K 
die verlangten Gleichungen, fo nehmen fie, der Bedingung wegen, 
daß die durch diefelben vorgeftellte Gerade den Punct x,, Yır 5, eut⸗ 
| 3“ 


X 
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halte, alfo die Sleichungen 
s, =Az, +H,: ya Ba DH 
Statt finden, die Geſtalt 
x — ,=Al(z—z),.: Y-yn=Baoa) 
an. Der Paralleliömus der zu fuchenden und der gegebenen Geraden 
fordert überdieß, daß Ama, B=b fey; wir haben alfo 
x — x, =alz—z,), y — = b(z — 2) 

in welchen Gleichungen die Auflöfung der vorgelegten Aufgabe beſteht. 

Dritte Aufgabe. Es werden die Gleichungen einer Geraden 
gefordert, welche durch den Punct x,, yı, 2, gebt, und die Gerade 
x=a2 ha, y=bz-L-Bß ſenkrecht durdfchneidet ; ferner die Coor⸗ 
dinaten des Durchſchnittspunctes und die Länge der Senfrechten vis 
fchen demfelben und dem Puncte x,, Yı, 2. 

Auflöfung. Die zu fuchenden Gleichungen laſſen fih, wie 
aus der vorhergehenden Aufgabe zu erfehen ift, unter der Form 

x — x, =Al(lz—z), y — y =Bie—z,) 

vorſtellen, ſo daß es nur noch auf die Beſtimmung von A und B an: 
fommt. 

Da ſich beide Geraden durchſchneiden follen, fo muß (vorherge: 
hende Vorlefung (6)) die Bedingungsgleichung 


.,— Az, —a A— 

— 57 
oder 
A(y—bz,—Pß)—B(z, — a1, —a) +-b(z, — ı)— al —P)=o, 
und weil der Winfel derfelben ein rechter feyn fol, ſo muß (ebenda. 
ſelbſt (8)) die Sleihung 


Aa+tBbtımmo . 
beftehen, woraus fi) die Werthe von A und B finden laſen. Es dürfte 
jeboch einfacher ſeyn, in die letzteren zwei Gleichungen flatt-A und B 
die Ausdrücke 


x — % und y I 
. 2 — B1 — 2, 
einzuführen, obgleich dadurch in die verlangten Gleichungen alle drei 
Größen x, y, 2 zugleich verwebt werden. Man erhält nämlich die 
Sleihungen | 


ax—s) Fby—y)tz—zı=o, 
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O. — ba. — 8) (— ) — (n —az, —a)(y—yı) 

+ [b (x; — 4) — a(y —B)] (z—2,) = 0, 
welche dem erften Theile unferer Aufgabe entfprechen. Wir werden die _ 
Bedeutung Diefer Gleichungen in den nächftfolgenden Aufgaben fennen 
lernen. 

Um die Coordinaten des Durchfchnittpunctes der durch fie vors 
geitellten Geraden mit jener, der die Gleichungen 
x=az ra, y=bz-+ß 
gehören, zu beflimmen, verbinden wir diefe letzteren mit einer der ers 
Beren Gleichungen, am zwedimäßigften mit der einfacheren. Wir finden ' 
als, — ca) +b(y,—2) + rn 
a -b2 + ı 
wodurch fich auch die dem erwähnten Durdhfchnittöpuncte gehörenden 
Berthe von x und y nach einer leichten Rechnung ergeben. Beſtimmt 
Han die Werthe der Unterfchiede —x,, Y—Yı, z—z, , fo erhält 
man 


4 


un man -a+thn-bn—d 
Hmm Zt 

I—yı = biz—z) — („—bz,—R) 
__alb(,—a) — a. 9) In —bun—P 
7 vr 

x — x, = a(z—z,) — (X. —az, —a) 
_ _bba-d)--an-M tn —an—a 
— a? h2 41 


Die Länge der vom Puncte x,, yı, 2, auf die Gerade x=az ta, 
=bz-4-ß geführten Senkrechten, fie heiße S, wird durch 
Vi@—x,) + 4—-y) + @—2)° 
aubgedrückt; es ift alfo, wenn man ber Kürze wegen 
X —82, —amP, Y—ba—Pp=0, b(x, —a)—a(y, —ß)—=R 
ſezt: 
gg Y(aP+bQ)? + (ad — O7? + (bR+PY 


a2 - b? + ı 
2 ar) P2 + (b2+1) Q2-+(a2+b?)R? -2abPQ + abP’R — or 
2 -b?-+ ı 


Diefer Ausdrud läßt fih, wenn man bedenft, daß 
== b P — a 2 u 
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folglih (R— bP a0) = o 
ober Rt} b?P? + @Q? = aabPQ + abPR — 2s0R 


ift, auf die Form 
vervrt ® 
a? b? 1 
bringen; demnach haben ir u r 
s8 — naar ——— 
a2 -b?-+ı 
Vierte Aufgabe, Man fol die Gleichungen einer durch den 
Punct Kr Yır z, gebenden und die Gerade z=az ta, ymabz-+B 
fentrecht fhneidenden Ebene finden. 
| Auflöfung Es fy Ax-By--Cs-#D=o die vers 
langte Gleichung, fo muß, weil die durch diefelbe vorgeftellte Ebene 
den Punct x,, Yı, z, in ſich enthalten foll, insbefondere 
- Axy+By+Cz, +D=o 
feyn, woraus durch Subtraction der letzteren Gleichung von der erfleren 
Ak—2)+BO—y)tCe—n)=o 
folgt. Dieß ift die allgemeine Form der Gleihung einer Ebene, wels 
cher ein beitimmter Punct x,, Yır 2, zugehört, Damit diefe Ebene 
auf der gegebenen Geraden ſenkrecht ſtehe, muß den Bedingungen 





Genüge geleiftet werden; demnach iſt 


a(x— .) Hby— y)tze— 2.20 
die zu fuchende Gleichung, Diefelbe flimmt mit der erften der in der 
Auflöfung der vorigen Aufgabe gefundenen Gleichungen überein. Sn 
der Ihat liegt die aus einem gegebenen Puncte auf eine gegebene 
Gerade gefällte Senfrechte in der Ebene, welche duch jenen, Punck 
geht, und die genannte Gerade fenfrecht trifft. 

Sünfte Aufgabe. Es wird die Gleichung einer durch den 
Punct x,, Yı, 2, und duch. die Spradex= az a, y=bzs-+-B 
gelegten Ebene verlangt. 
| Auflöfung. Die zu fuchende Gleichung bat, weil die ihe zu⸗ 
" gehörende Ebene durch den Punct x,, Yı, zı gehen fol, die Korm 

Ak—x)+Bhy—y)+Ce—z)=o. 

Damit die gegebene Gerade in diefer Ebene liege, müſſen die 

Gleichungen 
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Aat-Bb+C=o 
Ac BB — Ax. — By — Cr. 0 
(vorhergehende Vorleſ. (13)) Statt finden, mittelſt deren ſich die Auos 


tienten ar 2 welche bier eigentlich die unbefannten Größen find, bes 


fimmen lajfen. Man findet 
A (y—bz, —P)C 
bi, —a) — al —PB)' 
(1, —ar, —a)C 


Bb=— BT, — oe) — aly, —B)° 

Seht man nun die willfürlihe Größe C=b (x, —a) —a (y—B), 
fo ergibt fich die Gleichung 
Ou. — ba2. — 6) (x —z) — (zu — az, —a)(y— Yı) 

+ba—-)—- an. —-B]le—z)=o 

Dieß iſt die zweite der in der Auflöfung der dritten Aufgabe er: 
haltenen Gleichungen. Die aus einem Puncte auf eine Gerade ge 
füllte Senfrechte befindet fich nämlich in der Ebene, welche den Punct 
und die Gerade in fich begreift. 

Sechsſste Aufgabe. Man foll die Öleichungen der. Fürzeften 
Seraden finden, welche aus einem gegebenen Puncte x,, yı, 2, zu ei« 
ner gegebenen Seraden x—=az +a, y=bz-+-ß gezogen werden Fann. 

Auflöfung. Es feyen *b 

x — x. A(e —2) — 2 B(e—z,) 
die Sleihungen jener Geraden, fo haben wir, wenn wir unterx,y,s 
die Eoordinaten ihres Durchfchnittöpunctes mit der gegebenen Geraden 
verfiehen, für ihre Länge L den Ausdrud 
V@—x) + 4 + (@—2); 
woraus, wenn man denfelben quadrirt nnd in Bezug auf die Varia⸗ 
blenx, y, 2 differenzirt, 

LaL = (x—x,)dx + (y—yı)dy + (@—z,)dz 
folgt. In unferem Sale maß der in der fünf und vierzigften Vorles 
fung über die Analyſis vorgetragenen Regel gemäß dL==o feyn, da: 
ber haben wir 
«—x)dx - y—y)dyt+ (@—2)dz=o. 

Die Sleihungen x=az ta, y=bz+Bß geben und 

dx em adz, dy —= bdz; 
nehmen wir zugleich auf die für die zu fuchenden Gleichungen angenom⸗ 
men Formen Ruͤckſicht, fo erhalten wir 


«A; 








\ 


Ad 


Aa--Bb-+- ı=0o; 
aus welcher Gleichung erhellet, Daß die aus einem beftimmten Puncte 
zu einer gegebenen Geraden gezogene kürzeſte gerade Linie auf der er- 
fteren fenfrecht ſteht, wodurch die gegenwärtige Aufgabe in das Gebiet 
bes dritten der oben aufgelöjten Probleme verfegt wırd. 


Siebente Aufgabe. Man foll die Gleichungen der fürzeften 
Geraden finden, welche zwei gegebene Geraden 
s=uz a, J=bz+Bß 
und x 3,25 + a, abz+Bß 
mit einander verbindet. 
Auflöfung. VBezeichnen wir durch x,, Yır Zı irgend einen 
Punct der erften, und durch x., Ya, 2, irgend einen Punct der weis 
ten, fo ift die Länge ihrer Verbindungslinie 


L = VE. —s) + (n—y) + (4 —2)% 


folglich 
LadL =) 

= (2,2) (ds, —dx,) + (y—Y.) (dyı—dy + (2, —2.)(dz,—d2,). 

Wir haben x. 5.3, +9, =b.2 + Br 

x, = 8, 2, + aı. Jı — b, z, + Brr 

daher find x,, y, Bunctionen von z,, und x,, y, Sunctionen von 2,5 
z, und z, aber, wie es die Natur der Sache mit fich bringt, von ein= 
ander gänzlidy unabhängig. Segen wir nun dL = o, fo haben wir 
folgende zwei Gleihungen 

Kor)dı, + (n—s)aı + (z3—2)dz, = 0, 

G. - x)dx. + (Yı—Yı)dyı + (,—2)dı = 09, 
welde wegen dx, = a,dz,, dy, = b.dz, 
dx, = a,dz,, dy, = b.dz, 
ſich auf | | 


u. (x. x) rbb —y) tz — 2 =0o 
a, (x, —x,) + b,(yı — y.) +2, — 2 *0 
reduciren laſſen, und mit den obigen Ausdrücken für x,, Yır Xx Ya 
verbunden dazu dienen, die Werthe diefer Coordingten, wie auch die 
von z, und z,, bloß durch befannte Größen darzuftellen. Nun kennt 


man die Coordinaten zweier Puncte der zu fuchenden Geraden, folglich 


aud nad) der erften Aufgabe die Gleichungen derfelben. Wie man 
leicht fieht, kann auch die vorhergehende Aufgabe auf diefe Art behan« 
delt werden. 

Es ſeyen = Az + H, y=Bz+K 
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die Gleichungen der in der vorliegenden Aufgabe geforderten geraden 
inte , fo haben wir, weil diefelbe die Puncte x, , Yır Zus x Yar 2 
in ſich enthält, 
,=Az, +H, „=Bz,-+ K, 
„=Az,+H, pn=Bz RK, 
folglich nz = Ad, —z), „v—ı=Bles—2), 
und deßhalb finden die Gleichungen 

As, +-—Bb, ı=o | Ay, + Bb, Fı=o 
Statt, welche zeigen, daß die fürzefte Verbindungslinie zweier Gera⸗ 
ben auf beiden zugleich fenfrecht fteht. 

Achte Aufgabe. Es werden die Gleichungen der fürzeften 
Geraden verlangt, welche von dem Puncte x,, Yı, 2, zur Ebene 
Ax+-By+Cz-+-D=o geht. 

Auflöfung. &6 fey L die Länge der Geraden, durch welche der 
gegebene Punct x,, y,, z, mit dem Puncte x, y,. 2 ber Ebene vers 
bunden wird, fo ift wieder 

= Va)? + VI + az. N 

Aber ir find x und y von einander unabhängig, wenn man z 
ald eine durch die Gleichung der Ebene beftimmte Function diefer Orö- 
Ben betrachtet; daher erhalten wir, wenn wir L? ſowohl in Bezug auf 
x als auch in Bezug auf y partiell differenziren: 


ds 
) 
m -3,. 


Setzen wir =o und * == 0, und bedenken wir, daß ver⸗ 


L-=ı— u. +(6-: 


dx 
möge der Gleichung der Ebene 
ds _ A dz B 
dı cc dı TE 


üt, fo finden wir mit Nüdficht auf die für die Gerade angenommenen 
Gleichungen — x, =a(2—z,), y-y,=b(z—z,) 

aa b= 5. 
woraus zu erſehen iſt, daß die verlangte Gerade auf die Ebene perpen⸗ 
dikulaͤr faͤllt. Ihre Gleichungen ſind 


A B 
x — x 6-9, — 236—-20 


— — — 


- 
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Sechste Vorlefung, 
Über die geometrifhe Bedeutung, einer Gleichung 
des zweiten Grades zwifchen zwei veränderliden 
Größen. 


Liegen alle Punete einer Linie in einer und derfelben Ebene, 
und läßt man eine der coordinirten Ebenen, 3. B. die der xy mit er» 
fterer zufammenfallen, fo reducirt fich eine der beiden Gleichungen der 
Linit auf z==o, und in der andern kommen deßhalb bloß die Coordi⸗ 
naten x und y vor. Erfireden ſich nun alle Operationen, welche man 
mit der Linie vornimmt, auf feinen außerhalb der Ebene xy befindlis 
chen Punct, fo genügt ed, die zwifchen x und y ‚beftehende Gleichung 
allein zu beachten. Eben fo hat man es im Pelarcoordinatenfyfteme, 
wenn man die Bafıs deilelben in die Ebene der Linie legt, bloß mit 
einer Gleichung ziwifchen dem Radiuävector und feiner Abweidhung vor 
der Polarare zn thun. In diefem Sinne fann alfo eine fogenannte 
ebene Linie auch mittelft eines Syſtems zweier Coordinaten analy⸗ 
tiſch dargeſtellt werden. 

Da man im rechtwinkeligen Coordinatenſyſtem auf der Ebene die 


Poſition eines Punctes ſogleich auffindet, wenn man laͤngſt einer der 


Aren, vom Anfangspunete derſelben ausgehend, die ihr parallele Coor« 
dinate abfchneidet, und in dem Endpuncte des biedurch erhaltenen 
Stüdes auf diefes eine der anderen Coordinate gleiche Gerade fenfrecht 
aufitellt, fo nennt man die erftere Coordinate gewöhnlich die Ab 
feiffe, ‚und die legtere die Ordinate des zu beflimmenden Punc» 
ted. Die Abfeiffe wird faft immer durch x, und die Ordinate durch y 
vorgeftellt. Die Are der x Heißt fodann die Abfeiffenare, und die 
Are der y die Ordinatenare. 

Wie aus den vorhergehenden Vorlefungen erbellet, gehört jede 
Gleichung des erften Grades zwifchen zwei rechtwinfligen Coordinaten 
x und y, d. 5. jede Sleihung von der Form Ay -Bx--C=o, 


. in fo fern fie bloß auf die Ebene xy bezogen wird, einer geraden Linie. 


Es bietet fi) uns nun die Frage dar, welche geometrifche Bedeutung 
eine Gleichung des zweiten Grades, deren allgemeine Form 

() Ar+Bxyt+ CC +>Dy+-Ex+-F=o 

it, in der fo eben ausgefprochenen Beziehung zulaffe. 


— —— — — — 
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Uns diefelbe kennen zu lernen, ift es nöthig, die gegebene Glei⸗ 
hung auf eine einfachere Geſtalt zu bringen... Dieß kann durch Traugs⸗ 
formation der Coordinaten auf zweifache Art bewerfftelliget werden. 
I, Dan verfege den Anfangspunct der Coordinaten in den Punet 
E, v, und lajje die neuen Aren den vorigen parallel feyn, fo hat man, 
wenn die Eoordinaten ded Puncted x, y im neuen Spfteme durch x’ 
und y’ bezeichnet werden: 


s=rHtE y[ry+YV. 
folglich, durch Subflitution diefer Ausdrüde in die Bleichung (1) 
() Ay* —- Bey 4 Cxr 
+ (@Av+BE+Dy + Botsctg+ Ex 
+ Av -BZEvy - C# --Dv+- EE+-+F=6, 
Kann man die Werthe der bis jest noch unbeftimmten Größen 


£, v fo wählen, daß bie Cpefficienten von y‘ und x’ in.(2) verfhwin« 


den, fo nimmt diefe Sleichung offenbar eine einfachere Form an, ale 
(1); vorausgefegt, daß in fegterer Gleichung nicht etwa D und E gleich 
Null find. Wir erfahren diefe Werthe durch die Auflöfung der Glei⸗ 
dungen 


(3) sAv+- BE Do, 

But+23CEthE=o 

aus welchen fich u j 
. a3AE — BD _ıcp—BE 
(4) sen -gic 


ergibt. Damit dieſe Werthe brauchbar feyen, d. h. weder unendlich 
werden, noch unbeftimmt bleiben, muß B? — 4AC von o verfchieden 
ausfallen, 

Es fey alfo B — 4AC nicht gleich, Null, fo verwandelt fid die 
Gleichung (2) mit Hülfe der Werthe (4) in 
(5) Ay: + Bey’ - Cı? - H=o, 
wobei | Ä 

H=Au+tBfvtCc® LDvohEE+F 

it. Um H durch bie Coefficienten A, B, C, zc. darzuftellen, addire 


man Die Gleichungen (3), nachdem man die erfte derfelben mit v,und . 


die zweite mit & multiplicirt hat. Man findet 
s(Au -BEvy+C&) -Dv—EE=o, 
folglih Av? — BEv- C#? = — 2(Dvo+E)), 
ud hiedurch He F + :(Duo+EE), 
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welcher Ausdruck uns mittelſt der obigen Werthe von E und v 


L_ AE2 + CD: — BDE 
9. HSF4 oa 


gibt. 

II. Man laſſe für die Gleichung (1) den Anſangspunet der Coor⸗ 
dinaten ungeändert, und wähle in der Ebene der Coordinaten x und y 
ein anderes rechtwinfliged Syſtem, deſſen Abſciſſenaxe mit jener des 
vorigen Spftems den Winfel p bildet, fo hat man, wenn man die 
neuen Coordinaten durch x’ und y’ andeutet: 

x 1 cos. — sind, y— x sin. Y + y“ c0s.%; 
und dadurch verwandelt fi) die Gleichung (1) in 
(7) (Acos.$* — Bsin.% cos.$ 4 C sin. 4?) y/t 

+ [2 (A—C) sin. 9 cos.$ + B (cos. $% — sin. p] x’ y// 

+ (Asin.$2 4 Bsin.%cos.$ + C cos. pr) x’? 

*+ (D00s.%—E sin.) y“ 4 (Dsin.$+ Ecos.4)x”-F=0. 

Man fuche nun den Winfel p fo anzunehmen, daß das Glied, in 
welchem x’. y’ı ald Yactor erfcheint, aus der Gleichung 0 hinwegfällt. 
In dieſer Abſicht ſetze man 

2(A—C) sin. p cos.$% B (cos. p* — sin. 2) = 
d. h. (A—C) un.a$ 4 B cos. 2p = 0, 

fo bat man (A—C)tg.ay + B 0, 
und Bieraus 
)) ehe en, 

A-C6C € -X 
Die Tangente eines Winkels iſt aller poſitiven und negativen Wer⸗ 
the von o angefangen bis in das Unendliche faͤhig, daher tape fih + 
jederzeit der obigen Forderung gemäß beftimmen. 

Aus dem bier erhaltenen Werthe von tg. 2% folgen zwei Bere 
für 1g.%, denn es ift im Allgemeinen 

steh _ 
1g.2 » — Tor 3 
alſo, wenn man aus dieſer Gleihung tg.% ſucht: 
tg.p — cot.2% Vco. + ı, 
und mit Rüdficht auf (8) 


ge a-etVa-ertM 
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Bezeichnen wir durch %, und %, die Fleinften Bogen, deren Tan⸗ 


genten 
A— C++ Y(A — C)? + B2  A— C— yYıA— Cj%2+ B2 
—— und m — — 


find, fo entſprechen dieſe Bogen ſpitzigen Winkeln, wovon der erſte 


poſitiv, und der zweite, wegen A—C<YV(A—C): -+ B?, negativ. 


il. Auch zeigt ſich 

ig. 4 - Ih = — 1 oder ig. Fr == — cot.p./ 
daher iR die Summe der numerifchen Werthe von p, und Y, gleich 
=; woraus erhellet, daß die zwei Qagen, welche die Are der x’, mit 
Beachtung obiger Forderung, anzunehmen vermag, auf einander fenf« 


echt ſtehen. Wird nun der Are der x’ eine diefer Lagen wirklich an⸗ 
gewieſen, fo fällt Die Are der y// in die andere. 


Bir wollen hier die Wurzelgröße V(A — C++ B?, für fic be⸗ 
trachtet, als eine poſitive Groͤße anſehen, und 


A-C- VazıyyR 


egen. 
'r Die durch diefen Werth von $ erzeugten Coefficienten von y!* 
und x’ in (7), welche der Kürze wegen M und N heißen mögen, laf- 
fen fi nun leicht dur A, B,. C ausdrüden. Es iſt nämlich 
M=(A — Big.4 + C1g.3°) cos. pu, 
= (Aig.y + Big. + 0) cu; 
A— Big.y + Cig.y = 


= (+ Va FB — —R 


ferner 


Ag +Bgghl= 


= (# NATSFR- a0] )VA-OFR 


u. ya- — — —D— 
V-- 
VA C)? + B? 
folglich 
(10) = 140 + IVAZUIFE, 
=!44+0-:Va-OF+®. 


= —— — — — 
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Segen wir noch 

G1) Deos.$ — Esun.y=P, 
Dsin.4.+ Ecos.9 = Q, 

fo erfcheint die Gleichung (7) unter der Form 

(12) Mya + Nez LP L Qi - Foo, 

welche einfacher iſt, ald die urfprünglich gegebene (1). 

Die bier gebrauchte Transformation der Gleichung (1): endet bei 
jeder Beſchaffenheit derfelben Statt, während die früher auseinander- 
oefegte I nur in fo fern anwendbar ift, ald BB—AAC ſich nicht auf. 
die Nulle reducirt. Indeſſen hat die Vorausfegung B— 4A C=o 
auch auf die Form der transformirten Sleihung (12) einen wefentli« 
hen Einfluß. Es wird nämlich in diefem Sale BB = 4AC, folglich 


Va—c? FB.= ViA—-cH} F4aC=A+C, 
und daher N==o; d. h. wenn BB — 4AC= o if, fo fehlt in der 
Gleichung (12) die zweite Potenz der Abfeiffe x”. 

Wir wollen nun die Folgerungen audeinanderfegen, welche uns 
die Form der Sleichungen (5) und (12) darbietet. 


Nehmen wir an, die Gleichung (1) fey fo befchaffen, dab aus 
ihr die Gleihung (5) abgeleitet werten fann, und M (ig. 6) fey ein 
Punet, deflen Eoordinaten O’P=x’ und MP=y’ der letzteren Glei⸗ 
hung Genüge leiften. Da in der erwähnten Gleichung bloß die Qua⸗ 
drate von x’ und y/ und dab Product x’y’, nicht aber die erften Pos 
tenzen x’ und y’/ erfcheinen, fo wird diefelbe wicht verlegt, wenn man 
— x’ an die Stelle von x’,. und zugleich —y’ an die Stelle von y’ tre⸗ 
ten läßt. Nimmt man alfo in der Are der x, O/P/=O/P, und 
fenfrecht darauf PW=PM, fo zwar, daß OP’ und O’P auf ent⸗ 
gegengefegte Seiten der Are O’y’, und PM’, PM auf entgegenges» 
fegte Seiten der Are O’x‘ fallen, fo ift M’ gleichfalld ein der Gleis 
hung (5) unterworfener Punct. Da nun, wie leicht gezeigt werden 
fann, die Puncte M, M’ mit dem Anfangepuncte der Eoordinaten O⸗ 
in einer und derfelben geraden Linie liegen, und gleich weit von diefem 
Aufangspuncte abftehen, fo fieht man, daß zu jedem der Gleichung (1) 
unterliegenden Puncte M ein zweiter, diefer Gleichung ebenfalls ent⸗ 
fprechender M’ gefunden wird, wenn man von dem erfleren Puncte zu 
dem Puncte O/, deſſen Coordinaten in dem der Gleichung (1) zum 
Grunde liegenden Syſteme 
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sAE— RD sCD - BE 
Hera 7 und HO vn X 


find, eine Gerade zieht, und dieſelbe um ein der MO gleiches Stück 
serlängert. 

Die Gerade M O’M’ wie immer verlängert, enthält außer M’und 
M feinen Punct, deſſen Coordinaten der Gleichung (1) Genüge lei⸗ 
fin. Denn transformirt man dad gegenwärtig vorhandene Coordina⸗ 
tenſyſtem dergeftalt, daß die neue Are der Ordinaten mit M O/M’ pa- 
rallel lauft, fo wird dadurch der Grad der Gleichung nicht verändert. 
Es gehören alfo zu jeder Abfeiffe, folglich auch zu der, welche die Ge: 
sade MO/M’ von der Abfciffenare abfcheider, nicht mehr ald zwei Or⸗ 


dinaten, und deßhalb befinden fich in der MOM’ nicht mehr als zwei 


Puncte, deren Eoordinaten der trandformirten, oder was daffelbe iſt, 
der urfprünglichen Gleichung (1) entfprechen. 

Wie nun auch immer das uns bis jebt noch unbefannte, durch 
de Sleihung (1) vorgeftellte, Syſtem von Puncten befchaffen ſeyn 
mag, fo befißt der Punct O’ die Eigenfchaft, jede durch ihn gehende 
Rerindungslinie zweier Puncte, oder wie man ſich auch auszudrüden 
pflegt, jede Durch ihn gehende Sehne diefes Syſtems zu balbiren, 
amd heißt deßwegen ein Mittelpunet oder Centrum deifelben. 
Die obige Entwicelung zeigt, daß, fobald in der Gleichung (1) B—4AC 
sicht verfchwindet, immer ein folcher Punet, aber nur ein einziger, ges 
fanden werden kann; denn die in I dargeftellte Transſormation der 
Eoordinaten, welche den Anfangspunct der Coordinaten in diefen Punct 
verlegt, ift ir dieſem Falle nur auf eine einzige Art ausführbar. Ver⸗ 
ſchwindet aber B? — 4AC, fo werden E und v entweder unendlich, in 
welchem Kalle der Inbegriff aller der Gleihung (1) unterworfenen 
Puncte gar Feinen Mittelpunct befigt, oder fie nehmen die Form = 
an, d. h. es finden unzählige Mittelpuncte Statt. 

In Bezug auf die Transformation IL bemerfen wir Bolgendes. 
ko feyen y, und y, die der Sleichung (1) gemäß zu einem beftimmten 
gehörenden Werthe von y, 5.8. (Big. 7) für x=OP fy y,=M,;,P, 
„=M,P, wobei wir und y, und y, als reelle Größen denfen, fo ift 


Y—=y=M,M, eine Sehne des diefer Gleichung entfprechenden Sy⸗ 


Nemö von Puncten, und y.+ —— ==M,P+NM,, d. h. url =NP 
die der Abfeiffe x== OP correfpondirende Ordinate des Halbirungdpuncs 
WON diefer Sehne M,M,. Nun gibt und, wie die Theorie der Gleis 


A__ 
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chungen lehrt, der mie verändertem Zeichen genommene Coefficient von 
y, in der bloß nad) y geordneten Sleihung (1), das Product der 
Eumme y,+y. mit dem Eoefficienten von y?; wir haben daher 

Y.ıt ya _ ___Bxs+D, 


¶ 
2 aA ° 





und wenn wir 2 I: * == Y feßen: 


Y— 





Diefe Gleichung zeigt, daß die Halbirungspuncte aller der Are 
der y parallelen Sehnen, welche das durch die Gleichung (1) ange 
zeigte Syſtem von Puncten zuläßt, in einer geraden Linie, 5. ®.LN 


liegen, deren Neigungswinfel gegen die Are der x die Größe — * 


zur Tangente hat. Man nennt eine Gerade, welche eine Folge paral⸗ 
leler Sehnen eines Syſtems von Puncten halbirt, den dieſen Sehnen 
zugehoͤrigen Durchmeſſer. Der Winfel, unter weihem der Durchs 


meffer LN feine Sehnen trifft, hat die Größe — dur Cotangente. 


Wenden wir da8 bier Sefagte auf die Seihung (12) an, fo er⸗ 
Fennen wir aus dem Mangel des Bliedes, worin das Product xy’! er 
ſcheint, daß die derfelben zum Grunde liegende Are O x‘ dem Durch- 
meſſer, welcher die auf ihr fenfrecht ftehenden Sehnen halbirt, in dem 
Abftande _ parallel lauft, folglich dieſer Durchmeffer feine Seh: 
nen untereinem rechten Winfel fchneidet. Ein folcher Durchmeffer heißt 
vorzugsweife ein Hauptdurhmeffer. Verwechſeln wir die Are 
der x mit jener der y““, und wiederholen wir diefelben Schlüife , fo 
fehen wir, daß, fobald B?—HAC, folglich auch N von o verfdieden 
ausfällt, außer dem fo eben nachgewiefenen Hauptdurdymeffer noch ein 
zweiter, auf jenem fenfrecht ſtehender, vorhanden ift, deſſen Entfer⸗ 


nung von der Are der y durch — 2 angegeben wird. Beide Haupt⸗ 
durchmeiler begegnen ſich ofnbar in einem Puncte, für welchen 
m — 2 und = — aM iſt. Diefer Punct ift der Mit⸗ 


telpunct felbit, wovon man — leicht uͤberzeugt, wenn man die 
Coordinaten deſſelben in Bezug auf die Gleichung (12) nach den For⸗ 
meln (4) aufſucht. 





wu 
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- 


Siebente VBorlefung. 


Über die geometrifche Bedeutung einer Gleihung 
des zweiten Grades zwifdhen zwei veränderlichen 
Größen, 


(F$ortfeßung.) ' 


U. die geometrifche Bedeutung der Gleihung (1), nämlich 
Ay? 4 Bxy 4 Cx- Dy Ex + F=o 
näher unterfuchen zu können, muͤſſen wir die zwei Faͤlle, wenn B? —4AC 
von der Nulle verfchieden, und wenn diefe Größe gleich Null ift, von 
einander abfondern. 

Es fey alfo erſtlich B?—4AC, nicht =o. 

Wenden, wir die beiden in der vorhergehenden Vorlefung vorge: 
tragenen Transformationen auf die Öleihung (1) nad) einander an, fo 
fommen wir, welche Ordnung wir aud) immer bei dieſem Geſchaͤfte be⸗ 
obachten wollen, auf die Gleichung 
(13) My#@ Ne £L Ho, 

wobi M — 3(A-+C) +3 =V(A— Ci + Bi, 

N= D — ;Vla—C + Bi, 
AE? 4 CD: — BDE ‘ 
H=F-+ — ——— 
und wenn £, v die Coordinaten des Anfangspunctes des neuen ©»: 
ſtems in Bezug auf das urfprüngliche Coordinatenfyflem bezeichnen, 
und $ den Winkel vorftiellt, welchen die neue Are.der x“ mit der Are 
der x bildet, 


— ?AE—BD „__20D— BE 
5*5 — — 
— 
und 1 = AV -IHH 


Man kann immer vorausſetzen, ge in der Gleichung (1) der 
Eoefficient A feinen negativen Werth befipt; denn fände das Gegen- . 
theil Statt, fo dürfte man nur die Zeichen aller Glieder in diefer Glei⸗ 
chung verändern, Unter diefer Annahme ift M offenbar ſtets eine po- 
fitive Größe, hingegen N pofitiv oder negativ, je nachdem B? — 4AC 
das Borzeihen — oder 4 erhält. 

Ertingspaufen's math. Vorleſungen. I, 4 
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Laffen wir nun Br —4AC negativ oder N yofitiv feyn, fo haben 
wir wieder auf die Befchaffenheit der Größe H zu fehen. 

Iſt H pofitiv, fo entfprechen der Gleichung (13) Feine,reellen 
Werthe von x’ und y’, denn:ed find dann My‘? und Nx’2 pofitive 
Größen, welche zu dem pofitiven H addirt unmöglid Null zur Summe 
geben können. Die Gleichung (13), und daher aud) die Gleichung (1) 
läßt alfo in diefem Falle gar Feine geometrifche Bedeutung zu. 

Sit H=o, fo haben wir 
My 4 Nr’ = 0; 
eine Gleichung, welcher außer x o, yo feine anderen reellen 
MWerthe von x’ und y“ Genüge leiften. Die Gleichung (13) gehört 
daher in diefem Falle einem einzigen Puncte, nämlich dem Anfangs: 
puncte der Eoordinaten felbit, und dem zu Bolge entfpricht der Gleis 
hung (1) bloß der Punct, für welchen x und y die Werther 


3AE— BD ind ‚CD _BE s 
B—_zic un ac doben. 


Iſt endlich EI negativ, fo findet. , wenn we I — K feßen, 


die Gleichung 
My’ + Nun K 


Statt. Aus diefer folgt “ 
y — V K-— Nx%#: 
M 7 
aus welchem Ausdrucke. erhellet, daß y« imagindr wird, fobald der 
numerifche Werth von x’ die Größe v3 überfteigt; hingegen für jes 


des ſowohl pofitive ald negative x’/, von o angefangen bis Ver ih 


zwei 'numerifch betrachtet gleiche reelle Werthe von y“, ein pofitiver 
und ein negativer, vorfinden. Für x”= 0 fallen diefe Werthe am größe 


ten aus, und haben die Bedeutung V= ; fie nehmen ab, wenn x’ 


waͤchſt, und verſchwinden für Xu + V= vollig. Es ſtellt daher 


in diefem Falle die vorgelegte Gleichung eine ganz in einen endlichen 
Raume enthaltene, folglich in fich felbft zurückkehrende krumme Linie 
oder Curve vor, welche den Anfangspunct der Coordinaten x’, y’ zum 
Mittelpuncte, und die Aren der x’ und y« zu Hauptdurchmeffern bat, 
und von legteren in congruirende Theile getheilt wird. Diefe Curve 
führt den Namen Ellipfe. Die von ihr begrenzten Theile ihrer 
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Sauptdurchmeffer heißen ihre Hauptaxren. Bezeichnet man die Hälf- 
. . RR K 

ten dieſer Hauptaren, nämlich Vx und Vy durcha und b, und 


führt man die leßteren Groͤßen in obige Gleichung ein, ſo verwandelt 
ſich dieſelbe in 


x⸗⸗2 1773 
a? b2 


oder b?x’/? — a? y2. == arbt. 

Benn M und N einander nicht gleich find, fo iſt ſtet M>N, 
und daher auch a > b. allen aber M und N gleidy aus, was nur 
dann feyn kann, wenn YV(A—-C)? +8? verfäwindet, alfo Bo 
ud A=C ift, fo wird auh as=b, und die Gleichung der Ellipſe 
geht in 

gr + y’t u at 
über. Aber Yxır?  ysr2 iſt Die Verbindungslinie.des Anfangspunc- 
teö der Coordinaten x’, y’/ mit irgend einem Punete der Curve ; da⸗ 
ber gehört die letztere Oleichung ‚einem Kreiſe, deſſen Halbmeifer a 
iſt. Die Coordinaten ded Mittelpuncted diefed Kreifes, in Bezug auf 
dad der Bleichung (1) zum Grunde liegende Coordinatenfpftem, find 
D 


j=— Zr = 


A ‚ıA 
and fein Halbmeſſer a = V- wird durch 
VD: + Er —_ZÄF 
24 
ansgedrückt. | " 
Wenden wir und jeßt zur Betrachtung t des Falles, wenn in der 
Bleihung (1) B? — 4 AC poſitiv, rolglich in der daraus abgeleiteten 
Gleichung (13) N uegativ iſt. 
Der leichteren überſicht wegen ſey =—_U ‚, fo daß wir es mit 
der Gleichung 
(14) My — Uxt LH = 0 
in thun haben. 
Iſt hier Ho, fo geht diefe Bleihung in 
My’ _ Urtro 
über, welche letztere Gleichung fi) in die zwei einfacheren 
yı/M + xHVU = o ud yıyM — wuyU =o 
ierfällen Täßt, und defhalb zwei im Anfangspuncte der Eoordinaten 
3* 
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‚ 7 ſich fehneidende, gegen die Are der x’ unter gleichen Winkeln 


YXV 
geneigte gerade Linien vorſtellt, für welche + V= und — V F 
die Tangenten der Neigungswinkel ſind. 


SCH eine pofitive Größe, fo gibt und die obige Gleichung 


+ ve 


Diefer Ausdrud zeigt, daß allen zwifhen o und + V; ent« 
baltenen Abſciſſen. imaginäre Werthe von y“ entſprechen, und nur jene 
pofitiven oder negativen Abfeiffen, deren ‚numerifhe Werthe Vz 
übertreffen, reelle Ordinaten zulaflen.. Jede der letzteren Abſeiſſen be= 
figt zwei gleiche, mit entgegengefegten Zeichen verfehene Ordinaten, 
deren Werthe mit x zugleich in dad Unendliche zunehmen. Es ftellt 
daher die vorgelegte Gleichung (14) eine zu beiden Seiten der. Abfcif- 
fenare, fowohl nad) der Richtung der pofitiven als auch.nach der Rich» 
tung der negativen Abfeillen, im das Unendliche fich erſtreckende krumme 
Linie, die ſogenannte Hyperbel, vor, deren vier divergirende Äſte 
in Bezug auf die Axen der x’ und dar “ übereinftimmende Lagen be= 
figen. 

Für x’ —o gibt die Gleichung der Hyperbel y=trYyY — 9 
woraus erhellet, daß die Curve von der Are der y gar nicht getrof. 
fen wird. ' Um jedoch die zwifchen der Ellipfe und Hyperbel, ihrer Ab- 


ftammung aus der allgemeinen Gleichung (1) zu Folge, beftehende 
Analogie noch mehr zu befeftigen, wollen wir 


V5=: und V-Hzıya \ 


ſehen, wodurch die Gleichung der Hyperbel bie Form 


12 y’: 
a pm 


oder b?x2 — a?y/r — a?b? 

annimmt. Die Größe 2a ift der numerifche Werth des von ber Hy⸗ 
perbel begrenzten Stückes der Are der x, welches die Aueraxe der 
Hyperbel heißt ; die Größe ab hingegen pflegt die conjugirte Are 
diefer Curve genannt zu werden 

Iſt U U, was nur dann Ztatt finden Fann, wenn A-+-C 
verfchwindet oder A = — C ift, fo find die Werthe von a und b eins 
ander gleich, und die Hyperbel Heißt fodann eine gleichfeitige. 


EEE 
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Der Ball, wenn H einen negativen Werth, welchen wir burch 
—K vorftellen wollen, befigt, läßt fi) auf den vorigen zurücführen, 
und bietet alfo nichtö Neues dar. Denn verwechfelt man in der Glei—⸗ 
dung 


My — Uxwt? — R=o 
die Abfeiffenare mit jener der Ordinaten, fo geht diefelbe in 
Uyr — MeV? -R=o 
über, welche letztere Gleichung mit der oben betrachteten (14) der Form 
nad) einerlei ift, und daher ebenfalls einer Hyperbel gehört, deren Auer: 
are jedoch die Richtung der urfprünglichen Are der y’ hat. 
Um die geometrifche Bedeutung der Gleichung 
Ay? + Bxy+Cı?-Dy+—Exı+F=o 
unter der Vorausfegung B?— 4AC==o fennen zu lernen, bleibt uns 
nichtd anderes übrig, als die in der vorhergehenden Vorlefung gege— 
bene Transformation II. anzuwenden; denn die Transformation 1. kann, 
wie wir bereits fruͤher⸗ vemerkt haben, in diefem Falle nicht gebraucht 
werden. 
Da wegen B=4AC die Wurzelgröße V(A—C)? + B?==A+C 
wird, fo erhalten wir die trandformirte Gleichung 
(15) Myır 4 Py. + Qx’ + F=o, ı 
. C 
wobei MSAH+C, 3. = — VG 


DyA + EvC 
P=Deco.$ — Esind = — 


EvA — DvC if. 
VA+C 

Hier find nun zwei Fälle zu betrachten. Es iſt entweder Q=o 
oder O von Null verfchieden. - | 

Iſt Q=o, fo haben wir ed mit der Gleichung 
(16) * My: LP - Foo | 
ju tbun, in welcher x’ gar nicht vorfommt , die und demnad) für y“ 
bloß unveränderliche Werthe gibt, und deßwegen entweder gar feine 


Q = D sin.p + Eco.) = 


- geometrifche Bedeutung zuläßt, oder ſich bloß auf gerade, der Are 


der x. parallele Rinien bezieht, je nachdem diefe Werthe imaginär oder 
tee find. Um diefe untergeordneten Bälle zu unterfcheiden , fuchen 


[ ur} . 
+. 


54 
wir aus diefer Gleichung ben Werth von y’. Wir finden 
| P+ VP:_— ıMF 
7 — — —*. 
Iſt hier PP — 4MF negativ, fo fallen beide Werthe von y“ 


imaginär aus, und die vorgelegte Gleichung bat Feine geometrifche Be⸗ 
deutung. 


Iſt PP — 4F O, ſo wird y = — F Unſere Glei⸗ 


pP 
hung drückt fodann eine der Are der x’ in der Entfernung IM 
parallel Iaufende Gerade auß. 

Sit endlid P2 — 4ME eine pofitive Größe, fo gehört die obige 
Sleichung zweien zue Are der x’ parallelen Geraden, deren Entfer- 
nungen von diefer Are 

— P+VP — 4MF — P— vr? 4MF 
— _ — un — —— — 
2M 2M 
find. 


+ 


Will man P? — 4AMF auf Größen zurüdführen, welde un 
mittelbar durch die Gleichung (1) gegeben find, fo bedenfe man, daß 
wegen Q==o, EyA= —DVcC, folglich 











P — V D: + E?, Aı(— +E? E? 
und daher P? — 4ME = (— >) —4AF) iſt. 
Da —— + ° jedergeit einen pofitiven Werth befigt, fo hängt das 


Zeichen der Sröße P? — 4MF bloß von dem Zeichen des Ausdruckes 
D: — AF ab. 


Aus den Gleihungen BB —4AC=o oder B=3YAC, und 
Q=o oder EYA=DYVC folgt auch 

sAE = BD 

und 200 BE, 


daher geben die Formeln (4) der vorhergehenden Vorlefung in diefem 
oO o 
Falle i=- um =. 
Natürlich finden bier unzählige Mittelpuncte Statt, welche ſaͤmmt⸗ 


lich in einer geraden Linie liegen , die den beiden durch obige Gleichung 
ausgedrüdten in ber Hälfte ihres gegenfeitigen Abftandes parallel 


⸗ 
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lauft, ober, fallo dieſe zwei Geraden in eine zufammenfallen, mit letz⸗ 
terer identiſch ift. 
Es fey nun Qvon o verfchieden. Man fege in der Gleichung (15), 
aamlidy in My’ — Pyv 4 Qı -F=o 
dm -tE£, yı=zy! Lv, 
fo verwandelt fich diefelbe in 
My%-(@Mv+-P)y+Qx + Mu -Pu+-QEH-F=o, 
und bezieht fich in diefer Geſtalt auf ein rechtwinfeliges Coordinaten« 
foflem , deifen Aren jenen der x’ und y’’ parallel liegen, und deffen 
Anfangspunct im früheren Syſteme die Coordinaten E und v hat. 
Man fann v immer fo wählen, daß ' 
ıMv+t-P=5d, 
wird, und dabei & fo beftimmen, daß die Gleichung 
M” - Pu -Q0E+ F=o 
Etatt findet. Es bedarf hiezu nur der Annahme 
P2 — 4MF 
mg 
Hiedurdy erhält obige Gleichung die einfachere Geſtalt 
My” -Qx’==o, 


welche man, wenn man — x —= a fept, auch fo fchreiben kann: 


pP 
| und = 


y’ =z=ax. 


Diefe Sleihung gibt für jeden mit a dem Zeichen nach überein» 
fimmenden Werth von x’ zwei reelle, gleiche und entgegengefeßte 
Berthe für y/, welche bei dem unendlichen Zunehmen von x’ gleichfalls 
anendlich wachſen; fobald aber x’ der Größe a dem Zeichen nach entges 
gengefept ift, wird y’/ imaginär. Es gehört demnach die erwähnte 
Gleichung einer Eurve, welche fich mit zwei beiderfeitö der Abſciſſenaxe 
liegenden und von ihe fymmetrifch divergirenden Schenfeln nach der 
Befhaffenheit von a entweder bloß nach der Gegend der pofitiven oder 
bloß nach jener der negativen Abſciſſen in das Unendliche ausbreitet, 
und den Namen Parabel führt. Die beſtändige Größe a heißt ihr 
Parameter, und der der Abfciffe x —o gehörende Punct, in wels 
Gem die Are der x’ die Curve trifft, ihr Scheitel. 
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Die Are der x’ ift, wie man —— Hauptdurchmeſſer der Pa⸗ 
rabel, und wird die Hauptaxe derſelben genannt. 

Faffen wir alle durch die hier dargeftellte Analyfe gewonnenen 
Nefultate zufammen, fo fehen wir, daß eine Gleichung des zweiten 
Grades zwifchen zwei veränderlichen Größen, in geometrifcher Bezie⸗ 
bung entweder ı) gar nichts bedeutet, 

oder 2) einem Puncte, 
» 3) einer geraden Linie, 
4) zwei parallelen geraden Linien, ‚ 
5) zwei ſich durchfchneidenden geraden Linien, 
6) einer Ellipſe (einem reife), 
7) einer Hyperbel, 
8) einer Parabel 


zu uvy, 6% 


gehört. 
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j » 
Achte Vorleſung. 


Über einige Eigenfhaften der Linien der sweiten 
Ordnung. 


— — 


O. die Curven, welche wir in der vorhergehenden Vorleſung 
unter den Benennungen Ellipſe, Hyperbel und Parabel kennen gelernt 
haben, aus der allgemeinen Gleichung des zweiten Grades zwiſchen 
zwei Variablen gemeinſchaftlich entſpringen, fo beſitzen fie auch, der 
Verfchiedenheit ihrer Geftalten ungeachtet, analoge Eigenfchaften. Um 
die Verwandtſchaft diefer Curven, welche man ihres Urfprunges wegen 
bie Linien der zweiten Ordnung zu nennen pflegt, noch in ein 
helleres Licht zu feben, wollen wir ihre einfachften, auf ihre Haupt⸗ 
axen ſich beziehenden Sleichüngen in das Auge fallen. 

Für die Ellipfe und Hyperbel haben wir die Gleichungen 

2⁊ 2 
4 * = 1 


und — — 5 =ı 


erhalten. Aus denſelben erhellet, daß die eine Curve in die andere 


übergeht, wenn man b in byY— ı verwandelt. Es wird dieß daher 
auch mit allen übrigen auf diefe Eurven fich beziehenden Ausdrüde, 
worin a und b vorfommen, der Fall feyn, und deßhalb die Übertra- 
gung der Eigenfchaften der Ellipfe auf die Hnperbel, und umgekehrt, 
feiner Schwierigfeit unterliegen. 

Die Gleichung der Parabel, deren Hauptare und Scheitel die 
Are der Abfeilfen und den Anfangspunct der Eoordinaten vorftellen, ift 


e 


y — 52 x. 


Obſchon dieſe Gleichung von den beiden obigen weſentlich abzu⸗ 
weichen ſcheint, fo zeigt ſich doch ſogleich ihre Verbindung mit denfel: 
ben, wenn man dafelbft den Anfangspunct der Eoordinaten, ohne 
Änderung der Richtung der Abſciſſen- und Ordinatenare, in den Durdh- 
Ihnittspunct der Abfeilfenare mit der Curve verlegt, was für die El⸗ 
lipfe durch die Subflitution von a—x flatt x, und für die Hyperbel 
durch die Subftitution von a-t-x flatt x bewerfflelliget wird, weil in 
erſterer Curve jede Abfeiffe, vom Centrum aus gerechnet, Fleiner, und 
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in Teßterer Curve größer ift, ald a.- WM erhalten fomit für die Ellipſe 
die Gleichung 


y? sax — x? 
‘ . ü b2 a? 


und für die KHpperbel 


' 


„>? __ saı 422 
u _ |; 


| b? a? 
. 3b? . oo. » 
oder, wenn wir .>ua feßen, und beide Sleichungen in eine zu= 


fammenziehen: 


Laſſen wir nun für ein und daffelbe x den Werth für a unendlich 
zunehmen, a hingegen ungeändert bleiben, oder allgemeiner einer firen 
Grenze 8 ſich unendlich nähern, was demnad) auch eine unendliche 
Vergrößerung von b mit ſich bringt; fo nähert fi) der durch letztere 
Sleihung gegebene Werth von y? unendlich der Grenze Bx, d. h. dem 
Werthe, welchen die Gleichung der Parabel, deren Parameter B ift, dar» 
bietet. Man fann alfo eine mit dem Parameter B bejchriebene Para- 
bel als die Grenze betrachten, der ſich eine Ellipfe oder Hyperbel un⸗ 
endlich nähert, wenn die größere Are 2 a der erfleren, oder die Quer= 
are 2a der letzteren ſammt der sugehörigen Eleineren oder conjugirten 


Are ab dergeitalt wählt, daß lim, > = = 3 ift. Diefe Bemerkung dient 
dazu, Eigenfchaften, welche für die Ellipſe oder Hyperbel bewiefen 
worden find, der Parabel anzupaffen. Der Quotient = pflegt auch 


der Parameter der Ellipfe oder Hyperbel genannt zu werden. 
Nehmen wir nun an, die Gleichung 
(1) Ay: Bxy + Cc? +- DytExı+$F=o 
gehöre einer Ellipfe oder einer Hyperbel, d. h. in derfelbenfeyg B?— 4AC 
von o verſchieden, und denfen wir und, indem wir 
sAE — BD 
x + — ZAC 
CD — 
und? y-+ — * * flatt y 

fegen, den Anfangspunct der Coordinaten ohne Anderung der Rich- 
‚tung der Aren in das Centrum O der Curve (ig. 8, a und b) ver: 
legt, wodurch die Gleichung (1) in 


ftatt X 


(2) A -Bıy+ C++ H=o . 
übergeht, wenn wir nämlich die Größe F + nn durch 
H anzeigen, fo werden alle auf die Abfeiffenare Ox fentrechten Geb: 
nen, wie MN, mn, durch eine Gerade 106 halbirt, deren Glei— 
chung (ſechste Vorleſung) 

B 


it, und die, weil hier Y für xX 0 verſchwindet, offenbar durch das 
Centrem O gebt. Aus der Form der Gleichung (2) folgt, den in der 


angeführten Vorlefung gemachten Schlüffen gemäß, daß die den glei= 


den und entgegengefegt liegenden Abfeilfen OP und Op auf entgegen 
gefegten Seiten der Abfeiffenare zugehörigen Ordinaten MP und np 
eirander gleich find; da nun aud PQ= pg ift , fo haben wir 
gn=m= M®, 

woraus hervorgeht, daß die Sehne Mm dem Durchmefler OG parallel 
lauft, und von der Are der y in S halbirt wird. Es ift nicht ſchwer 
hieraus zu fchließen, daß überhaupt der Halbirungspunct jeder der OG 
parallelen Sehne der frummen Linie in der Oy liegt, alfo OG, Oy 
zwei Durchmeifer der Curve find, deren jeder die dem anderen paralles 
len Sehnen in gleiche Theile abtheilt. Man nennt folche Durchmeifer 
zufammengehörige oder conjugirte. Da endlid die Form 
der Gleichung (3) bei jeder Transformation der Koordinaten mit Bei⸗ 
behaltung des jegigen Anfangspunctes diefelbe bleibt, fo gehen alle 
Durchmeifer einer Ellipfe oder Hyperbel durch das Centrum, fo wie 


ed auch zu jeder durch Das Gentrum gezogenen Geraden eine Folge pa- 


ralleler Sehnen gibt, die durch dieſe Gerade halbirt werden. 
Bezeichnen wir die Hälften OG, OE zweier conjugirter Durchs 
meffer einer Ellipfe dur) m und n, fo haben wir, wenn die Gleichung 
der Curve fp eingerichtet iſt, daß die Are der x auf dem letzteren ſenk⸗ 
recht fteht, wie es bei den obigen Betrachtungen mit der Gleichung €2) 
wirklich der Ball war, für x=o, y=n, alfo 
H 


n? = — —, 


Um einen Ausdrud für m zu erhalten, feyen die Coordinaten des 


Punctes G gleih h und k, fo gibt und, weil G ein Punct der Curve 


it, die Gleichung (2) 
Abt £LBhk+ Ch + H=o, 


— 


— 
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und weil G in der Geraden OG liegt, die Gleichung (3) 


B 
ko x h; 
daher finden wir durch Verbindung der zwei Iehteren Gleichungen 
AH B?:H 
Fe Keim 
Es in aber mh? +-k?, folglich 
H (4A? + Bt) 
— BI Z4A0) 
Wir haben der vorhergehenden Vorlefung zu Folge für die Half: 
ten a und b der Hauptdürchmeifer der Elipfe die Ausdrücke 


H 1, 
2 um — 2 — — 


wobei U (A40 + 2 V(A— — + B: 
und N = :(A-+C) — 2 y(A—C)? + B: 
iſt. Mirtelft derfelben laßt fich zwifchen a, b, m, n eine einfache 


Relation angeben. Es iſt nämlich, diefen Nefultaten gemäß, ſowohl 
_EM+N _4HA+O 


h? — 


.yb- MN — M—-gAC 
als auch m n2 — —— alſo 


m: nt = a: + bi. 

Diefe Gleihung zeigt, daß die Summe der Quadrate zweier 
zufammengehöriger Durchmeifer einer Ellipfe eine unveränderliche 
Größe iſt. 

Der Winkel EOG= w, unter welden fi die conjugirten 
Durchmeſſer am und 2n begegnen, macht mit dem Winfel GOx, 
unter welchem der erftere gegen die Are der x geneigt it, einen rechten 


auß, und Hat daher — -z zur Eotangente, folglich — Vom — — 
zum Sinus. 


Es beſteht alſo die Gleichung 


— 4 H2 
ee 77: 
aber es iſt auch 


ab’ = —_ = — 


daber haben wir 
(5) mnsin.o «= ab, 
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d. 5. dad Rechteck aus zwei zufammengehörigen Durchmeſſern einer El⸗ 
lipfe iſt ebenfalld unveränderlich. 

Die Gleichungen (4) und (5) geben a und b, wenn man m, n 
und w kennt. j 





o A o \ 2 — 
Da sin.o 3 — —— iſt, fo erhalten wir 
V4A? + B2 
08,0 = ———) und hieraus 
" VyA?r B2 
In 2 == 251 = 4AB 
sin. == 25ın,@ 008,0 mir’ 
2 vr 2 Br — A? 
⸗ HB . 
folglich m? sın. 2 I en rn ji 
H (B? — 4A?) 
4H(C— A) 
m? .2 2 ——— 
alſo co.20 n BEITRAG 
m? sin. 20 B 


und in?c.s0 tm A—C' 
Nennen wir den Winfel, welchen die Hauptare a= AO mit der 
Are der x bildet, p, fo haben wir 


B__ t 
Act — T 8.2%. 


Aber der Winfel zwifhen OA und OE, d. i. der Winkel zwi- 
fhen a und n, er heiße O, macht mit % einen rechten aus, oder es ift 
= >—_ 9, folglih 24 = — 20, und daher — 18.24 —=1g.20; 
es befieht demnach die Gleichung | 

. m? sin.3@ 
0 ee rer 

Mittelft derfelben Täßt fi die Lage der Hauptaxe a gegen den 
Durchmeſſer n angeben, wenn m, n und der Winfel » befannt find. 

Für die Hyperbel gelten ähnliche Bormeln, nur ift in Bezug auf 
diefe Curve eine der Größen m, n imaginär, alfo ihr Quadrat negativ, 

In der Parabel find alle Durchmefler zur Hauptare parallel, 
denn die Vorausfegung B? — „JAC = o gibt für die Zangente der _ 
Neigung des zu den Ordinaten der Bleichung (1) gehörenden Durchs 


meilerd gegen die Are der x, nämlidh für — 7 den Ausdrud 





02 


— 2; und diefer ift, wie wir in der vorhergehenden Vorlefung 


gefehen haben, auch Die Zangentedes Winfeld, den die Hauptare der 
Eurve mit der Are der. x darftellt. 

Es werde num von irgend einem Puncte der größeren Hauptare 
3a einer Ellipfe, deſſen Abitand vom Mittelpuncte derfelben u heiße, zu 
dem Puncte x, y dieſer Curve eine Gerade r gezogen, fo haben wir, 
wenn wir die genannte Hauptare der Ellipfe für die Are der x, und 
das Centrum für den Anfangspunct der Coordinaten nehmen, die 
Gleichung 

12 2 
| atrp= 
worin b die Hälfte der anderen Hauptaxe anzeigt. Da nun 


r=vVak— u’ +y. 


ift, fo ergibt ſich, wenn wir y durch x ausdrüden: 
= Vwrh — zur + (1— 2) x?. 

Hier bietet fich die Brage dar, wie u angenommen werden mülle, 
damit die Gerade r durch die Abſeiſſe x in einem in Bezug auf diefelbe 
rationalen Ausdrude dargeftellt erfcheine. Offenbar wird die Größe 
unter dem Wurzelzeichen für jeden Werth von x ein vollftändiges Qua⸗ 
drat, wenn dad Product des von x freien Gliedes mit dem Coefficiene 
ten von x? dem vierten Theile ded Quadrates des Eoefficienten von x 
gleich kommt, oder wenn 


(u? + b?) ( — =) = u 
ift. Hieraus folgt 
(7) u= ya’ — bi, 
und biedurch wird 
r= yYw+b: + ya —H oder 


retır III. 


Die Combinationen der Zeichen + und — geben uns vier Wer: 
x Va? — b2 


— bh? FB 
— — dem numeri⸗ 
ſchen Werthe nach Feiner iſt, als a, und x eine pofitive Größe ſeyn ſoll, 


the von r; da aber in der Ellipfe offenbar 


fo finden n nur folgende zwei ehe deör Statt: 
x —— — 62 


(6) rn — —— und n=a+'oı — —, 


welche den zwei Werthe, von u, nämlich 
+ Ve —-b und — Va —b 

correfpondiren. Es gibt alfo in der Richtung der größeren Hauptare 
einer Ellipfe bloß zwei, dieſſeits und jenfeitd des Mittelpunctes liegende 
und von dDemfelben gleich weit abftehende Puncte, in Bezug auf welche 
alle an die Eurve gezogene gerade Linien ſich durch die Abfeiifen ihrer 
Endpuncte rational ausdrüden laffen. Man nennt it dieſe zwei Punete 
die Brennpuncte der Ellipſe. 


Da, wie obige Ausdrücke zeigen, die Gleichung 
(9) r, pn=aa 


befteht, d. i. die Summe der beiden aus den Brermpuncten zu irgend. 


einem Puncte der Elipfe gehenden Geraden, die man vorzugsweife die 
Radienvertoren diefed Punctes heißt, jederzeit der größeren 
Hauptaxe der Curve gleich ift, fo haben wir ein leichtes Mittel, diefe 
Curve zu verzeichnen, und und eine genaue Vorftellung von ihrer Ge: 
ftalt zu verfchaffen. 

Der Abitand eines Brennpuncte8 vom Mittelpuncte, naͤmlich die 
Größe Va: _— b2 , wird von einigen Schriftftellern die Ercentrici- 
tät der Ellipfe genannt ; andere geben dem Quotienten vi 
diefen Namen. 

Die durch einen, Brennpunet gehende, auf die größere re ſenk⸗ 


rechte Sehne der Ellipſe, oder was daſſelbe heißt, die Doppelte Länge 
der Ordinate, welche der Abſeiſſe y a? — bꝛ zugehoͤrt, iſt, wie die Glei⸗ 


chung dieſer Curve lehrt, — 2. E, folglich dem. Parameter derfelben 
gleich. \ 3; 
Sn der Fleineren Hauptare der Ellipſe gibt ed Feine Brennpunete; 
denn wollte man die obige Rechnung für dieſe Are anſtellen, fo fände 
man offenbar u == Yb? — a, welches eine imaginäre Größe ift. 
Auch überzeugt man fid) Teicht durch die Form, welche der Gleichung 
der Ellipfe zu Zheil wird, wenn man einen von den KHauptaren vers 
fhiedenen Durchmeſſer zur Abfeiffenare nimmt, daß auch in diefem 
feine mit der oben erwähnten Eigenfchaft begabten Puncte Tiegen. 


0) 
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Die Hyperbel bietet ähnliche Eigenfchaften wie die Eipfe dar ; 
in der verlängerten Querare berfelben liegen zwei Brennpuncte, deren 
vom Centrum der Curve aus gerechnete Abſeiſſen + Va b? und 
— Ver or find. Für die von diefen Brennpuncten ausgehenden 
Radienvectoren beftehen die Sleihungen 


x Va2 + bt Va? + b? | 1 
Te N N ee 5 ! 
a 


(10) r. = — a und rn, —— 

daher iſt für die Hyperbel 

(11) nonzm=2a, | 
d. h. die Differenz der Radienvectoren jedes Puncted diefer Eurve iſt der 
Querare gleich. 

Um diefe Refultate auf die Parabel audzudehnen, nehmen wir 
einen der Scheitel der Ellipfe zum Anfangspuncte der Coordinaten, fo 
werden die Abfeiifen der Brennpuncte durch | 
a —b? und a + Ya®—b2, oder dur 

b2 


b? 








—— u ——— 
a + Va? — bt? a— Va: — b2 
ausgedrüdt, welche Größen, wenn man in diefelben den Parameter 
b? on . ‚ 
* == a einführt, in 
-a -a 
md — — 
2 a 
ı + v 12 1 — 1 un 


übergehen. Bei dem unendlihen Wachſen von a nähert fich die eritere 
Größe der Grenze a unendlich, und die legtere nimmt unendlich zu: 
woraus erhellet, daß die Parabel bloß einen um die halbe Laͤnge des 
Parameters vom Scheitel entfernten Brennpunct befist. Der von dems . 
felben an die Curve gezogene Radiudvector ergibt fi) aus der Formel 


(12) r=ia-tx, 
welche mittelft der oben gebrauchten Schluͤſſe aus der erfleren der 
Gleichungen (7) folgt. 
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Neunte Borlefnng 
Über die geometrifhe Bedeutung einer Gleichung 


des zweiten Grades zwiſchen drei veränderlichen 
Größen. 





D. allgemeinſte Form einer Gleichung des rieicen Grades 
zwiſchen drei Variablen x, y, 2 iſt 


(1) Az’+-By: -FCx + Dyz-+Exz+ Fay+Gz-FHy-Hix-+ Ko. 

Beziehen wir dieſelbe auf irgend ein rechtwinkliges Coordinaten⸗ 
ſyſtem, fo laͤßt fie ſich, auf ähnliche Art, wie dieß in der fechöten Vor⸗ 
lefung mit der Sleichung zwifchen zwei Variablen gefchehen ift, durch 
eine fchidliche Transformation der Coordinaten auf eine einfachere Ge⸗ 
ſtalt reduciren. Hiezu dienen vornehmlich folgende zwei Umftaltungen. 


1. Man verfeße den Anfangspunet der Coordinaten auf den Punct 
&, v, 2, während die Aren der neuen Coordinaten x’, y/, 2’ den 
vorigen parallel bleiben, fo hat man x= x’ +-E, y=y’+v, 
z—=z’-+-2, und die Gleichung (1) verwandelt ſich in 
(3) Az” + By” £ Cx”? + Dy’z! + Ex/z! + Fxiy! 
+ (aA2-EDv-FEE-+ G)z 
+@Bv+De+FE+ My 
+(@CE FE2e+Fvo+ Dx 
A221 Bu” + CR 4 Due +Eg2 HF . 
+02 +, +E+K=o 
Sept man nun 
(3) sAa+DutEgt+G=o, 
sBv-D2- FE-H = o, 
32CEE2eFvtl=o; 
fo findet man 
) 5 (DF — aBE)G + (DE— 2AFJH + dAB— DYI 
9 7 777, (AF? + BE? CD2)  BABC—aDEF / 
__ (EF=3C0D)G +WAC—EYU + (DE—sAFP)I 
“  a(AF®. + BE? +CD2) —-8ABC— aDEF 
(4BC — #%) G + (BF —2CD)H + (DF — aBE)1 
Ettingshaufen's math. Borlefungen. II. 5 





e = 
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Dieſe Ausdrüde zeigen, daß man, wenn bie Oröße 
AF: - BE® — CD? — 4ABC — DEF 
nicht verſchwindet, aus der Gleichung (2) jederzeit die Glieder, in 
welchen die Eoordinaten x’, y’/, 2 allein und in der erflen Potenz 
ſtehen, wegfchaffen, alfo diefe Gleichung auf die Form 
(5) Az” + By? + Cx” + Dy/’z!. + Evz - Fey -L=o 
bringen kann, wobei 
L=A2-LBu + Ce LDva+Ez2 + Fer + @ + Ho +IE+K 
ift. 
Multiplieirt man die Gleichungen (3) der Reihe nach mit 2, 
20, z&, und addirt man fie ſodann, fo ergibt ſich 
A2--Bu LC® + Dv2--Eg2 + FEV+2G2-+t!Hu+tlf=o; 
und wenn man diefen Ausdrud‘ von dem obigen Werthe ber Größe L 
abgieht : 
= K+:G2 + 2A» + IE, 

d. 5. mit Rise auf Die Ausdrüde (4): 

2(4BC — F?)G2 + 2 (4AC--E2)H? +: et 

_ ++ (EF—3CD)GH + (DF—aBE) GI-} (DE—2AF) II 

(6) L=R+ 2 (AF? + BE? + CD?) — 8ABC — 2 DEF u 

II. Dan behalte den Anfangspunct des der Gleihung (1) zum 
Grunde liegenden Coordinatenfpftems bei, und ändere die Richtung 
ber Aren deilelben, wobei, um die Rechnung beifer Aberfehen zu koͤn⸗ 
nen, vor der Hand voraudgefept werde, Daß die neue Are der x’ in 
ber Ebene xy liege, fo beitehen, wenn die übrigen Coordinaten y’’ und 
zu heißen, den in der erften Vorleſung entwidelten Formeln (9) zu 
Zolge, wegen P==o, die Öleichungen 

x = xUcos.$ — ysın.dcos.d — zU/sin.Yysin.d, 
y=.x'!sin.d 4 y/cos.%cos.d 4 cos. Ysin.d, 
= — ylsınd + 2/!cos.d, 
in welchen » den Winfel zwifchen den Aren der x und x“, und 8 den 
Winkel zwiſchen den Ebenen xy und xy’ anzeigt. 

Subftituirt man diefe Ausdrüde flatt der Coordinaten x, y, z 
in ber Sleihung (1), fo fann man wegen der Unbejtimmtheit der zwei 
Größen » und d verfuchen, aus der dadurd) erhaltenen Gleichung zwei 
Glieder zu befeitigen. Wir wollen hier die Glieder, welche die Pros 


’ 


4 


berehnen. Dan findet 
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duete z/2/ und y’/z2 old Factoren enthalten, in das Auge faflen, 
und bie Werthe von 4 und 6 beflimmen, für welche die Coeffieienten 
der genannten Glieder verfhwinden. allen diefe Werthe jederzeit reell 
aus, fo läßt fich die fo eben angedeutete Vereinfachung der Gleis 
dung (1) immer bewerfflelligen. 

Die Eoefficienten von x’ 2” und y’z’ in der trandformirten 
Gleichung laſſen ſich mittelft der obigen Ausdrüde für x, y, z leicht 
angeben, ohne daß es nöthig ift, die ganze transformirte Sleihung zu 


den Coefficienten von x’ 2 
== s(B—C) sın.$ cos. p sin. 0 + F (cos.%® — sin. Y?) sin, 6 
+ (E cos.$--D sin.#) cos. d, 
und den Coefficienten von y« 2% 
= 2(C sin.#: +Bcos. 4? — A— F sin.» cos.%) sin. cos. 0 
--(D cos. — E sin.%) (cos.9? — sin. 0). 
Es fen alfo ſowohl der eine als auch der andere diefer Coefficien⸗ 
ten =0o, fo hat man, wenn man ben erfleren durch cos.d, und den 
lepteren durch cos. 9: Dividirt, die Gleichungen 
(7) [s(B—C) sin.$ c0s.% + F (cos. pr — sin. p] tg. 0 
+Ecos4+Deuny=o, 
(8) 2 (C sin.}? +B cost? — A — F sin.$ c0s.y) 19,0 . 
+ (Dcos.$ —E sin.y) (1 — 18.0?) == 0. 
Sucht man aus (7) den Werth von 29.0, und fubftituirt man 
denfelben in (8), fo erhält man nach einer leichten Rechnung die 
@leihung 


(9) 2(C sin.y* +-Bcos$? — Fsin.p cos. A) (Dein, $-trE005.4)x 


>< (2(C—B) sin. 4 cos.$ — F (cos. 3% — sin. %°)) 
O 00s.4—E sin.4) [(2(C—B) sin. cos. #—F(cos. P—sin. #))*® 
— (Dsin.4 + Ecos, Y’)= 0, 
aus weicher nun der Werth von p beftiumt werben muß. 
. Man fege zu diefem Behnfe ig.y = u, fo wird 
sin.y = — =’ e. 
und die Gleichung (9) verwandelt ſich in 
2(Ca® +B—Fu— A (ı-Fu2)) (Du-+HE) (2(C-B)u— F(i—u:)) 
+®—Ev)[(# (C-B)u— Fi)? — (140°) DutEy]=e 








m 


68 * 
ober in 
(10) [a(C—-B)u—F(ı—u?)][s (Cu B FRA ı-Fut))(Du--E) 

+(D— Ev) (a(C—B)u— Ft —w))] . 

— (1+u:) (D—Eu)(Du-+-E) = o 

Nun ift aber 
a(CW+>B—Fu—A(ı-+u))(Du+E). 
+(D—-Eu) (a (C—B)u— F(i— uw)) = 
= (1+uw)? (aBE— sAE— FD.-+(sCD—s2AD-—FE)u), 
daher kann die Gleichung (10) durch ı u? getheilt werden, und es 
bleibt | 
(13) [a(C—B)u—F(1—u?)] [aBE-2aAE-FD-+(2CD-aAD-FE)u] 

| — (D—-Eu)(Du+Ej = o, 
Ohne diefe Gleichung nad) den Potenzen der unbefannten Größe 
u zu orduen, fieht man, daß fie vom dritten Grade ift; jede Gleichung 
biefe® Grades befigt aber wenigftens eine reelle Wurzel, daher gibt e8 
für u = tg. p wenigfiend eimen reellen Werth, woraus folgt, daß 
unter den oben angeführten Umfländen nothwendig wenigſtens eiuen 
reellen Werth zuläßt. Iſt dieß der Hal, fo hat auch 0, der Gleichung 
(7yzu Zolge, einen reellen Werth. Es geftatten alfo die Gleichungen 
() und (8) wenigftend eine reelle Auflöfung, und deßhalb kann die 
Gleichung (1) jederzeit fo umgeftaltet werden, daß in der transformir- 
ten Gleichung die Producte der Eoordinaten x” und 2, wie auch y4 
und z’ fehlen. 

Man kann alfo die Gleichung (1) ſtets auf die Geſtalt 
(1 2) Mzrr? + Nyrı px + Quvyu 4 R2z⸗ 4 Sy 4 TxXSo 
bringen, wobei die Coefficienten der Coordinaten ſaͤmmtlich reelle Grö⸗ 
Ben find. Das letzte Glied bleibt hier K, weil feiner der für x, y, z 
gebrauchten Ausdrüde ein von x’’, y!, 2’ freies Glied enthält, wel: 
ches mit dem legten Gliede der Gleichung (1) in Verbindung treten 
koͤnnte. 

Aus der Gleichung (13) läßt fi) nun auch das Glied, in welchem 
das Product x’’y’ vorfommt, wegſchaffen. Man verrüde zu diefem 
Ende die jetzige Are der x’ in der Ebene xy“ um den Winkel 9, 
d. h. man fege 

x. c08. 9 — y sin.g flatt x”, 
und x“ sin.o 4 y’ cos p ſtatt y’, 
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fo erhält man eine neue Sleichung, in weiche das Product x “ mit 
dem Seefficieien . "m... 

2 N — P) sin.9 00.9 PR (ng u. 
= (N — P) sin.2p 4 N cos. 29 
verbunden erſcheint. Seßt mat dieſen Coeffi cienten * o, ſo ergibt ſich 


‘ 
Ever 


Da diefen Ausdruck Ammenauf ein reelles p. fahrt, , fo: iſt es ie. 


mer möglich den Coefficienten von. x⸗ y zu tusen/ alſo der Glei⸗ 
chung. (1) zuletzt: die Form 

(13) Myr + Nyo Eu + get + Ay +8Sı7- K=o 
ju ertheilen. 

Die Gleichungen (5) um NEN geben zu Foigerungen Veranlaſ⸗ 
ſung, welche jenen vollkommen ähnlich find, die wir in der fechöten 
Borlefung im Bezug auf die ans der allgemeinen Gleichung des zweiten 
Grades zwifcheh zwei veraͤnderlichen Groͤßen entſpringenden transfor. 
mirten Gleichungen kennen gelernt haben. 

Wenn naͤmlich reelle Werthe von x’, y/, 2 bekannt find, welche 
der Gleichung: (5) Genüge leiften, fo erfüllen diefelben die genannte 
Gleichung auch, wenn man fie ſaͤmmtlich mit entgegengeſetzten Zeichen 
nimmt. "Die aus dem Anfangspuncte der in der Gleichung (5) enthal: 
tenen Coordinaten zu den Puncten x’, yı a und —x, —ylı—zi 


gehenden Radienvectoren werden / beide durh Vs" -- yr T- zu audge: 
drüct, und haben deßhalb einerlel Größe; die Cofinujfe der Winkel 
bingegen, welche dieje Räadienvectoren mit den Aren der x’, y/, z/ 
bilden, beflgen gleiche numerifche Werthe und entgegengefehte Zeichen, 
woraus: erheliet', daß je zwei zu derfelben Are gehörende dieſer Winfel 
mi einander zwei Rechte ausmachen: es befinden fich Daher Die Puncte 
u, y, 2 mit dem Anfangspuncte der in 
der Gleichnig(6) vorkommenden’ Coordinaten in einer geraden Linie, 
und flehen don diefem-Anfangspuncte dieffeitd und jenfeits deflelben 
gleich weir ab. Da nun die Gleihung (1) was immer für einem recht⸗ 
winfligen Coordinatenſyſteme unterworfen, für jede einzelne der Coor⸗ 
dinaten nicht mehr als zwei Werthe darbietet, alfo eine nad) Belieben 
angenonmene gerade Linie höchitens zwei Punete in fich enthält, deren 
Coordinaten diefer Gleichung entfprechen, fo wird jede durch den An⸗ 


angspunct der Eoordinaten, auf welche fich die Gleichung (5) bezieht, 


To 
gesogens Sehne des durch bie Bleichung (1) vorgeftellten Syſtems von 
Puneten in diefem Anfangspuncte halbirt, welcher letztere Bunct die⸗ 
fer Eigenfchaft wegen ein Mittelpuuct oder Centrum de er» 
wähnten Syſtems heißt., 
Sobald alfo in der Gleichung ( ) die Sroͤße 

AF: + BER LCD: — 4ABC — DEF 
von der Nulle verfchieden ausfällt, d. b. die Tsandformation I. anges 
wendet werden fann, fo gehört dem Durch Die Steichung (1) vorgeftell- 
sen Syſteme von Puncoten jederzeit ein Metelpunct, und zwar nur eis 
ner, deifen Coordinaten im urfprünglichen Syfteme, durch die in (4) 
hargeftellten Werthe von &, v, 2 angegeben werden. 

In Bezug auf die durch die Transformation II. erhaltene Gleis 
hung (13) bemerken wir, daß, fobald das durch die Bleichung (1) aus⸗ 
gedrüdte Syſtem yon Puncten einen einzigen Mittelpunct befigt , kei⸗ 
ner der Eoefficienten M, N, P verfchwindet. Da wir in Vorherger 
benden diefe Coefficienten nicht Duwch jene der Gleichung (1) dargeftelle 
haben, fo müſſen wir zur Rechtfertigung diefer Behauptung einen von 
dem in der ſechſten Vorleſung betretenen, abidbeihenden Weg einfchla- 
gen, Wenden wir die Transformation I. auf die Gleichung (13) an, 
fo fehen wir, daß die Möglichkeit der Wegfchaffung der die erften Po« 
tenzen der Eoordinaten x”, y, 2’ enthaltenden Slieder an die Er⸗ 
füllung der Bedingungen | 

sMı- Q=o 

sNW LR=o 
pP: LS—=o 
gebunden it, wenn nämlich &u, vr, zu zu den Coordinaten zu, , 
2 in derſelben Beziehung ſtehen, in welcher wir oben. E, v,.2 mit 
x, y, = verknüpft haben. Soll nun das unferer Gleichung, zugehö« 
sende Syſtem von Puncten bloß einen Pittelpunct zulaflen, fo mälen 
die Spößen Er, u, 21 beftimmte Werthe erhalten, was wegen. 

ao ve — Zu zu — 
nur dann ber Fall ift, wenn P, N, M nicht gleich Nail find. 
©eftattet Hingegen die Gleichung (1) die Anwendung der Trans 

Formation I. nicht, fo können EW, vr, 24 nicht fämmtlich beftimmte 
Werthe annehmen, woraus hervorgeht, daß in dieſem Falle wenigſtens 
eine der Größen M, N, P verfehwindet. 


— * — — — — ——*— J 
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Stellt man die beiden Werthe von z, welche für ein beſtimmtes 
x und y aus der Gleichung (3 ı) folgen, durch z, und z, vor, fo fin» 


der man 
Dy-+-Exr + G 


” 2, FT. = — A 
nd ze "ti" — _Dy+Eito 
2 3A. 


Diefer letztere Ausdruck zeigt, daß alle auf die Ebene xy fenf: 
rechten Sehnen des durch die Gleichung (1) dargeftellten Syſtems von 
Puucten durch eine und diefelbe Ebene halbirt werden, deren Gleichung 


ift. Wir wollen eine folche Ebene eine diametrale Ebene nennen. 

Da ſich dagfelbe Feſultat ergibt, man mag der Gleichung (1) was 
immer für ein rechtwinkliges Coordinatenfgftem zum Örunde legen, fo 
find wir berechtiget zu fließen, daß jeder Kolge paralleler Sehnen 
des erwähnten Syſtems vonPuncten eine diametrale Ebene entfpricht. 
Immer laſſen ſich aber drei auf einander fenfrechte Solgen paraleler 
Sehnen angeben, welche ihren diametralen Ebenen unter rechten. Wins 
Feln begegnen. Dieß erpellet auf der Form der Gleichung (3), welche 


Zu . * — — 

gibt, alſo der diametralen Em, welche ſich auf die zur Are, det zu 
parallelen Sehnen bezieht, eine der Ebene x’. yt parallele‘ Lage anweir 
fet. Daffelbe gilt yon den diametralen Ebenen der zu den Aren der 
y und x’ parallelen Sehnen. Die Transformation IL. ift daher mit 
denn Vortheile verbunden , die coordinirten Ebenen den leßtgenaunten _ 
diametralen Ebenen parallel zu ftellen. Übrigens fieht man ohne Mühe, 
Daß, falls das der Gleichung (1) Genüge Teiftende Syſtem von Punc- 
ten bloß einen Mittelpunct zuläßt, ſaͤmmiliche diametrale Ebenen fi 
in demſelben durchſchneiden. 
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Zehnte Borlefung. 
Über die geometrifhe Bedeutung einer Öleihung 


des zweiten Grades zwifchen drei veränderliden 
Größen, 


(Sortfe ß, u R 6: 


Vader der warthellun der geometriſhen Behr der Glei⸗ 
gung (a )ı nämlich 
Az?:-+-By? +Ox+Dys-+Exz+ Fay+ Ge Hy+ Ist = =o0 
müſſen' wir den in ber vorhergehenden Vorleſung vorgetragenen Lehren 
gemaͤß vor Allem unterſcheiden, ob die Groͤße 
Ari 4 BEr -Di — ABC DEF 
von der Nulle verſchieden, oder ob dieſelbe der Nulle gleich iſt. 

Im erſten Falle laſſen ſich beide Transformationen I. und II. 
nach einander auf die Gleichung (1) ‚aniwenden , und dieſe Gleichung 
geht dadurch in ” u 
(4) "7 "Mer 4 Nya Pen imo 
über, wobei feine der Größen M, N, P fehlen fann. Drüden wir 
im Solgenden duch die Buchſtaben M, N, P bloß die numerifchen 
Werthe ber früher durch diefelben vorgeflellten Größen aus, und Taf» 
fen wir bei den Buchſtaben x, y, z die Accente der Kürze wegen weg, 
fo veranlafit die Gleichung (14) hinſi hhtlich der een ihrer Slie- 


nachſtehender Faͤlle. 


(a) IM + Ny: Pr +L=o, 
M, ME+NT+PeR Leo 
() U NM2— Nm — Pu -L=o, 
(d) Mz: — N? — PX —L=0, 
(e) Mz? + Ny? 4 Px? = o, 
(f) Mz2: — N? — Pr =... 


- Keine andere Öruppirung der Zeichen bietet einen Fall dar, wel⸗ 
her fich nicht , theild durch Verwechslung der Aren der Coordinaten, 
theild durch Änderung der Zeichen aller Glieder, auf einen der bien 
| anfgeftellten zurüdfführen ließe, 


‚13 


In dem alle (a): bedeutet :unfere Gleichung in geametrifcher ße - 
ziehung Nichts, weil die Summe pofitiver reellee Größen nicht gleich 
Null ſeyn kann. 

Wenden wir uns daher zur Gleichung (6). Dieſe gibt für alle 
reellen Werthe von x und y, durch welche.die Summe Ny* -+- P.2? 
nicht größer ausfällt als J., zwei gleiche: und entgegengefepte veelle 
Werthe für z, welche letzteren eine gewiſſe Mrenze nie überfchreiten; 
fobald aber Ny⸗ -Px? >L wird, ierſcheint a als imaginäre Größe. 
Es gehört demnach die Gleichung (b) einer ganz in einem begrengten 
Nanme enthaltenen Flaͤche. 

Un überhaupt von der Geſtalt einer Flaͤche eine deutliche Vor⸗ 
ſtellung zu bekommen, faup man nichts Beſſeres thun, als die Ber 
Schaffenheit.der Linien in. Erwägung ziehen, ‚in welchen die Flaͤche von 
Ebenen, deren Lagen man nach Belieben verändert, gefchnitten- wird. 
Hiebei iſt ed am vortheilhafteften, die. Pofition dan eoordinirten Ebenen 
fo zu verändern, daß eine: derfelben mit der Ebene des Schnittes zu⸗ 
ſammenfaͤllt, oder doch wenigſtens ihn parallol iſt, weil .man. dadurch 
in den Stand. gefebt wird, die zu unterfuchegde nie mittelſt einer ein⸗ 
zigen Gleichung hinreichend beſtimmen zu: koͤnnen. Zu oo 

Zus Erleichterung unſerer fünftigen —*ãſ walen wir 
folgende allgemeine Bemerkung, vrautfhiden.. :.. :. . 

Denfen wir und eine Släche, welcher eine der obigen Gleichun⸗ 
gen gehoͤrt, durch irgend eine Ebene. geſchritten, und das vorhandene 
rechtwinklige. Coordinatenſyſtem fu. veraͤndert / daß die Ebene der xy 
der ſchneidenden Ebene parallel mird, fo efdeint die Gleichung der 
Slaͤche jederzeit unter der Korm .ı.. 

Ar: By⸗ HOrDystExshFiyh6ct By--Ic-+ Has 6, 

nur mit dem Unterfchiede, daß nun die Coefficienten A, B, C, ꝛc. 

andere Werthe haben, ald vorhin. Es fey ß der Abftand der ſchnei⸗ 

denden Ebene von der Ebene xy, fg erhalten \ wir die Gleichungen des 

Schnittes, wenn wir die Gleichung 

(15) up 

wit Der vorhergehenden Gleichung verbinden, wehhalb wir : für e eine ber 

Bleichungen dieſes Schnirtes auch die Gleichung 

(16) Bi Fxy Ct + (Do+Hytr(Epr+Dx 
+Art: op +Ks=o 


nehmen fönnen. Da in diefer lesteren bloß die Coordinaten x und y 
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vorfommen, fo bleibt fie unverändert, wenn man bie Ebene xy in die 
ſchneidende Ebene ruͤckt fo jedoch, daß der Anfangspunct der Coordi⸗ 
naten in der früheren Are der z bleibt, und die neuen Aren der Coor⸗ 
dinaten den früheren parallellaufen. Es ftellt daher die Gleichung (16) 
auch zugleich die durch den Schnitt der Kläche mit der Ebene erzeugte 
Linie in Bezug auf ein in diefer Ebene gewähltes rechtwinfliged Coor- 
dinatenſyſtem vor. Da nun die Gleichung (16) vom zweiten Grade iſt, 
fo finden bier. die in den vorhergehenden Vorlefungen gegebenen. Lehe 
zen ihre Anwendung. 

‚Aus diefen Borlefungen erhellet, daß die Natur der durch bie 
Gleichung (16) angezeigten Linie, und die Pofition wie aud) Dad Ver⸗ 
haltniß ihrer Hauptaxen bloß durch die Coefficienten B, F, C, auf 
welche der Werth von p- feinen Einfluß hat, beftimmt wird. Linien der 
weiten Ordnung mit einem Mittelpunete, in welchen das Verhältniß 
der beiden Hauptaren das nämliche ift, heißen einander ähnlich; da⸗ 
ber gelangen wir durch die fo eben gemachte Bemerfung gu folgendem 
Satze: Alle Schnitte, welche in einer Släche der zweiten Ord⸗ 
nung durch eine und diefelbe Folge paralleler Ebenen hervorgebracht 
werden, find einander ähnliche Linien der zweiten Orbuung, derem 
gleichnamige Hauptaren einander parallel liegen ; wobei jedoch zu bes 
merfen ift, daß in der Reihe flufenweife in einander übergehender El⸗ 
lipfen auch. der Punct, in der Reihe der Hyperbeln zwei ſich durchſchnei⸗ 
dende, und in der Reihe der Parabeln sine oder auch zwei einander 
parallele Geraden als Üborgangöglieder erfcheinen können. 

Beſtimmt man die Eoordinaten E, v, 2 des etwa vorhandenen 
Mistelpunctes der durch die Gleichung (16) angezeigten Linie, in Des 
zug auf die der fchneidenden Ebene parallele Ebene xy, fo findet man 

Et=-b +9, Bo K, 2 mp, 

wobei bie leicht zu findenden Werthe der Größen 4, 8, 9, K vonp 
nicht abhängen, Eliminirt man aus diefen Gleichungen die Größe p, 
fo ergeben fih die Gleichungen der Linie, welche die Mittelpuncte 
aller durd parallele Schnitte an einer Släche der zweiten Ordnung her⸗ 
vorgebrachten Linien in ſich enthält. Diefe Gleichungen haben aber die 
Sorten 
. = d2+- 9, v=aB2 HR. 

folglich Tiegen alle genannten Mittelpuncte in einer geraden Linie. 
- Diefe Sgrade wird ein Durhmeffer der Fläche der zweiten Ord⸗ 
nung genannf. j | 





is 


Gehoͤrt der Flaͤche der zweiten Ordnung ein Mittelpunct, und 
wählt man dieſen zum Aufangspuncte der Coordinaten, fo find, wie 
man leicht ſieht, die Größen H und 8 gleich Null, und man hat 


5 Xe, vum Be, 


woraus folgt, daß jeder Durchmeiler einer ſolchen Glide durch ihe 
Centrum geht. | 

Fehlen in der zum Grunde gelegten Sleihung der Slide der 
zweiten Ordnung die Producte der Eoordinaten, fo erhalten £, v bes 
ſtaͤrdige Werthe, d. 5 der Durchmeifer der mit der Ebene xy paralles 
Ien Schnitte ſteht auf. den Ebenen diefer Schnitte fenfrecht. Ein Glei⸗ 
ches gilt auch von den Schnitten, weiche den Ebenen xz, yz parallel 
find. Es gibt aljo in jeder Släche der zweiten Ordnung mit einem 
Centrum bloß drei auf einander fenfrechte Durchmeffer, welche den 
Ebenen der ihnen correfpondirenden Schnitte der Fläche fenfrecht bes 
gegnen. &ie heißen die Hauptdurchmeſſer diefer Flaͤche, und 
die vom der Släche begrenzten Stüde derfelben die Hauptaren. 

Die fo eben gewonnenen Nefultate überbeben ung der Mühe, ans 
dere Schnitte der durch die Gleichung (b) vargeftellten Flaͤche zu bes 
trachten, als folche, welche durch den Anfangspunct der Koordinaten 
geben. Wir behalten daher den diefer Gleichung zum Grunde liegen: 
den Anfangspunct bei, und laſſen die Are der neuen Coordinaten x’, 
der Einfachheit der Rechnung wegen, in der Ebene xy liegen, fo ha⸗ 
ben wir, wenn wir und der Bormeln (9) der erſten Vorleſung bedie⸗ 
men, g==o zu ſetzen. Um fogleich auf die Linie überzugehen, in wel⸗ 
cher die Ebene x⸗y der Flaͤche (b) begegnet, nehmen wir 2/0, und 
wir erhalten die Gleichung dieſer Linie, wenn wir die Ausdrücke 

x — Xcos. p — y’ sin.’ cos. 0 
y—= sin’ + y/ 008.9 cos. 6 
zo — y!sin.d 
in die Gleichung (b) einführen; ; fie ift 
(M sin.6° 4 N cos.%#? cos.0? 4 P sin. #? cos. 9°) y” 
+2 (N—P) sin.p cos cos.d .x’y’ (N Sin. pt + P cos?) x”? — L=o, 

Der Unterfihied zwifchen dem Quadrate des Coefficienten von . 
x/y! und dem vierfachen Probucte der Coefficienten von y/* und x" 
it bier 

== — AM (N sin.$® 4P cos.4*) sin.d! — ANP cos. er, 
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alſo ſtetd negativ, daher gehört letztere Gleichung einer Ellipfe, wie 
auch immer die Werthe von pP und 6 beſchaffen ſeyn mögen.. 

Es wird demnach die durch die Gleichung (b) vorgeſtellte Flaͤche 
von jeder durch ihren Mittelpunct gelegten, und folglich auch von je⸗ 
der andern ihr begegnenden Ebene in einer Ellipfe gefchnitten, deren 
Dinienflönen bei einer Folge parallelen Schnitte um fo mehr abnehmen, 
je weiter die Ebene jedes einzelnen Schnitted vom Mittelgunete abſteht. 
Von: dev Mirhtigfeit der letzteren Behauptung kann man fich indbefons 
dere dDucch Betrachtung dres Umftandes überzeugen. daß. die Wleichang 
unferer Fläche für irgend 'ein rechtwinfliges Coordinatenſyſtem, deſſen 
Anfangöpunct fi in ihrem Mittelpuncto befindet, die Form 

Ar 4 Br + Cr +Dy2 +Exs + Fıyr -Lo=o 
bat, wobei A, B,,C poſt tiv ſind, weil ſonſt nicht alle Schnitte der 
Flaͤche mit einer Ebene’ Ellipfen wären, und das letzte Glied negativ 
ift, weil’ font z für x=o und y=o einen imaginaͤren. Wetth er: 
hielte, daf alfo, wenn man einen mit der Ebene xy parallelen und von 
ihr um z=p eutferüten Schnitt durch die Fläche führt, eine Ellipfe 
entſteht, deren auf die Ebene des Schnittes bezogene GSleihung 
„By + Fıy+ Ct + Dpy+ Ex — (L-Ap)=0 
it, ‚Sucht man bier die Werthe der Quadrate der beiden Halbqren 
der Ellipſe, fo findet man dafür Ausdruͤcke, deren Zähler biof,vou. a 
abhängen und zwar ˖ dem Fndgliede L -— A,p! der letzteren Gleichung 
gleich kommen. Es nehmen daher die Werthe der Halbaren des Schnite 
tes ab, wenn p, die Eytfernung der..Chene deſſelben vom Mistelpugeie 
ber Flaͤche zunimmt, bis fie.endlich völlig: verfchwinden. 

Die Flaͤche, welcher die Gleichung (b) gehärt, wird, der fa eben 
auseinandergefepten Eigenfhaften wegen, Ellipſoid oder ellipti 
ſches Sphäroid genannt. . . 

Die Schnitte, welche die der Gleichung (b) zum Grunde liegen⸗ 
den coordinirten Ebenen xy, xz, yz in das Ellipfoid machen, deren 
Gleichungen nämlich durch Verbindung der Gleichung O2 mit den 
Gleichungen 

23=0, y=0, x=o 
„erhalten werden, und deßhalb auf die genannten coordinirten Ebenen 
ſelbſt bezogen 

Ny Px: L, Ma PL, M Nyr L 
find, heißen die Hauptfchnitte des Ellipſoids. Es find Ellipſen, deren 
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Hauptaren mit den Axen der Coordinaten zuſammenfallen, und .die 
Hauptaren diefer Släche darftellen. Die Hälften ber den Afen der 


x, Y, z parallelen Hauptaren werden durch VE vr: Vs 


ausgedrüdt. Nennen wir biefelben a, b, c, fo haben wir 
Pan Noel, — 
und die Gleichung des Etipfoios nimmt die int Bu | 
| 2 

»+&+5 u 

over a?b?z? 1 way + —* = abe an. 

Unterſuchen wir nun, ob es Folgen paralleler Schnitte eines 
Ellipſoids gibt, welche ſtatt der Ellipſen Kreiſe darbieten. 

Die oben gefundene Gleichung eines durch das Centrum des El⸗ 
lipſoids geführten Schnittes verwandelt fi ih in die Gleichung eines 
Kreiſes, wenn 





(N—P) sin.$ cos. pᷣ cos. = 0 

und zugleich: " | 

M sın.8® 4 N cos. #? cos. 0°+-P sin. 4? cos.0? = Nsin, ꝓpꝛ + Pcos. pꝛr. | 
Der erſten Gleichung leiſtet man Genüge, wenn man entweder 


Die Vorausſetzung == o gibt der ne oe zu bolge 
M sin. 6° + N cos. # — 
P—N c b? — a? 


oder sin. 6: = - 


| 
| 
Ä 
| 
y=0, oder p* =, oder 0 = = oder endlih Ne=P annimmt: 
M—N be 


alio sind = 





‘ 


| Durch die Vorausſetzung » =- ahau in man 
| M sin.0® + P cos. 6 = N, 
PR Vz? e/»— 
folglih sin. = yp de snt=, v== . 
Nimmt man = - , fo findet man 
M = Nsın, pr mRco 2%, 
d.h sin. * 5 oder sin. ya V. 


Sind die drei Hauptaxen des Ellipſoids ungleich, it namlich 
a>b und b>c, fo ift weder die Annahme y==o, noch die Annahme 
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0 = < brauchbar, denn die erflere führt auf einen imaginären, und 
die zweite auf einen die Einheit überfleigenden Werth von sin. 0; hin« 
gegen Fann man immer y =- ſetzen, denn hiedurch erhält sin. 0 zwei 


gleiche und entgegengefegte reelle Werthe, deren jeder Fleiner ift als 
die Einheit. Ed wird alfo ein Ellipfoid mit drei ungleichen Aren von 
zwei verfchiedenen Folgen parolleler Ebenen in Kreifen gefchnitten; die 
durch den Mittelpunct gehenden diefer Ebenen enthalten die mittlere 
KHauptare in fich, und find gegen die anderen Hauptaren gleich geneigt. 

Die Annahme N=P, weldye mit a=b identifch ift, verwandelt 
obige Gleichung in 

"Msin,0® + Ncos.0 = N oder Msin.d: — Nsin. 0%, 


welche Gleichung, wenn M von N verfchieden ift, nur für 80 beſte⸗ 
ben fann, und wenn M=N ift, 8 gänzlich unbeftimmt laͤßt. Bei eis 
nem Ellipfoide mit zwei gleichen Hauptaren find alfo alle auf die dritte 
Are fenfrecht geführten Schnitte Kreife; ein Zeichen, daß diefes El⸗ 
lipfoid durch Umdrehung einer Ellivfe um eine ihrer Hauptaren, welche 
hier die Lage der erwähnten dritten Are des Ellipſoids hat, erzeugt 
werden fann. Ein Ellipfoid mit drei gleichen Hauptaren aber wird von 
jeder Ebene in einem Kreife gefchnitfen ‚ und ift deghalb. mis einer Ku⸗ 
gel identifh. Dieß Pepe auq aus der Gleichung des Ellipſoids 


e 
=+z — 15, 


wenn man in berfeben a—=b=c annimmt; denn hiedurd, erhält diefe 
Gleichung die Geſtalt 

x? 4 y3 422 2 a2, 
welche letztere Gleichung einer mit dem Halbmeſſer a beſchriebenen Ku⸗ 
gel gehoͤrt, deren Mittelpunct mit dem Anfangspuncte der Coordina⸗ 
ten übereinſtimmt. 


79 


Eilfte Borlefung. 
Über die geometrifche Bedeutung einer Gleichung 
des zweiten Grades en drei veränderliden 
Größen. | 
((Fortſetung.) 


D. Gleichung 


(ec) Mz: — N — Pt - L=o 

gibt, fobald man die Werthe von x und y fo wählt, daß die Summe 
Ny* + Pxt nicht Meiner wird ald J., zwei gleiche und entgegenges - 
febte reelle Werthe für z; es kann alfo fowohl x als y unendlich wach⸗ 
fen, und dabei nimmt auch z unendlich zu, woraus hervorgeht, daß 
diefe Sleichung einer, nad) den Richtungen der. drei coordinirten Aren 
in das Unendliche fi) auabreitenden Bläche gehört. 

Eine durch den Anfangspunct der ECoordinaten, welcher hier zu⸗ 
gleich der Mittelpunct der Släche ift, gelegte Ebene begegnet der Fläche ‘ 
in einer Linie, deren auf. die fchneidende Ebene bezogene Gleichung fich 
fogleich aus der in der vorhergehenden Vorleſung für die Schnitte des 
Ellipſoids erhaltenen ergibt, wenn man dort, mit Beibehaltung der 
Bedeutungen der Winfel y und @, die Zeichen der Größen N, P, IL 
ändert. Es ift alfo die Gleichung eines ſolchen Schnittes unferer Fläche 

(M sın. 0° — N cos. %° cos. OQ — P sin. pt* cos. 0") y’? 
-+- 2(P—N) un.$c0s.% c0s.d..x’y— (N sin.$? P cos.4?) x” + L==o. 

Die Befchaffenheit des Schnittes ſelbſt haͤngt nun von dem Zei⸗ 
chen der Größe 

‚M(N sin. ꝓꝛ -L P cos. #?) sin. 68 — NP cos. 0} 


ab. Iſt diefe Größe negativ, d. h. iſt 


V NP 
ig. < "MAN sin. 92 + Pcos. 92)’ 


fo Bat der Schnitt die Geftalt einer Ellipfe, deren Mittelpunct mit je 
nem der Släche übereinftimmt. Dieß findet insbefondere Statt, wenn 
90 iſt; es fehneidet nämlich die Ebene xy unfere Flaͤche in einer El» - 
Iipfe, welcher die Gleichung 

N?:- Pr =L 
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entfpricht, deren Hauptaren alfo in den Aren der x und y liegen. Die 


» . AIR PS, L L 
Haͤlften dieſer Hauptaxen ſind V: und V3- 
Iſſt die oben genannte Größe pofitiv, d. 5. ift 


: NP 
> V mar 


fo fielt der Schnitt eine Hyperbel dar, deren Mittelpunct fich in je- 
nem der Fläche befindet. Dieß ift insbefondere für jeden Werth von 
der Ball, wenn die fehneidende Ebene auf der Ebene xy fenfrecht fteht, 


oder wenn 0 = = angenommen wird. Die Gleichung diefer Hyperbel ift 

My” — (Nsın. ꝓpr + P cos. #?) .x?+-L=o, 
folglid) hat die in der Are 2 Tiegende conjugirte Are derfelben die un— 
veränderliche Größe 2 V+ ‚ und die in der Ebene xy befindliche und 
mit der Are der x den’ Winkel p bildende Querare ift 

vL 

| VNsin.y2 + Pcos. re 
wodurch man fich eine Vorftelung von der Geſtalt der hier betrachteten 
Bläche machen fann, welde Hyperboloid mit ununterbrodes- 
ner Höhlung heißen mag. 

Für yo fällt die Are der x’ in jene der x, für y = = in jene 


Le 


der y. Diefe beiden Annahmen geben uns die Gleichungen der Hyper⸗ 
beIn, in welchen die Ebenen xz und yz unfere Flaͤche treffen, und de- 
ren halbe Queraren mit den Halbaren des durch die Ebene xy erzeug⸗ 
ten Schnittes übereinjlimmen. 


aid L L__ L 
Gegen wir —* — a, V= =b, — —c, fo nimmt 


M 
die Gleichung des Hyperboloids mit ununterbrochener Höhlung die Form 
ı? y? 22 — 
a2 © ' 


an. Sfta=b, fo ift der Schnitt des Hyperboloids mit der Ebene xy 
ein Kreis, und alle durch die Are der 2 gelegten Ebenen treffen diefe 
Fläche in gleichen Hyperbeln; man bat alfo eine durch Umdrehung ei— 
“ner Hnperbel um ihre conjugirte Hauptaxe befchriebene Släche vor fich. 
Wir Haben noch den Fall zu betrachten, wenn die durch den Mit- 
telpunct des Hyperboloidd geführte Ebene eine folche Lage hat, daß 


31 
die Größe n . 
M(N sin. 4: 4Pcos. pr) sin. 98 = N Pcos. 0, 
folglich auch (a? sin. $* + b? cos. *) sin. J . 02.005. 0° 
verfchwindet, oder 
c 


ig.d = - 
wird. In diefem alle verwandelt ſich die auf bie fönsibende Ebene 
bezogene Sleihung des Schnittes in 
"(a2—b2) sin.b οs. p cos. d y⸗ u sin Er Tool ————— I j BI 
Varsin. yeh brcosıye FRE 


und zeigt fomit ein Syſtem zweier orale unbe Linien an. : Da 
man für jedes p den Werth von ig. 0, des in demfelben vorkommen⸗ 
den Radifald wegen, fowohl mit dem Zeichen +-;: al& auch mit dem 
Zeichen — nehmen fann, fo gibt es für jedes p zwei gegen die Are der 
z gleich geneigte Tagen der fchneidenden Ebene , :in welcher diefelbe dem 
Hyperboloide in geraden Linien begegnet. Hieraus läßt ſich folgern, 
daß jedes Hyperboloid mit ununterbrochener Höhlung auf zweifache Art 
durch eine, nach einem Leicht zu beftimmenden Geſete ſich bewegende— Ge⸗ 
rade beſchrieben werden koͤnne. 


Für ab wird yd=+- , und die lehtere Gleichung ver⸗ 


wandelt ſich in x? —a2==0; bei dem durch Umdrehung einer Hyper: 
‚ bel um ihre conjugirte Hauptaxe gebildeten Hyperboloide ftehen daher 
alle oben erwähnten Geraden auf dem Halbmeſſer des Kreifes, welchen 
die Querase der Hyperbel während diefee Umdrehung befchreibt , fenf- 
recht, und find ſaͤmmtlich gegen die Ebene deſſelben gleich geneigt, ohne 
aber auf dieſer Ebene jemals ſenkrecht zu ſtehen, da 0, wie aus dem 
Werthe von ig. d zu erfehen ift, fo lange a von o verfihieden bleibt; nie 


in = übergeht. Ein Hyperboloid ber letzteren Art wird alfo auch er- 


jeugt, wenn eine gerade Linie ſich um eine andere, mit welcher ſie nicht 
in einerlei Ebene Tiegt und unveränderlich verbunden ift, bewegt. 

Das Knperboloid mit ununterbrochener Höhlung kann im Allge- 
meinen durch zivei Folgen paralleler Ebenen in Kreifen gefchnitteti wer⸗ 
den; beiden durch Umdrehung einer Hyperbel um ihre conjugirte Haupt⸗ 
are hervorgebrachten findet bloß eine Folge paralleler, aufder genannten 


Are fenfrecht ſtehender Kreife Statt, Der Beweis dieſes Satzes iſt dem 
Eteingſshauſen's math. Vorleſungen. IL 6 
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bei dem Ellipſoide geführten in allen Stüden aͤhnlich, und Fann deß⸗ 
halb hier füglich uͤhergangen werden. 

Trifft eine Ebene das Hyperboloid mit ununterbrochener Höhlung 
in geraden Linien, fo find die durch Ebenen, welche der erfteren paral- 
Iel liegen, bervorgebrachten Schnitte im Allgemeinen Parabeln oder 
Hyperbeln, je nachdem diefe Geraden einander parallel laufen, oder 
fi) durchfreugen, was aud der in der vorhergehenden Vorleſung ge= 
machten Bemerfung von felbft erheltet. 

Die Rechnungen, welche zur Unterfuchung der Gleichung 
(d) Mz: — N? — Pe — L=o 
nöthig find, flimmen mit den vorhergehenden überein, nur muß überall 
L mit Dem entgegengefeßten Zeichen genommen werden. Diefer Ums 
ftand.ubt jedoch auf die Geftalt der durch die Gleichung (d) ausgedrück- 
ten Flaͤche einen wefentlichen Einfluß aus. Denn nun begegnet die 
Ebene xy der Flaͤche gar nicht; eine der Ebene xy in dem Abitande 
z==n parallel geführte Ebene aber trifft die Fläche nur dann in einer 
Bike ‚ deren Gleichung 

. NP?’ + Pr = Mp — L 


i, wenn p die Größe Vz überfteigt. Die durch den Mittelpunct 
der Flaͤche auf die Ebene xy ſenkrecht ‚gehenden Ebenen ſchneiden die 
Flaͤche in Hyperbeln, deren gemeinſchaftliche Queraxe Ag die 


Richtung der Are ber z hat. Es beftcht alfo diefe Flaͤche aus zwei ab⸗ 
gefonderten Parthien, und heißt defwegen audy Hnperboloid mit 
getrennten Höhlungen. Die Sleichungen, welche bei dem vo= 
tigen Hyperboloide geradlinige Schnitte anzeigen, geben bei diefem 
imaginäre Refultate; ed kann daher das legtere nicht durdy Bewegung 
einer geraden Linie beſchrieben werden. 


Setßt man wieder sau Vzx= =b, nt, fo 
erhält die Gleichung unferer läge die Gehalt 
22 y⸗ „A 
= — 5 — Pi = 1, 


. Die Annahme a == b führt anf die Fläche, welche durch Umdre- 
hung einer Hyperbel um ihre Querase entſteht. 

Was die Gleichung (e) betrifft, fo tft leicht einzufehen, daß fie 

bloß die einzige reelle Auflöfung x=o, y=o, z==0 geftattet. Sie 
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gehört demu⸗q einem Punete, welcher in dem gegenwärtigen Coordi⸗ 
natenſyſteme der Anfangopunet ſelbſt iſt. 

Wendet man endlich die oben vorgetragene Analyſe auf die Glei⸗ 
chung (f), naͤmlich M2? — Ny — Px-0o a, ſo findet man, daß 
dieſe Gleichung eine Flaͤche darſtellt, welche von einer durch den Au⸗ 
fangöpunct der. Coordinaten gelegten Ebene entweder bloß in diefem 
Puncte, oder. in einer durch denfelben gehenden geraden Linie, oder 
endlich in jweien in dem genannten Puncte fich durchfreugenden Gera⸗ 
den getroffen wird, je nachdem, mit Ruͤckſi icht auf die früher gebrauchte 
Bezeichnung, 

18.0 entweder < ober en oder > Mn iſt. 

Die Ebenen, welche den erwaͤhnten drei Lagen einer durch den 
Anfangspunct der Coordinaten geführten Ebene parallel ſind, erzeugen 
an der Flaͤche Ellipſen, Parabeln und Hyperbeln. Insbeſondere geben 
alle der Ebene xy parallelen Ebenen Ellipſen, deren Mittelpuncte in 
der Are der z, und deren Hauptaren jenen der x und y parallel ‚liegen. 
Die Dimenfionen diefer Ellipfen verhalten. ſich wie’ ihre Abftände van 
dem Anfangspuncte der Koordinaten. Ein Gleiches gilt auch von allen 
anderen Linien der zweiten Ordnung, welche durch eine dolge paralle⸗ 
ler Schnitte dieſer Flaͤche entſpringen. 

Es wird alſo unfere Flaͤche beſchrieben, wenn ſich eine ſtets burch 
einen firen Punet gehende gerade Linie laͤngſt irgend einer Eurpe. der 
zweiten Ordnung fortbewegt; ‚und da ed immer Folgen paralleler 
Schnitte gibt, welche an diefer Fläche Kraife darftellen, fo ift dieſelhe 
offenbar mit der krummen Oberfläche ded Kegels der Elementar- 
Geometrie einerlei. Da die Linien der zweiten Ordnung, wie aus 
dem Vorhergehenden erhellet, durch ebene Schnitte des gemeinen Kes 
gels entfteben, fo beißen fie auch gewöhnlich die Kegelſ Hnittö 
linien. 

Sept man in der Öleichung (f) F — a, == ß, fo. nimmt 
diefelbe die einfachere Form — | a 

et ax? 4 Byt Bu 


Unterfuchen wir nun die Bedeutung der Gleichung (1) . 
Az +-By?--Cr? +Dyz-+Exz--Fxy+Ge--Hy+Ix+-Ro=o, 
wenn AF? + BE’ LCD? — 4ABC— DEF=o il. 
6* 


an. 


04 


Mit Huͤlfe der ameſormmton IT Pain biefe Orkaung auf die 
Geftalt LET Be BEL EEE a 
(Mm) Mar ng per 0ER 48* — 
gebracht werden, wobei aus den in der'ngunten Borlefüng angegebenen 
Gründen weniaflens e einer der Coeffichenten M,N, P gleich | Nu iſt. 
Es ſey erſtlich bIgP =o. Sept man hier y=y-fV z=u 4 2, 
fo erhält, man eine ttandformirte Gleichung/ in welcher d die Coefficien⸗ 
ten don zit und yi wieder M und N find, und aus der ‘man die Glie⸗ 
‘der, ‚in | weldjen die erſten Potenzen diefer Coordinaten, naͤmlich z! und 
I" erſcheinen/ immer wegſchaffen kann, wenn man nuu 
J a ud ae_ae 
anninnit. Hi ir der obigen Gleichung & von 6 vetfäiedeit; "fo ſetze 
man nöd 3 x = F Bi ; und man flieht; T daß durch die Annahme 
""MeEhNer+ EHE 





das bön den" Eoorbinafen. x, yi zi freie, "Glied der ransformirten 
Gieichüng getitgt wird, Es laͤßt fi ch fo in unferem Halle die vorges 
legte Gleichung. jederzeit auf eine ‚nur, mit drei Gliedern derlchene⸗ 
entweder 


1. J „Mt Ny 4. Sı=o ober. 
(39). : M2.+- N?» L=e .. a . 
reduciren, wobei die Ateente, der Kürzo wegen weggelaſſen worden 
ſind. In der letzteren Gleichung iſt 
ra L=Ma+NEYHQEHRU HEN 
Es ſey zweitensi in der Gleichung (17) nebſt P auch noch N gleich 
Null, fo Tape fi ih aus berfelben mittelft der Subftitution = z' +2 


das mit 2/ verfehene Glied wegſchaffen, wenn man — — — * an⸗ 


nimmt. Iſt in der erwaͤhnten Gleichung ein Glied vorhanden, in wel⸗ 
chem y oder x erfcheint, fo kann die transformirte Gleithung auch nach 
von dem befländigen Gliede befreit werden. Enthält z. B. die Olei- 
dung en da8 Glied Ry, fo ſeze man y=y’-v, und laſſe 


2 
ner N —* ſeyn, ſo wird dadurch das letzte Glied der 


neuen Gleichung auf Null reducirt. Es bietet demnach die Gleichung 
(17) für P=o, N=o eine der beiden Formen 


or. 





(20) Mz -Ry+Sx=o, 

(31) “My Leo nn: tige 

dar, wobei‘ L = Ma rRi 
Bei der Gleichung 105% fommen in Veiug auf die Zeichen ihrer 

Glieder Bloß zwei Fälle in Erwägung. Es haben ndmlih M und N 

entweder einerlei oder verfchiedene Zeichen. Hiebei ift das Zeichen von 

S willfürlich, weil man bloß die Richtung der poſitiven x mit jener der 

negativen zu verwechfeln braücht, un das Zeichen der genannten Größe 

zu ändern. Demnach zerfällt die Hleichung: (18). in die untergeschneten 


(8) Mz--Ny7% — Sı=o, I 
(b) .  .. Ma — Ny: +50 


Aus der Sleichung.(19) entipringen in: Bezug auf d die Zeichen iße 
rer Glieder und die Anwaſenheit oder den: Mangel, von L folgende, bes 
fondere Gleichungen: W 


en on “ 


6) . Mat 4.Ny? + L=m.0: . 
(k) 'M2? NyM. Lewor- . 
0) . Mz — N: L 
: (m) Mz’ 4. Ny® TUN ET 
2) Mz Bea A 


Die Gleichung (2P), enthält, wie Hai aud) immer bie Zeichen 
ihrer Glieder nehmen Pie wegen | der Zilfirlichfeit der Richtungen 
der politiven Theile der ren ber x ind Ir. bloß den einen Ba 


(0) Mz: * B x. — Sx, = 0, 

Die Gleichung Ka each wfält in. 
de Dewiin. ri 
(9) © ‚Mz: Tr L *0. - — 


Der bloße Überblick dieſen zahn Gleichungen-lehrt, daß bie For— 
meu (i), (p); in grometriſcherx Hinſicht bedeutungslos find, da fie auf 
imaginaͤre Werthe.. dev Coordinaten führen, , Die Gleichung (m) gibt 
blog 20, yo, und gehoͤrt daher offenbar. der gegenwaͤrtigen Axe 
der x; die Gleichung (n}- zeigt zwei in dieſer Axe fi ich ſchneidende, und 
die Gleichung (q) zwei der Ebene x y, dieſſeits und jenſeits in glei⸗ 
chen ‚Abftänden parallel laufende Ebenen an, fo daB, und nur mehr 
die fünf Gleichungen (g), (h), (k), (I), (0) zur Unterfuchung übrig. 
bleiben , womit wir. und in der.näcfien, Porleſung teczaihenn werden. 
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Zwölfte Vorleſung. 
Über die geometrifche Bedeutung einer Gleichung 
ded zweiten Grades zwiſchen drei veränderlichen 
Größen. 
(Beſfſ chl u 4 





MU. die Befchaffenbeit der durch die ſleichong 
(8) Mz*.- N? — Bro o 
vorgeftellten Släche kennen zu lernen, ſchneiden wir diefelbe durch eine 
den Anfangspunct der Coordinaten in fid) enthaltende Ebene; die auf 
dieſe Ebene ſelbſt bezogene Gleichung des Schnittes ergibt ne , wenn 
man bie Auddrüde 
x = x’ cos. dh — y’sin.y e0s.d, 
y=xsn’ 4 y’cosy» cos.l, 
z == — 9 sin.d 
In obige Gleichung einführt, fie ift nämlich 
(M ein,d' +Ncos te cos, 9:)y@--aN sin.$ cos. 608.0. x/y/4-N sin.$t.x 
Sein. Feos.d. yP—8cos.y.xi=0; 
wobei vpraudgefegt Wird, daß bie Are der x’ in der Ebene xy liege, 
und p, 0 die Winfel anzeigen, welche die Aren der x/ und x, ferner 
die Ebenen x’y‘ und xy mit einander bilden, 
Die Größe, welche wir in den Vorkefungen über die Linien der 
zweiten Ordnung durch Ba — 440 vorgeſtellt haden, iſt hier 
= — AMNm. 4 sin. 0%, 
alfo fletö negativ, auögenommen, wenn einer der Winkel y, © ver- 
{chwindet , in welchem Falle diefelbe gleichfalls in Null übergeht. 


Die Oröße hingegen, welche am angeführten Orte H genannt | 


wurde, iſt, wie die Formel (6) der ſechſsten Vorleſung zeigt ı 
3” (M cos. 4? sin.9% +-N ces. , 
— 4MN sin, y? sin. 8? 
alfo ſtets von der Nulle verfchieden , ausgenommen , wenn beide Win 
rel 9,0 rechte fi find. 
Die dur den Anfangspunct der Coordinaten an die der Glei⸗ 
hung (g) entfprechende Flaͤche geführten Schnitte find alſo Enipfen 
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oder Parabeln, je nachdem fie die Are der x bloß in bem genannten. 
Puncte treffen, oder die ganze Are der x in fich fallen. Die Ebene yz- 
insbefondere begegnet der Släche nur in dem Anfangdpuncte ber Coor⸗ 
dinaten. Die geſammte Flaͤche liegt auf einer und derſelben Seite der 
Ebene yz, welche bei der oben vorausgeſetzten Beſchaffenheit von: 5. 
diejenige ift, auf welcher ſich die pofitiven x befinden. » 

Segen wir in der Gleichung (g) zuerft x + E flatt x, und for 
dann x = o, oder was daffelbe heißt, ſogleich E flatt x, fo erhalten 
wir die Sleihung des Schnitted, welchen eine in dem Abftande E vpm 
Anfangspuncte der Coordinaten auf die Are der x ſenkrecht geftellte: 
Ebene in der Släche erzeugt, und hiebei fönnen wir diefe Gleichung, 
auf die fchneidende Ebene felbft beziehen, wenn wir den Anfangspunct 
der Eoordinaten in den Punct, in welchem fie Die Are der x trifft, ver- 
legen, und die Axen der y und z ihren urfprünglichen Richtungen. pm | 
rallel annehmen. Da nun die erwähnte Gleichung 

ML N? =St£ 
it, fo geben alle auf die Are der x fenfrechten Schnitte unferer Fläche 
Elipfen, deren Hauptaren jenen der y und z parallel find, u 

Man wird fi) nun eine Vorftellung von der Geftalt diefer Fläche 
machen können. Sie heißt das elliptifhe Parabolsid.. Der 
Anfangspunct der Eoordinaten in dem der Gleichung (8) zum Grunde 
liegenden Syſteme ift ihr Scheitel, und bie Are der x ihre Hauptare. 

Das elliptifche Paraboloid kann auf feine Weife in Hyperbeln 
oder in geraden Linien, wohl aber in Kreifen gefchnitten werden... Um 
Die Lage der fchneidenden Ebene für den legteren Ball auszumitteln, 
ſetzen wir in der obigen Bleichung den Eoefficienten Des Productes x’ y1 
gleich Null, und die Coefficienten von y’? und. x’2 einander gleich, 
nämlich 

ain. p cos. pᷣ cos. == 0 
und M sin.0* 4Necos. pr cos. 6? == N sin. #%, 


fo bietet und die erfte Gleichung die drei Annahmen 


dar, für welche uns die zweite Sleichung beziehungsweife 


N M. » 
18.9 = — mM’ sin. 8 = V3 sin.Y — (en 


gib. Don diefen' Reſultaten ift im Allgemeinen nur eined ber beiden 
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letzteren anwendbar ; das vorhergehende, wenn N<M, das folgende, 
wenn N>M ift, und da im erſten Balle ein. d, im zweiten" sin.» zwei 
gleiche und entgegengefegte Werche befibt, fo find immer zwei Folgen 
paralleler Ebenen möglich, weldye das elliptiſche Paraboloid in Kreifen 
treffen. Die obigen Sormeln zeigen, daß diefe Ebenen ſtets den groͤße⸗ 
ren Hauptaren der auf-die Are des Paraboloide ſenkrechten elliptiſchen 
Sänitte parallel liegen. 

Iſt U N, fo find alle auf die Are des Paraboloids fentrechten 
Schnitte felbft Kreife, und außer denfelben find keine anderen möglich, 
welche Sreife erzeugen fönnten. Das fo befchaffene Paraboloid entfteht 
offenbar durch Umdrehung einer Parabel um ihre Hauptare. 

Schneidet man dad durch die Gleichung (g) vorgeftellte Parabo⸗ 
loſd mittelft einer zur Ebene der xz parallelen und von ihr um y=v 
entfernten Ebene, fo erhält man eine Parabel, deren auf die ſchnei⸗ 
dende Ebene bezogene Gleichung 

Mz’ — Sr - Nt=o 

ift; deren Hauptaxe demnach in der Ebene xy und der Are der x pa⸗ 
rallel liegt. Der Parameter diefer Parabel, naͤmlich J, hängt von 


v nicht ab; es find. alfo alle durch Schnitte, welche man der Ebene xz 
parallel führt, entftehenden -Parabeln einander gleih, und da die 
Scheitel derfelben in der Parabel liegen, welche die Ebene xy auf der 
Fläche beſtimmt, ſo wird ein elliptifches Paraboloid auch durch eine 
Parabel beſchrieben, deren Scheitel einer anderen Parabel ſo folgt, 
daß die Ebenen beider auf einander ſenkrecht und die Hauptaxen beider 
einander parallel und nach derſelben Gegend gerichtet bleiben. 

Dieſe Erzeugungsweiſe eines elliptiſchen Paraboloids ließe ſich 
leicht noch allgemeiner darſtellen, da es nicht ſchwer zu beweiſen iſt, 
daß überhaupt alle Parabeln, welche durch eine beſtimmte Folge parals 
feler Schnitte der genannten Släche erhalten werden, einander gleich 
find. 

Was die durch die Gleichung 
(b) Mz — N? -Sı=o 
ausgedruͤckte Flaͤche betrifft, fo iſt 
{M sin.® — N 605.9? cos 6?) yP® — aN sin.d cos. cos.d.x!y!—Nsin.y?.x’% 

— Ssin.$ cos.9.y'+ Scos.9y.x’=o 
die Sleihung eines durch den Anfangspunct der Coordinaten geführ- 
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ten Schnitted derfelben, auf die fchneidende Ebene bezogen; man er: 
hält diefe Sleihung, wenn man in der aus (g) abgeleiteten die Zei⸗ 
chen der Groͤßen N und S ändert. 

Die in der fehöten Vorlefung durch B? — 4AC vorgeſtellte Größe 
ift Bier 

= 4MN sın. #2 sın.6?, 

aljo im Allgemeinen pofitiv, und nur dann =o, wenn entweder $ 
oder 6 verfchiwindet. 

Die Größe, weldhe wir H genannt haben, hat hier den Werth 

5? (M cos. %2 sin. 62 — N cos. 62) 


fie verfchwindet, fobald 
1 N 
eos.Y% Vi 


Es wird demnach unfere Fläche von einer durch den Anfangöpunct 
der Eoordinaten gehenden Ebene entweder in einer Hyperbel oder in 
einer Parabel, oder in zwei fich durchkreugenden geraden. Linien ge= 
ſchnitten. Zur Bildung einer Parabel ift erforderlich, daß die ſchnei⸗ 
dende Ebene durch die Are der x gelegt werde, oder po ſey. Diele 
Vorausſetzung gibt uns für den Schnitt bie Gleichung 

(Msin. 6” — N cos. 6?) y’? 4 Sx = 0. 


St M sin. — "N"cos. 9? negativ, d.h. 15.0 < Vz fo 
find die Äfte der Parabel nach der Gegend der pofitiven x hin gerichtet; 
ift aber M sin. 0° — Ncos. 6 pofitiv, oder 195.4 > Vz: fo brei⸗ 
ten fich diefe Äſte nach der entgegengefeßten Gegend aus. Die Ans 
nahme 15.0 = Vs führt auf x’ =0o; in dieſem Falle entftehen 
zwei in der Ebene yz liegende, gegen die Are der z gleich geneigte ge: 
rade Linien, durch welche demnach der Übergang, der Äſte der Para- 
bein von der einen Richtung zur andern erfolgt. Daß diefe Geraden 
auch durd) den Schnitt unferer Bläche mit der Ebene yz erzeugt wers 
den, iſt num für fi klar, kann aber auch unmittelbar aus der Gleis 
dung (h) gefolgert werben. Übrigens ſieht man aus den obigen For⸗ 
meln, daß es unmöglich iſt, auf der hier betrachteten Flaͤche eine El 
Jipfe oder einen Kreis zu verzeichnen. 

Der Schnitt unſerer Flaͤche mit der Ebene xy gibt eine Para« 
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bel, deren Gleichung yt = = x ift; die Hauptare diefer Parabel bat 


die Richtung des pofitiven Theiles der Are der x, und ihre Scheitel 
fällt in den Anfangspunct der Coordinaten. Die Ebene xz hingegen 


begegnet der Släche in einer Parabel, welcher die Gleichung 2= — x 


gehört; die Hauptare diefer Curve ift die Verlängerung jener der Vo⸗ 
rigen nach der Richtung der negativen x, und ihr Scheitel liegt gleich» 
falls im Anfangspuncte. VBewegt fih nun eine diefer Parabeln ihrer 
anfänglichen Pofition parallel und fo, daß ihr Scheitel ftetö ein Punct 
der anderen bleibt , fo entfteht die der Gleichung (h) entfprechende Flaͤ⸗ 
he; eine Bemerfung, welche durch den Umitand gerechtfertiget wird, 
daß alle zu der Ebene xs parallelen Schnitte, und eben jo alle zu der 
Ebene xy parallel geführten, übereinflimmende Parabeln darbieten, 
mit deren Hülfe man fich am leichteften eine richtige Vorſtellung von 
der Geſtalt der Fläche (h) machen dürfte. Diefe Flaͤche heißt das by- 
perbolifhe Paraboloid. 

Betrachten wir noch die Anordnung der geraden Linien, welche 
auf dem hyperboliſchen Paraboloide gezögen werden fönnen. Da fich 
Durch jede derfelben und durch den Aufangspunct der Eoordinaten eine 
Ebene legen läßt, fo reicht ed hin, die gerablinigen Schnitte zu unter- 
fuchen, welche eine den Anfangspunct in fich enthaltende Ebene an uns 
ferer Flaͤche hervorbringt. Die Gleihung einer folchen Ebene ift, wie 
die in der dritten Vorlefung gegebene Formel (54) lehrt, 


z = (zxsin.d — ycos.Y) 18.6, 

worin + und 6 die oben angenommenen Bedeutungen haben. Verbin⸗ 

den wir biefelbe mit der Gleichung (h), fo wird 

AM cos. p 18.6°— N) y? — aM sin.p cos. 1g.0°.xy-—M sin}? 1g.9° ,x® 
+ Sx= 0, 


und dieſes ift eine der Gleichungen des Schnittes ber erwähnten Ebene 
mit der Flaͤche. Soll ein geradliniger Schnitt Statt Auden, fo muß 


ig 6 =. V% 


feyn; hiedurch verwandelt fich die letztere Gleichung in 

| —3Ngy.sy+ Ne. +Sı=e, 
and zerfaͤllt fomit in die zwei Gleichungen " 
xeo md 2Nig. pP. y — Ne .x — 90 
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deren jede mit der Gleichung der ſchneidenden Ebene zuſammengenom⸗ 
men eine der beiden geraden Linien darſtellt, in welchen dieſe Ebene 
dem Paraboloide begegnet. Die Gleichungen dieſer Geraden ſind dem⸗ 
nach, mit Rückſicht auf den Werth von 1g.6: 


S 
xXx0 32i8. p. x 4 — — 
—— und Fra 

M) = Vz - I * 


Die erſtere dieſer Geraden iſt eine der Durchſchnittslinien der 
Ebene yz mit der Fläche, und die andere, in welcher die ſchneidende 
Ebene der Fläche zum zweiten Male begegnet, gibt, auf die Ebene yz 
projicirt, eine zur zweiten Durchfchnittslinie.der Flaͤche mit der Ebene 


yz parallele Gerade. Man ann in den obigen Rechnungen V = 


auch mit dem entgegengefegten Zeichen nehmen; es gibt alfo auf dem 


buperbolifchen Paraboloide zwei: Snfteme gerader Linien, wovon die 
einen der Ebene z = — y Vz ‚ und die anderen der Ebene 


s=+ty Vz parallel liegen. 


Am Allgemeinen ift aus der Befchaffenheit der Schnitte, welche 
eine läche der zweiten Ordnung mit einer Ebene zuläße, leicht einzu⸗ 
fehen, daß wenn auf diefe Flaͤche eine gerade Linie moͤglich ift, darauf 
unzählige andere gezogen werden fönnen ; denn jede Ebene, welche duch 
Die erftere Gerade gelegt wird, muß die Fläche in allen Lagen, in wel 
hen fie ihe wieder begegnet, in geraden Linien fchneiden. 

Da die Sleichung 
(k) MN? —L=o 
die Eoordinate x nicht enthält, alfo für jeden Werth von x befleht, fo 
gehört fie einer Bläche, welche von allen auf die Are der x fenfrechten 
Ebenen in gleichen Ellipfen gefchnitten wird, deren Mittelpuncte ſaͤmmt⸗ 
lich in der genannten Are liegen, und deren Hauptaren in derfelben 
Drduung den Axen der y und 2 parallel find, 

Hieraus folgt nothwendig, daß alle auf die Ebene yz fenfrechte 
Schnitte diefer Bläche zur Are der x parallele gerade Linien geben, wo» 
von man fich auch beſonders überzeugen fann, wenn man die Glei⸗ 
chung · einer auf der Ebene yz fenfrechten Ebene, namlich —xxB o 
mit der Gleichung (k) verbindet, 
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Subftituirt man in (k) ftatt z und y die Ausdrüde 

— y’/sin.d und x’sin.d 4 y’ cos.%Cos.d, 

wobei » und 6 die befannten auf die Pofition einer durch den Anfangs- 
punct der Coordinaten gelegten Ebene ſich beziehenden Winfel find, fo 
erhält man die Gleichung des durch diefe Ebene verurfachten und auf 
fie ſelhſt reducirten Schnittes der Fläche, nämlich 
(M sin. 6° + N cos.%? cos.6°)y? + 2 N sin.» cos. 4 cos. . x’y/ 

4 Nsin.#.1? L= 
welche wegen ' | 0 
AN? sin. pꝰ cos. 3? cos. 9° — 4 (Msin.6° N cos. #2 cos. 6°) Nsin.# = 

— — 4MN sin. pꝰ sın. 6? , | 

fobald % und 8 von der Nulle,verfchieden angenommen werden, immer 
eine Ellipfe anzeigt, und für y==o oder 9==o zweien dee Are der x 
parallelen Geraden gehört. Ä J 

Es entſteht alſo unſere Flaͤche, wenn ſich eine Gerade, ihrer an⸗ 
faͤnglichen Poſition parallel, laͤngſt irgend einer Ellipſe bewegt, und 


heißt deßhalb der elliptiſche Cylinder. Setzt man Va=: ’ 
J = b, fo nimmt die Gleichuns wm» die Form | 


2 .- 

= t+»= En 
an. ey dieſe Gleichung die Grenze a welcher fich die Sleichung des 
Ellipfoids 


+5 4a: 


bei dem unendlichen Bafen von a ohne Ende nähert, fo kann man 
einen elliptiſchen Cylinder ald die Grenze eines Ellipfoids in Bezug auf 
das unendliche Zunehmen einer der drei Hauptaren der letzteren Fläche 
betrachten. Aus den für das Ellipfoid erhaltenen Reſultaten laͤßt fich, 
diefer Bemerfuhg gemäß, fogleich folgern, daß, wenn b>e ift, der 
durch obige Gleichung vorgeitellte elliptifche Cylinder von jeber der Rich⸗ 
tung der Are b parallelen und gegen die Richtung der Are c unter ei« 


nem Winfel, deffen Cofinus — E ift, geneigten Ebene in einem Kreife 


getroffen wird, weßwegen diefe Bläche mit dem fchiefen Eylinder 
der Elementar - ®conietrie einerlei it. Zür bw c: geht ie. in ben fo: 
genannten fenfrechten Cylinder über. 


03 
Auf diefelbe Weife wird gezeigt, daß die Gleichung 
0) | M“ -N’- L=o 
eine Fläche ausdrüdt, welche durch die Bewegung zweier, ihrer an- 
fänglichen Pofition paralleler und ſtets laͤngſt einer gegebenen Hyperbel 
fortfchreitender, gerader. Finien entſteht, und der byperbolifche 
Cylinder heißt. Diefe Flaͤche läßt Feine Freisförmigen Schnitte zu. 

Die Flaͤche, welcher die Gleichung . 

(0) M2—Ry— $Sı=o 
gehört, wird von einer Ebene „entweder in parallelen geraden Linien, 
oder in einer Parabel gefchnitten, j je nachdem diefe Ebene der Geraden, 


deren Bleihungen z= o und y * = x find, parallel ift oder nicht. 


Alle parallelen Schnitte geben gleich Parabeln. Diefe Släche if der 
fogenannte parabolifche Cylinder, und wird von einer Geraden 
beichrieben , weldhe fih, ihrer anfänglichen Poſi ition parallel, Tängft 
einer Parabel fortbewegt. 
Es bat alfo eine Sleihung des zweiten Grades zwifchen drei vers 
änderlichen Größen entweder ı) gar feine geometrifche Bedeutung, 
ober fie entſpricht 2) einem Puncte, 
3) einer geraden Linie, 
4) einer Ebene, 
- 5) zweien parallelen Ebenen, 
6) zweien ſich durchſchneidenden Ebenen, 
7) einem elliptiſchen Cylinder, 
8) einem hyperboliſchen Cylinder, 
9) einem paraboliſchen Eylinder, 
10) einem elliptifhen Kegel, 
11) einem Ellipfoide (einer Kugel), 
13) einem Hyperboloide mit ununterbeodie 
ner Hoͤhlung, 
13) einem Hyperboloide mit abgefonerten 
Höhlungen, ' 
14) einem elliptifchen Paraboloide, 
15) einem buperbolifchen Paraboloide, 


— 
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Dreizehnte Vorleſung. 


Über die Befimmung der Berührungslinien und 
Normalebenen der Eurven, und der Berührung 
ebenen und Normallinien der krummen 


Flaächen. 


Mn benfe fi durch zwei zu irgend einer krummen Linie ge: 
hörigen Puncte, deren Eoordinaten in Bezug auf ein rechtwinkliges 
Syſtem x, y, z und x<+-Ax,y-+Ay, z-+Lz find, eine Gerade 
gezogen, fo laſſen fich die Gleichungen derfelben auf dem in der fünf: 
ten Vorleſung bei der Auflöfung der erften Aufgabe eingefchlagenen 
Wege angeben. Sie find, wenn man die Coordinaten eined jeden 
Punctes der Geraden durch x’, y/, 2’ vorftellt: | 


() v_ı-. (« — 2); y—y-.) (z! — 2). 


Hier kann man die Größen Ax, Ay mittelft der Gleichungen der 
Eurve dur x, y, z und Az, oder, wenn man will, bloß durch z 
und Az daritellen. 


Man laſſe nun den Punct x<-Ax, y+Ay, z-+-Az fi dem 
Puncte x, y, z unendlich nähern, oder was daflelbe beißt, Az un: 
endlich Flein werden, wodurch auch Ax und Ay unendlich abnehmen 
müffen; fo nähert fih obige, die Eurve fchneidende Gerade unendlich 
einer anderen geraden Linie, welcher offenbar die Bleihungen 


(2) v_ zeit; Yoyelwn 


entfprechen. Die letztere Gerade wird die zu dem Puncte x, yı 2 
der Curve gehörende Berührungslinie oder TZangende genannt. 

Die Berechnung der Quotienten —, = aus den gegebenen 
Gleichungen der Curve wird nad) den * der Differenzialrechnung 
vollzogen, und ſomit bat die analytiſche Beſtimmung der Tangente 
einer Eurve feine Schwierigkeit.’ 

Man kann den Sleihungen (2), in fo ferne man y und = als 
Sunctionen von x anſieht, auch die Geſtalt 


(3) y_y-] (un); vr — = (vo) 
geben. 

Liegt die Curve, deren Tangente verlangt wird, ihrer ganzen 
Ausdehnung nad, auf einer und derfelben Ebene, fo wähle man diefe 
Ebene zu jener der xy, damit die dritte Coordinate z nicht weiter bes 
achtet zu werden braucht, alfo eine Gleihung zur analytifchen Dars 
fiellung der Eurve hinreiht. Die Gleichung der zu dem Puncte x, y 
gejogenen Tangente ift fodann | 


(4) areawon 


Der Differenzialquotient 5 — — gibt\hier bie trigonometrifche Tan: 


gente der Neigung der Serührenden gegen die Are ber xan. 
Im Allgemeinen ſi find 


dx | dy dı 


var + dy2-+ dee Var + dy%2 + de Vaxt + dy2 + dat 
die Eofinuffe der Winkel, welche die zu dem Puncte x, y, z irgend 


einer frummen Linie im Raume geführte Zangente mit den Richtungen 
der x, y, 2 bildet. 

Eine durd) den Berührungspunct einer Tangente auf ihr ſenkrecht 
ſtehende Gerade heißt eine Normallinie oder Normale der cor⸗ 
reſpondirenden Curve. Zu jedem Puncte einer Curve ſind unzaͤhlig 
viele Normallinien möglich; fie liegen ſaͤmmtlich in einer im Berüh— 
zungöpuncte auf die Tangente perpendifulären Ebene, welde die zu 
diefem Puncte gehörende Normalebene der Curve genannt wird. 

Sind x’, y’, 2' die Coordinaten irgend eined Puncted der zu 
dem Puncte x, y, z einer frummen Linie geführten Normalebeiie, 
fo iſt (fünfte Rorlefung, Pin Aufgabe) 


@-9+2% ’e—)+r -ı=o 
oder 
9 Wir Nate—ndm=o 
die Gleichung diefer Ebene. 

Bei ebenen Curven wird die in ihrer Ebene auf die Tangente eis 
ned Punctes fenfrechte Gerade die Normale diefed Punctes genaunt 
pre Gleichung ift 
(6) Yoya-Zwen. 





| 
| 
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Wir erwähnen bei diefer Gelegenheit noch einiger Benennungen, 
beren man ſich in der Lehre von den ebenen Curven zu bedienen pflegt.’ 
Die Stüde der Tangente und der Normale zwifchen der Abfeifenare 
und dem Berührungspuncte heißen vorzugsweife die Tangente und 
Normale der Eurve; die Stüde der Abfeiffenare hingegen zwifchen 
der Tangente und der Ordinate ded Berührungspunctes, und zwifchen 
der Normale und diefer Ordinate, Die Subtangente und Sub: 
normale: 

Wie die Gleichung (4) zeigt, ift das Stud der Abfeiffenare zwi⸗ 
ſchen dem Anfangspunete der Coordinaten und der Tangente, nämlich 


‚ ber Werth von x’, wenn yo gefegt wird, =x — IE dieſes, 
von der Abſeiſſe abgezogen, gibt 


(7) die Subtangente — ydı 


dy. 
Eben fo folgt aus (5) die Entfernung des Durchſchnittspunctes 


der Normale und der Abfeilfenare vom Anfangopunete = x +Z y I, 


und hieraus 
dy 


(8) bie Subnormale =’, 


Da die Tangente mit der Ordinate und Eubtangente, und die 
Normale mit der Ordinate und Subnormale rechtwinflige Dreiede bil- 
den, wovon die Tangente und die Normale die Hppotenufen find, fo 
haben wir 


(9) die Tangente = y Vı +7 ea et 


und 
(10) die Normale = y „ 14 2_ IVES Her, | 


Um diefe Sormeln auf Beifpiele ahzumenden, betradjten wir erft« 
lid eine Ellipfe, deren, Mittelpunct und größere Hauptare der Anz 
fangspunct und die Are der x fey, fo ift die Gleichung diefer Curve 
x 2 
atmen | 
wobel a und b die Hälften der beiden Hauptaren anzeigen. Hieraus 
folgt 








dy a h2x 
dı — — a2 
wird dieſer Ausdruck in (4) ſubſtituirt, ſo erhaͤlt man 


— 


xx’ vw. Zn on 
tra Mm! | 
} 


für die Gleichung der zu dem pancte : x, y gegogenen Tangente ı der 
Ellipfe. 
Die Subtangente der Ellipfe iſt 2—* == . Das Zeichen — 


bezieht fih Hier auf den Umftand, daß die Rage diefer Subtangente 
ber in der Formel (6) vore=sgefegten entgegengeſetzt iſt. 

Sur den Abitand des Durchſchnittspunctes Der Tangente mit Der 
sertängiten Abſeiſſenaxe vom Mittelpuncte findet man den einfachen 


Ausdruck =. Die Tangente ſelbſt it — [FIT e — *234 


ı.) 
. b?x 
ferner die Subnormale — — — 
— 
— —. 
Aus der Gleichung der Hyperbel, deren Mittelpunet und ouer⸗ 
are za als Anfangspunet der Coordinaten und Abſeiſſenare dienen, 
nämlich | 





und die Normale — 


* —A 
F fx = 1, 
d x 
ergibt fich Z = —— , folglid 
2x ‚Y = 1 
. a2 pe 


als Gleichung der zu dem Yunste = , geꝛogewn Zangente, 
Die Subtangente iſt hier == =, die Subnormale = „ꝛc. 


Der Parabel gehört, in Bezug auf den Scheitel als Anfangspunct 
der Coordinaten und die Hauptare als Abfeiffenare, die Sleichung 
y* AaXKy 
wobei « den Parameter vorftellt. Hieraus ergibt fich 
dy __ a 
dx 75 
alſo yyv = e@ +9 * ”) 
als Gleichung der zur Abfciffe x gehörenden Tangente, 
Der Werth der Subtangente ift == 2x, jener der Subnormale 
87. 
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Wie wir bereitö oben bemerft haben, iſt dad Stück der Abfeiilen- 
are zwijchen der Tangente eines Punctes einer ebenen Curve und dem 


"Anfangspuncte der Coordinaten = x — * ; ferner iſt das zwiſchen 


dem Anfangöpuncte und der Tangente befindliche Stüd der Ordinaten⸗ 
axe =y— I. Nähern fich diefe beiden Größen, oder auch nur 
eine derfelben, um fo mehr beſtimmten Grenzen, je größer x wird, fo 
nähert ſich die Tangente der Curve, und daher auch die Curve felbit, 
bei dem unendlichen Wachfen der Abfciffe unendlich einer beftimmten 
geraden Linie, dergeftalt, daß die Entfernung der Curve von diefer 
Geraden Feiner werden fann, ald jede angebbare noch fo kleine Linie, 
ohne jedoch gänzlich zu verfhwinden. Eine Gerade von der erwähnten 
Eigenfchaft heiße eine Afymptote in engerer Bedeutung des Wor- 
tes. Die Eriftenz der Aſymptoten ebener Curven hängt alfo von dem 
Umftande ab, daß 
7 und y — * 
bei dem unendlichen Wachſen von x nicht zugleich unendlich groß wer⸗ 
den. Das unendliche Zunehmen einer diefer Größen allein, der erſten 
oder der zweiten, zeigt eine der Are der x oder der Are der y parallele 
Afymptote an. Durch die genannten Größen wird zugleich die Pofition 
der Aſymptote beftimmt, den Fall ausgenommen, wenn die Örenzen 
beider verfchwinden, d. 5. wenn eine Afymptote durch den Anfangs- 
punct der Coordinaten geht, in welchem Falle'es noch nöthig ift, die 


d 22* 
Grenze des Quotienten —* für ein unendlich wachfendes x zu beach⸗ 


ten. Sieht man aber auf die Grenze ‚ welder ſich die Gleichung der 
Zangente, nämlich 





v—y-ll(w-n 


bei dem unendlich groß Werden des x ohne Ende nähert, fo raue diefe 
Unbeftimmtheit weg. 

Unter den Linien der zweiten Ordnung läßt bloß die Hoperbel 
Aſymptoten zu. Dieß erhellet ſogleich aus den Gleichungen der Tan⸗ 
genten dieſer Curven. Die Gleichung der Tangente der Hyperbel gibt uns 


— ⏑ 
— TO — 


9) 
alfo, in Bezug anf das unendliche Machfen von x, 


x’ y’ y 9% 
— —2⏑ 9 — 1 mo 
a? b3 ‚m x 


y_b a? 

—* „’ 
h 

alfo lım ——— 
x — a 


folglich y 42 r. 


Es entfprechen daher der Hyperrel zwei im Mittelpuncte derſel⸗ 
ben ſich ſchneidende und gegen die Queraxe unter gleichen, der Tangente 


⸗ 


entſprechenden, Winkeln geneigte Aſymptoten. 


EB Say )= 
die Gleichung einer Fläche, Durch den Punct x, y, z werde auf der 
felben was immer für eine Linie verzeichnet, fo fann man diefe Linie 
als den Durdfchnitt der gegebenen Släche mit einer anderen, deren 
Gleichung wir durch 
F(Xx, y, ) * 
andeuten wollen, betrachten. Bezeichnen wir die partiellen Differen⸗ 
zialquotienten =, 3, welche uns die Gleichung der erſten Flaͤche 


darbietet, durch p, q, und jene, welche ſich aus der Gleichung der 
anderen ergeben, duch P, Q, fo haben wir für die erſte Flaͤche bie 
Differenzialgleihung 
dz = pdx +4 qay, N 

de = Pdx + Qay. 

Da bier der Punct x, y, z fowohl der einen als ber anderen 
Flaͤche gehören fol, fo finden nicht mehr zwei independente variable 
Größen Statt, fondern jede zwei der Veränderliden x, y, 3 fönnen 


als Bunctionen der dritten betrachtet werden. Die Werthe von — , * 


ergeben ſich aus den zwei letzteren Gleichingen. Es wird nämlich 


und für die zweite: 
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Zieht man nun zu der auf der eriteren Bläche verzeichneten Curve 
in dem Puncte x, y, z eine De fo find ihre Gleichungen: 


or ee —— | 
Voraahwn \ 


Multiplicirt man die erfte diefer Gleichungen mit p, und die 
zweite mit q, und addirt man fodann die Producte, fo erhält man 
a) 7 Hr erpW—ny+tautVt—n. 
| Diefe Gleichung iſt von den Größen P, Q, und daher auch vi von 
der Geftalt der auf der Bläche f(x, y, 2) = o durd) den Punct 
x, y, z gezogenen Curve unabhängig ; fie wird Daher durch die Wer- 
the der Coordinaten jedes Punctes jeder zu dem Puncte x, y, z ges 
hörenden Zangente der genannten Curven erfüllt, und gehört deßhalb 
der Släche, in welcher alle diefe Tangenten liegen. Aber Die erwähnte . 
Gleichung ift in Bezug auf x‘, y’, x’ vom erften Grade, und drückt 
fomit die Pofition einer Ebene im Raume aus; es befinden fich dem⸗ 
nach alle zu einem beftimmten Puncte irgend einer Flaͤche geführten 
Zangenten der auf diefer Flaͤche Durch den genannten Punct verzeichne: 
ten Gurven in einer und derfelben Ebene. Man nennt diefe Ebene die 
zu dem gegebenen Puncte ber Zläche gehörende Berührungsebene. 

- Man fann Piefelbe auch als die Grenze betrachten, welcher ſich 
eine durch drei Puncte einer Bläche gelegte Ebene ohne Ende nähert, 
wenn die Abftände zweier diefer Puncte von dem dritten ald fir betrach⸗ 
teten unendlich Flein werden. Nimmt man für die drei Puncte dieje: 
nigen an, deren Coordinatenx, y, z, fenerx--Ax, y, z+Az 
und x, y-+-Ay, z-F Az find, uud bezeichnet may Die Coordinaten 
eined beliebigen Punctes der Ebene durch x’, y’, x’, fo hat man, 
wenn man die Gleichung diefer Ebene durch . 


Ar +By + Ce +Deo 

vorftellt, da die Ebene durch die genannten Puncte gehen foll, die 
Gleichungen 

Ax+-By+Cz-+- Do, . 

A(x+Ax) HBy+Ce@+A) -D=o, 

Ax + BGVOM CGA.PAAM D . 

Die erſte derſelben gibt, mit der allgemeinen Gleichung unſerer 

Ebene verbunden, 
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A@—) HB —)+C@—n)=o, 
und von jeder ber beiden anderen abgezogen , 


AAx + CAs=o oe Alu 


und BAy+Cdr=o oe 2 1, 
y’ 
daher ninımt die Gleichuns der erwaͤhnten Ebene die Form 


— 


an. Fa dem unendlichen Abnehmen von Aa nähern ſich Die. Quotien⸗ 
Az 
ten =, * „ ohne Ende den partiellen Differenzialgtiotienten J, 3, 
folglich i die Gleichung der su dem Puncte x, y, z gelegten Beruͤh⸗ 
rungsebene der Flaͤche 
2! —-z=p(@—s)+a—y) 

wie oben. 

Als Beifpiel mag bie Gleichung der Durch den Punct x, Yı x ge 
führten tangirendene Ebene eines Elipſons, deſſen Gleichung | 


©  +£ r +5 = 
ift, dienen. Man bat bier “ 


folglich + 2 + is: 


für die verlangte Geicung, Gi die tangirende Ebene eines Hoper⸗ 
boloids findet man eine aͤhnliche Gleichung. 

Das im Berührungspuncte auf die tangirende Ebene einer Bäche 
errichtete Perpendifel heißt die zu diefem Puncte gehötige Normale, 
und jede durch diefes Perpendifel gehende Ebene eine Normalebene. 
Stellen wir die Eoordinaten eines Punctes einer Fläche, wie es früßer 
gefchehen ift, durch x, y, z, und die Eoordinaten jedes Punetes ſei⸗ 
ner Normale durch x’, y’, z’ vor, fo find die Gleichungen diefer Nor⸗ 
male (dritte Vorleſung (11)) 


(13) x — xı tt p@— s)=o, | . 
V-rt+g@—)=o 
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Bierzehnte Borlefung. 
Über die verf&hiedenen Ordnungen der Berührung 
der Lini d Flächen. 
X | er Linien und Fläche 


⸗ D. Methode, deren wir und in der vorhergehenden Vorlefung 
jur Beſtimmung der Tangenten der Curven bedient haben, ift einer 
j j Erweiterung fähig, vermöge welcher fie fich ‚der allgemeinen Theorie 
jr * der gegenfeitigen Berührung frummer Linien zum Grunde legen läßt. 
nr Betrachten wir, der größeren Einfachheit wegen, vor der Hand 
bloß ebene Eurven, und beziehen wir diefelben auf zwei in ihrer ges 
meinfchaftlichen Ebene angenommene rechtwinflige Aren. 


Es ſey 
6) 76) 
die Gleichung irgend einer ſolchen voͤllig beſtiminten Curve. Setzen wir 
(2) x=9l) 


wobei 9 eine’ beliebige Yunction der Variablen t anzeigt, und lafien 
_ wir die Tegtere aus ihrem anfänglichen Zuftande nach und nach in 


t+- At, + a6t, + 3At,....t-nÄt ° 
übergeben, wodurch x fich in 


x, 4 X, _ X; Ivo. 000,9 Xs ' 
und y, der Gleichung der gegebenen Curve gemäß, fich in 
Yır Vaæ⸗ Yı et. 0.00%. Yn 


verwandle, fo wird auf diefer Curve eine Folge von Puncten beſtimmt, 
deren Intervalle von. der Größe der Differenz At abhängen. 

Yun fey 
(3) Y=F(X) 
die Gleichung einer Curve, worin n ‚oder noch mehrere unbeftinnmte 
Eonftanten erfcheinen, durch deren willfürliche Annahme die Pofition 
diefer Curve Hinfichtlich der Aren der Coordinaten, die Dimenfionen 
derielben u. d. gl. nach ©efallen -modificirt werden können. Da man 
im Allgemeinen immer im Stande feyn wird, die erwähnten Conſtan⸗ 
ten ſo zu waͤhlen, daß die Gleichungen 


(4) y=F(x), y=F(x,), y,=F(x,), eo 00. Y = F(x,) 
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Statt finden, fo Fann die ziweite Curve fo eingerichtet werben, daß fie 
durch die Punete der erfteren, deren Coordinaten 
X, Y3 Xıs Yır Kar Yı5j eo... Zar Yu 


find, hindurchgeht. 


Laͤßt man jetzt At unendlich abnehmen, fo nähern ſich die leptes  ' 


ren n Puncte dem erften, auf die Coordinaten x, y fich beziehenden, 
ohne Ende; die zweite Cyrve aber naͤhert ſich unendlich einer gewiſſen 
krummen Linie, welche der durch die Gleichung (1) vorgeftellten bloß 
in dem Puncte x, y begegnet, aber dafelbft mit ihr eine gemeinfchaft« 
liche Tangente befipt, die gerade Linie nämlich, welcher fich die durch 
die Puncte, deren Abfeiffen x und x, find, gezogene Secante unter 
obiger Vorausfegung unendlich nähert. Man fagt deßhalb die letzt⸗ 
genannte Curve ſtehe mit der gegebenen in dem Puncte x, y in Be⸗ 
rührung, und da die Anzahl der den Curven y==,f(x) und 
T=F(X) außer dem Puncte x, y noch gemeinfchaftlihen Puncte 
auf die Befchaffenheit der gefundenen Lerührenden, folglich andy auf 
die Art der Berührung einen wefentlichen Einfluß ausübt, fo unters 
fheidet man, in uͤbereinſtimmung mit diefer Anzahl, mehrere Ordnun- 
gen der Berührung, und nennt fomit: die in dem obigen Falle ſich er⸗ 
gebende, eine Beruͤhrung der nien Ordnung. 

Behandelt man die Gleichungen (4) wie die Glieder einer "Haupt: 
reihe, wenn man mitteljt derfelben die erften Glieder der fucceifiven 
Differenzreihen auffucht, fo findet man die den Gleichungen (4) völlig 
gleichgeltenden Gleichungen 
HD) 7 FG), Ay AFG), Ay 

Ae y Ar F(5); 
oder, mit Ruͤckſicht auf d die Öleichung (1) 
(9) Fk)=f(x), ar =, D?F(x) = fo), .... 
Fa) = dr f(), 
durch welche die Wenhe der in der Gleichung (3) enthaltenen Conſtan⸗ 
ten fo beſtimmt werden, daß die Curve IFC(X) die gegebene 
y=f(z) in den oben angezeigten n-- ı Puncten trifft. 

Bei dem unendlichen Abnehmen von At verwandeln ſich die Glei⸗ 
chungen (6) in 
(7) F&) =/0, = df(x), PFG@)=drf(z),.... 

F() AF (ũ), 
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wobei. die Differenzietionen fo zu verrichten find, daß Atu=o ifl. 
Um alfo die Gleichung der unter der allgemeinen Form 


Y= Fix 
begriffenen Curve zu erhalten, welche mit der gegebenen 
" y=/@ 


fi in’ einer Berübrung der nen Ordnung befindet, muß man bie in 
F(X) erfheinenden Conftanten, den Gleichungen (7) gemäß, durch 
x dusdrüden. 

Wie diefe Deduction zeigt, beſteht das Weſen einer Berührung 
der nten Ordnung zwiſchen zwei ebenen Curven darin, daß in Bes 
siehung auf irgend ein rechtwinfliged Coordinatenfpitem die n erften 
Differenzialien der Ordinaten diefer Curven für die Abſciſſe des Beruͤh⸗ 
rungspunctes gleiche Werthe annehmen. 

Je höher der Ordnungsexponent der Berührung zweier ebenen 
Curven ift, defto näher liegen fich diefelben in der Gegend des Berüh: 
rungöpuncted; und zwar ift es nicht möglich zwifchen diefen Curven 
durch ihren Berühtungspunct eine dritte Curve zu verzeichnen, welche 
mit denfelben in einer Berührung von niedrigerer Ordnung fleht. 

Denn befinden fid) die Curven 

y=/b) wm FCG) | 
in dem Puncte, deifen Abſciſſe x ift, in einer Berührung der aten Ord⸗ 
nung, und nehmen wir den Unterſchied ihrer von dem Berührungs— 
puncte um die Differenz Ax entfernten Ordinaten, fo erhalten wir 
dafür, vorausgeſetzt, daß die gemeinſchaftliche Tangente der beiden 


af — nicht unendlich 


wird,.und in den obigen Betrachtungen t=x oder dx conflant if, 
wegen 


Eurven der Are der y nicht parallel lauft, alfo - 





AF(x) afı d2F d? 
FG) =/@), —— = In, —2,.. .. 


de F x) def (x) 
Ten Te 
mit Huͤlfe des Taylor’fchen Lehrſatzes 
Eis+Ar)—fıı+Ax)= — — -/at(s49Ax)], 
wobei ©, 9 die Einheit wicht überfchreiten. | 
Eine Eurve y=Y(x), welche den beiden erfteren in dem Puncte, 
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deffen Abfeilfe x ift, begegnet, aber daſelbſt mit benfelben eine Beruͤh⸗ 
rung von niedrigerer Ordnung als die oben genannte Barbietet, gibt und 
Axrtı 


FO+äa) ++ AN [Frrı(x+9'Ax) -Prr(x4 0’ As) ], 
wobei r<niit. Bei den Fleinften Werthen von Ax wird daher offen» 
bar ohne Rüdficht auf die Zeichen 

F(x+ ds) — fix+&x) FGMAX) — yls+ Ar), 
weßwegen ed unmöglid ift, daß die dritte Curve zwiſchen ben beiden 
erfi: en hindurch gehe. 

Es wird nun nicht fehwierig feyn, die hier gegebene Theorie der 
Berührungen ebener Eurven auf jene wie immer geitalteter, im Raume 
fid) begegnender, Curven auszudehnen. 

Laſſen wir anfänglich die beiden Curven n+ ı Puncte mit einans 
der gemein haben, und fodann diefe Puncte ſich unendlich nähern, das 
mit die eine als variabel betrachtete Curve dem Zuftande einer Beruͤh— 
rung der nten Ordnung mit der anderen urfprünglich gegebenen ohne 
Ende näher trete, und fehen wir dabei auf die Projectionen, welche 
diefe Curven in den coordinirten Ebenen darbieten, fo erhellet fogleich, 
daß zwifchen diefen Projectionen ebenfalls eine Berührung, wenn nicht 
von höherer, doch wenigftens von derfelben Ordnung Statt findet, wie 
bei den projicirten Curven felbft; und umgefehrt, daß, wenn die Pros 
jectionen zweier Eurven anf zwei der coordinirten Ebenen, jedes Paar. 
für fih, in einer Berührung einer beftimmten Ordnung ftehen, diefe 
Berührung auch zwifchen den projicirten Curven felbft befteht. 

Die Sleihungen irgend einer gegebenen Curve laſſen ſich ſtets 
auf die Formen 
(8) y=fSß), ef), 
und jene der Curve, welche mit diefer im Puncte x, y, z in einer 
Berühru.'g der nen Ordnung fiehen fol, auf die Formen 
(9) Y=FßRX), Z= F(X) 
bringen. Dinn find in jeder der zwei zufammengehörigen Gleichungen 
einer Curve alle drei Coordinaten enthalten, fo eliminire man ein Mal 
eine, und das zweite Mal eine andere derfelben ; hiedurch ergeben fi 
die obigen Formen. 

Da der Projection eines beliebigen Punctes x, y, z auf die 
Ebene xy diefelben Werthe von x und y zukommen, welche dem pro- 
jieirten Puncte felbjt gehören, fo wird der Sleichung y= f(x) aud 





—r-.-- — S 
— — — ‘ .. 
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durch alle Puncte der Projection der gegebenen Curve auf die Ebene 
xy Genüge geleiltet; oder mit anderen Worten: yz=f(x) iſt die 
Gleichung diefer Projection felbft, in fo ferne man fie auf ein in der 
Projectionsebene angenommened Eoordinatenfyitem bezieht. Eben fo iſt 


'z== fl (x) die Sleichung der Projection derfelben Curve auf die Ebene 


xz, und daffelbe gilt auch von den Gleichungen der anderen Curve. 
Wird nun gefordert, daß zwifchen beiden Curven eine Berührung 
der nen Ordnung Statt finde, fo müllen folgende Sleichungen beftehen : 
Fh)=f(), “ro =—=df(x), dF(x)=d'f(x),...- 
. de F(x) = d" f(x), 
F'(x) =f (x), Ich afı(x), EF(x)=d f(x), .... 
. de F' (x) = du fi (x) ‚ 
mittelft welcher man dei in den Gleichungen (9) erfcheinenden Conſtan⸗ 


ten, vorausgefegt, daß fie in hinreichender Anzahl vorhanden find, 


dermaßen beflimmen fann, daß wirklich zwifchen beiden Eurven in dem 
Puncte x, y, z eine Berührung der nfen Ordnung zu Stande koͤmmt. 
Es iſt alfo zum Vorhandenfeyn einer folhen Berührung bloß erforder: 
lich, daß. für beide Curven fowohl die Coordinaten des Berührungd- 
punctes, als auch die Differenzialien diefer Coordinaten der Reihe nach 
bis zu jenen der nen Ordnung mit einander übereinflimmen; daher fann 
man die erwähnten Eonftanten beflimmen, wenn man die Sleichungen 
beider Eurven n Male hinter einander differenzirt, und alle nun vor; 
handenen Bleichungen zufammen beftehen läßt, die gegebenen Sleichun: 
gen der Eurven mögen obige Formen (8), (9) haben oder nicht. 

Man fieht aus dem hier Geſagten ohne weitere Erinnerung , daß 
zwifchen einer geraden Linie und einer Eurve im Allgemeinen blog eine 
Berührung der erften Ordnung beſtehen fann, denn die Gleichungen 
einer Geraden im Raume enthalten in ihrer allgemeinften Korn bloß 
vier beftändige Größen, welche demnach eben hinreichen, die Ge⸗ 
rade durch einen gegebenen Punct der Curve fo gehen zu laſſen, daß 
dort die erften Differenzialien ihrer Coordinaten mit jenen der Curve 
übereinjtinnmen. In befonderen Fällen, nämlich für fpecielle Puncte 
der Curve, fann jedoch dieſe Berührung zu einer höheren Ordnung 
fleigen, wie wir weiterhin zeigen werden. 

Stellen wir und nun vor, zweien in einem Puncte fich begegnen- 
den Blächen gehöre dafelbit die nämliche Beruͤhrungdebene, d. h. zwi⸗ 
fhen den Blächen finde in dem genannten Puncte eine Berührung 
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Etatt, und durch den Beruͤhrungspunct werde eine Normalebene ge- 
führt, fo fchneides dieſelbe die beiden Flächen in frummen Linien, welhe 
ſich in eben diefem Puncte berühren, da fie in demfelben die Durch: 
fchnittslinie der Normalebene mit der Berührungsebene der Slächen 
zur gemeinſchaftlichen Tangente haben. Andert die Normalebene ihre 
Lage, ohne jedoch den Berührungspunet der Klächen zu verlaffen, fo un⸗ 
terliegt im Allgemeinen die Seftalt jeder der Curven und ihre gegenfeitige 
Annäherung einem Wechfel. Man fagt nun, zwifchen den beiden Blächen 
beftche eine Berührung der nten Ordnung, wenn die geringfte Ordnungs⸗ 
sahl der Berührung je zweier Durch einen folchen Normalſchnitt erzeugter 
Curven gleich n ill. 

Es ſeyen 
(10) y = (x, y) und 
(11) .. Z=F(X,YW) 
die Gleichungen zweier in dem Puncte x, y, 2 fich berührender Flaͤ⸗ 
dien, wovon wir und, hier die erfte ald völlig beftimmt, die zweite hins 
gegen, der willfürlichen Conitanten wegen, welche in ihrer Gleichung 
vorhanden find, als unbeflimmt denfen. Sind x’, y/, z' die Coor⸗ 
Dinaten irgend eines Punctes ihrer ¶inſcheſtlichen Benihrungsedent, 
fo ift die Gleichung diefer Ebene ſowohl 


4 d 
„1-2 wer 5 un 
ald auch 
z! — = EN (a — 2) + — ER TI y—y); 


weßwegen nebft der, durch den Umitand, dag der Punet x, y, z beis 
den Flaͤchen zugleich gehört, geforderten Sadung F(x,y)=f(x,y) 
noch die Gleichungen 
dF&,y) _dfa,y dFay _df(i,y) 
dıı "(th nun 
befiehen müffen. Wir wollen nun vorausfegen , daß die erwähnte Be⸗ 
rührungsebene der Are der z nicht parallel fey, damit Feiner diefer 
partiellen Differenzialguotienten unendlich werde. Die Gleichung irs 
gend einer Durch den Punct x, y, z geführten Ebene hat, wenn x’, 
y’, 2’ die Coordinaten jeded Punctes derfelben anzeigen, die Form + 
2 — z=A(vV—x) + Bir —yı | 
wobei die willfürlihen Größen A, B erfl in fo fern beflimmte Werthe 
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erhalten, als die Pofition diefer Ebene nicht mehr ungewiß ift, Schrei⸗ 

af(z,y) af(,y) 
FF Zur Pal 

und ——— — , fo wird Teßtere Ebene eine Normal 


ebene beider Flaͤchen ſeyn, d. h. auf ihrer gemeinſchaftlichen Berühs 
rungsebene ſenkrecht ſtehen, wenn 
Ap+tBqgq+tım=o 

iſt, wodurch alſo nur mehr eine der Groͤßen ÄA,B willfürlich bleibt. 

Die Sleichungen der Kurve, welche durch eine dem Puncte x, 
y, 2 zugehörende Normalebene auf der Flaͤche (10) hervorgebracht wird, 
find, wenn x’, y/, z’ die Coordinaten jedes Punctes diefer Curve 
andeuten: z/=f(x',y‘) und z’— z=A(x’—x)+4B(y/---y), wo⸗- 
bei A und B durch die Bedingungdgleihungg Ap-Bq tı =o 
mit einander sufammenpängen; eben fo find bei ähnlicher Bedeutung 
von X’, W, Z7 
Z=FX,YV) und Z—z=A(X—x) + B(V’—y) 
‚ die Öfeichungen der durch eben diefelbe Normalebene auf der Fläche (11) 
erzeugten Curve, wobei wieder Ap + Bq + ı =o if. 

Stellen wir und nun vor, aus beiden Spftemen diefer Gleichuns 
gen ſeyen nach verrichteter Elimination einer der Örößen A, B, z. B. 
der Größe B, und, indem man x’, X’ als Die independenten Va— 
riablen anfieht, deren höhere Differenzialien So gelten, die Werthe 
der Differenzialquotienten | 


ben wir, der Kürze wegen, p und q ftatt 


— N er en 


dy diy' d’y’ ds‘ den’ din 
Fr ro ⏑ ro 
dY AaY daY dt dW d’z’ 


. “ v [2 


ax! Axt ax!" axn! dxe’ dx’ 
berechnet, fo mülfen, wenn zwifchen den durch erwähnte Normalebene 
bei jeder ihrer Pofitionen auf beiden Flächen hervorgebrachten Eurven 
wenigitens eine Berührung der niet Ordnung Statt finden foll, die 
correfpondirenden dieſer Differenzialquotienten bis zu jenen der nien Ord⸗ 
nung für beide Slächen, unabhängig von dem Werthe von A, einerlei 
Werthe erhalten, wenn man die Coordinaten x, y, 2 ded Berührung: 
nuncted an die Stelle der allgemeinen Coordinaten treten läßt. Das 
durch erfcheinen aber je zwei einander gleichgeftellte Differenzialguotien= 
ten aus den der Fläche, auf welche fie fich beziehen , entfprechenden 
Größen 


Bu 


o | “ ' 100 
St, yn, fer fen N, df,y) daf@,y) y) daf(x,v) d“f(x,y) 
‚7 A Tram ' dxay ’ dy? 
ar. N dF(z, AF(x,y) d?F(x,y) d:F(x,y) dıF(x. N, 
Fan: — ae day 
auf einerlei Bee gebildet ;" fie Fönnen daher nicht übereinjtimmen, wo: 
fern nicht, außer den oben bereits angeführten, auch noch die Gleis 
dungen 
®Fis,y)_df(x,y) dF(r,y)__d?f(x,y) d?Fi(x,v)__d?f(x,y) 


ı 16. 





de dm !Axdy didy ' di dy 
d’F(x,y)- d’f(x,y) 
an ug tt 


bis zu jenen, worin Differenzialien der nten Ordnung erfcheinen, rea- 
lifirt werden. Diefes find demnach die Bedingungen, welchen die in (11) 
enthaltenen Eonftanten genügen müſſen, damit die Flächen (10) und 
(2) am Puncte x, y, 2 fi in einer Berührung, der nten Ordnung 
befinden. 
Da, fobald diefe Bedingungen erfüllt fü ind, die Differenzialquo- 
tienten 
' d’s’ di’ d&Y' 2’ 
F, I, ... S, u re. und wir en ., ꝛe. 
für v=X’==x einander beziehungsweiſe gleich kommen, wenn auch 
A und B nicht durch die Sleihung Ap +Bq -+ ı ==o mit einan: 
der in Verbindung flehen, fo fieht man, daß überhaupt zwei mit eins 
ander in einer Berührung der nten Ordnung befindliche Flächen, von 
jeder durch den Berührumgspunst gelegten Ebene in Eurveh gefchnitten 
werden, zwiſchen welchen wenigiiend € eine Berührung der nten Ordnung 
obwaltet. 
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Bünfzehnte Vorlefung. 
Über die Beffimmung des Krümmungsfreifes eis 
ner Curve. 


E. ſey die Gleichung einer ebenen Curve fuͤr ein auf ihrer Ebene 
angenommenes rechtwinkliges Coordinatenſyſtem gegeben; beſtimmen 
wir die Poſition und Groͤße eines Kreiſes, welcher mit dieſer Curve im 
Puncte x, y in einer Berührung der erſten Ordnung ſteht. Sind 
E, v die Coordinaten ded Mittelpunctes eines Kreifes in dem angenom⸗ 
menen Coordinatenfyfteme, und ift p fein Halbmeiler, fo iſt 
(1) G- +0 -V=r . | 
die Gleichung deffelben. Soll nun der Kreis der Curve in dem gege— 
benen Puncte begegnen, fo muß die Bleihung (1) beftehen, wenn man 
ſich unter x und y die Coordinaten dieſes Punctes, folglich y durch x 
der Gleichung der Curve gemäß beſtimmt denkt. „Soll überdieß der 
Kreis fich mit der Curve in einer Berührung der erflen Ordnung befins 


den, fo muß auch noch der Differenzialquotient =, fowohl aus der 


Gleichung der Curve, ald auch aus jener des Kreifes berechnet und auf 
ben gegebenen Punct bezogen, einerlei Werth erhalten, d. h. die Durch 
Differenziation von (1) entftehende Gleichung 


(2) «—HD)dax+-y—v)day=o 
muß richtig foyn, wenn man y und 7 als durch die Sleihung der 


Curve beftimmte Zunctionen von x anfteht, und dabei die legtere Va⸗ 
riable mit dem vorgejchriebenen Werthe belegt. 

Es wird alfo der vorgelegten Aufgabe Geuüge geleiftet, wenn 
man die Werthe der Eonflanten E, v, p den auf den Punct x, y der 
Curve bezogenen Gleichungen (1) und (2) gemäß wähle. Da hier die 
Anzahl der Conftanten, über welche man verfügen fann, die Anzahl 
der Öleihungen, an welche fie gebunden find, überfteigt, fo werden 


fih offenbar ungählig viele Kreife von der geforderten Beſchaffenheit 
‚angeben laſſen. 


Es wird am bequemften feyn, mitteljt der Gleichungen (1) und (2) 
E und vdurd x, y, dx, dy und p auszgudrüden. Die zweite Glei⸗ 
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dung gibt und 
1 -:=— 1-92; 
ſubſtituiren wir dieſen Ausdrud für x—E in die erfte, fo haben wir 


0-9 (+3) = pꝛ, 


dx 
VA ray: 
d 
wodurch x — ne) 
4 F Var +dy 


wird. Hat man alfo die Größe des Halbmeſſers p nach Belieben ans 
genommen, fo werden die Coordinaten des Mittelpunctes des Kreiſes 
durch die Formeln 


3 — X nn dr \ 
26 I * Vax + day? 


gefunden. Wir bemerfen hier, daß fir jeden Werth von p zwei Wers 
the von E und v möglich find ; es gibt alfo für jeden mit der Curve in 
Berührung fiehenden Kreis noch einen ihm gleichen, die Curve an ders 
felben Stelle berührenden: jedech befinden filh diefe zwei Kreife auf 
entgegengejegten Seiten des durch fie berührten Aftes der Eurve. In 
der Zhat, find E,, v, die Coordinaten des Mittelpunctes des einen, 
und E,, v, die Coordinaten ded Mittelpuncted des andern, fo beftes 
ben, wie die Formeln (3) zeigen, wenn man dafelbft Vax? + dy? 
ſowohl pofitiv ald negativ nimmt, die Sleihungen 


& + & = 2x, v+ v= 27; 
aus welden hervorgeht, daß &,, E, nicht zugleich Fleiner oder größer 
als x, und v,, v, nicht zugleich, Heiner oder größer als y ſeyn Fönnen. 
Betrachten wir in der Gleichung (2) E und v, der Unbeſtimmt⸗ 
beit von p wegen, als veränderlide Größen, und geben wir diefer 
Gleichung die Geſtalt 


-3E-0. 


ſo ſtimmt dieſelbe mit der in der heeiiehnten Vorlefung erhaltenen Glei⸗ 
dung (6) überein; ed liegen alſo die Mittelpuncte allet mit einer Curve 


an einer und derfelben Stelle in Berührung flehender Kreife in “der , 
zum Berührungspuncte gezogenen Normale, was auch ohne Rechnung 
aus dem Umftande hätte erfchloffen werden koͤnnen, daß der Kreid und 


die Curve im Berührungspuncte diefelbe Tangente befigen. 
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Es foll nun die zwifchen der gegebenen Curve und dem Kreiſe (+) 
im Punete x, y Statt findende Berührung zur zweiten Orbnung ges 
hören. | 
An diefem Falle ımüffen die Größen E, v, p fo befchaffen ſeyn, 
daß außer den Gleichungen (1) und (2) auch noch das Differenzial der 
Sfeihung (2), oder; wenn man will, das Differenzial der Gleichung 


d 
x-E+0-JZ2=0o 


nämlic) die Gleichung 
dı? + dy? d 
(4) ST r+ Video 


befieht, wenn man die darin erfcheinenden Coordinaten und ihre Dif- 
ferenzialien in Bezug auf den Punct x, y des Kreifes und der Curve 
als gleichbedeutend anfieht. Ä 

‚ Aus der Gleichung (4) folgt 


% de+ dy 
y—-ız — —; 

dx.d“! 

"O7 dx 


mit Hülfe diefes Ausdrudes gibt ung die Gkeihung (2) 

| _ (dx? -+ dyY)dy 

— — — Fr / 
dı?.d—. ’ 

und daher erhalten wir aus (1) 


pP=Ve-H ro „lt rn. 


dı?.d-— 


x—$ 


Es werden demnach die Coordinaten des Mittelpunctes des mit 
der Curve im Puncte x, y in einer Berührung der zweiten Ordnung 
befindlichen Kreifes durch die Formeln 


(dx? + dv)dv (ds? + dy?)dy 
6) E=x — nn mr  — 
dw.a“ dxd'y dydıx 
dı 
dı? + dy? — (ds? + dy2) dx 
*17 412 ——— 


2 
_ (de dp 
dy dıdy — dyd’x 
dı? 0 —ñ— 
dı 


audgedrüdt, und fomit ift diefer Kreis fowohl der Größe ald Lage 


p 
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nach völlig beſtimmt, d. 5. zu jedem Puncte einer Curve gehört bIoß 
ein einziger Kreid, welcher mit derfelben in einer Berührung der zwei— 
ten Ordnung ſteht. Man wird nun leicht einfehen, daß es im Allge- 
meinen nicht möglid) ift, einen Kreis anzugeben, deifen Berührung mit 
einer Curve zu einer höheren Ordnung als zur zweiten gehörte; denn 
biezu würde erfordert, daß die drei Conftanten E, v, p aud) noch deu 
ferneren Differenzialien der Sleichung (1), alfo mehr als drei Glei— 
dungen Senüge leiften, was nur in einzelnen Sällen, nämlich nur für 
befondere Puncte fpecieller Eurven angeht. 

In obigen Formeln fönnen ſich die zweiten Differenzialien nach 
Belieben auf ein conſtant' geſetztes erſtes Differenzial beziehen oder 
nicht; fie bieten ſtets einerlei Reſultate dar. Meiſtens wird bxTSo 
angenommen; hiedurch nehmen dieſe Formeln die einfacheren Geſtalten 


(ds? + dy?)dy 
6 ber nt 


_ de +4 . 
OO dıdy 
an. 


Der dur die Formeln (5) oder (6) beftimmte Kreis fleht mach 
dem, was wir in der vorhergehenden Vorlefung über die Eigenfchaften 
höherer Ordnungen der Berührungen der Curven gefagt haben., mit 


‚der vorgelegten Curve an der durch die Koordinaten x, y bezeichneten 


Stelle in einer innigeren Berührung, als jeder andere Kreis, fo daß 
ed nicht möglich ift, dafelbft zwifchen der Curve und dem erfteren Kreife 
einen anderen hindurch zu führen. Wlan fann die Krümmung einer 
Curve in jedem beliedigen Puncte füglich nad) der Krümmung des Kreis 
ſes beurtheilen, welcher ihr dort unter allen Kreifen am nächften kommt; 
daher wird der Kreis, deifen Berührung mit einer Curve zur zweiten 
Ordnung gehört, der dem Verührungspuncte entfpredhende Krüm— 
mungöfreis, fein Halbmeiler der Krümmungsbalbmeffer, 
und fein Mittelpunct dee Krümmungsmittelpunct der Eurve 
genannt. — —*— 

Man kann den einem beſtimmten Punete x, y eingr Curve Vnt. 
fprehenden Krümmungsmittelpunct ald die Grenze betrachten, welche 
fi) der Durchſchnittspunct der Normale des Punetes x, y mit der 
Normale eines zweiten Punctes der Curve bei dem unendlichen Abneh⸗ 

Ettingshaufen’s math. Vorleſungen. II, 8 
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men des Abftandes beider Puncte unendlich nähert. Denn ed feyen 
x--Arxr, y-+Ay die Coordinaten des zweiten Puncted der Curve; 
x’, y' die Eoordinaten irgend eined Puncted der zu dem erfteren, und 
x’, ysı die Coordinaten irgend eines Punctes der zu dem lehteren ges 
zogenen Normale, fo beſtehen (dreizehnte Vorlefung (6)) die Glei⸗ 
dungen 
„+0 —-92 
+ + tan 38 ='o. 

Bezeichnen wir die Coordinaten ded Durchſchnittspunctes beider 
Normalen durch E, v, fo fönnen wir fowohl x’ ald x’ glei 8, und 
ſowohl y’ als ygleich v nehmen. Wir doben fomit erftlich 


+0] =o, 
welche Gleichung mit (2) einerlei iſt, und ferner 


E- c+A) + og +An) Et so, 


d(x + Ax) 
welche Gleichung, von der vorpergehenden abgezogen, 
_. [ea +ay dy+ay) _ 
J + GV) Fe - =] * a7 75 u 
oder 
| d(y+4Ay) dy 
Ar + Ay a tr I — ))A—-=0 


gibt, woraus man, wenn Ax in den Zuftand des unendlichen Abneh⸗ 
mend verjegt wird, 


Ux +5. +0-ValIwo, 
nämlich die Gleichung (4) erhält. Es find alfo die Grenzen, welden 
fid) E und v bei Dem unendlichen Abnehmen von Ax ohne Ende nähern, 
mit den in (5) aufgeftellten Werthen der Coordinaten des zum Puncte 
x, y gehörenden Krümmungsmittelpunetes einerlei, woraus die Rich 
tigfeit der obigen Behauptung erhellet. 


Da die Länge der zu dem Puncte x, $ einer ebenen Curve ge: 
hörenden Normale (dreizehnte Worlefung (10)) durch die Formel 


 yVantey 
1% 5 Ei ” ausgedrüdt wird, fo hat man, wenu man dieſe Länge 


durch N bezeichnet, und fie in die Dritte der Formeln (5) einführt, den 
Rrümmungshalbmefler 
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Ns dx 
| ds 
und für dx o, 
(8) ee Nsdx 
A75 


Berechnen wir nun die Größe des Arümmuhgshalbmeffers fuͤr 
irgend einen Punct einer Ellipfe, deren Halbaren a und b find. 

Die Sleichung der Ellipfe ift, wenn die Äbfciffen vom Mittelpuncte 
aus auf der Are aa gezählt werden, 


atmen 


ir: b?x 
und gibt und dy — — Bey 3 alſo 
as yꝛ2 4 ba x2 

at y3 


dx? 4 dy? == dit, 


und wenn d?x == 0 angenommen wird, 


day „eby—xdaydn „ _ dal 


aa y? a3 y? a, 

2 

⸗ 4 ha. 3)% 
folglid pi IHR, 


wobei jüboch zu bemerken ift, daß die Quadratwurzel aud (a*y* -+b* xt)* 


mit dem Zeichen — genommen werden muß, um p, welcher Größe 


offenbar nur ein pofitiver Werth beigelegt werden kann, mit Dem Zei⸗ 
hen + zu erhalten. Diefe in geometrifcher Beziehung bedeutungslofe 


Unbeftimmtheit des Zeichens der berechneten Größe findet in allen Faͤl⸗ 


len Statt, in welchen mit Hülfe des pythagoriſchen Satzes die Hypo» 


tenufe eines rechtwinkligen Dreieckes durch die Katheten deffelben auf 


algebraifchem Wege ausgemittelt wird, wie e8 bei der Angabe von p 
durch die Gleichung (1) wirklich der Ball ift. Diefelbe Bemerkung ift 
auf die im der dreizehnten Vorlefung erhaltenen Kormeln (9) und (10) 


anwendbar. Unter welchen Umftänden aber der Quotient —* und ſein 


, Differenzial einerlei ober entgegengeſetzte Zeichen beſitzen iſ lelcht ein⸗ 


zuſehen, wenn man bedenkt, daß = bie teigonometrifche Tangdit⸗ 


des Winfeld anzeigt, welchen die zus Abfeiffe x gehörende Tangente 

einer Curve mit dem pofitiven Theile der Are der x bildet, folglich bei 

dem Wachfen der Abfeiife ini algebraifchen Sinne wächft oder abnimmt, 
g ® 
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je nachdem die Curve gegen die Are der Abfeiffen conver oder con: . 
cav ift. Wil man bei dem Gebrauche der Formel für den Krüm- 
mungshalbmeffer einen diefer Bälle auf den pofitiven Werth deffelben 
beziehen, fo wird das Stattfinden des anderen Falles durch das ent» 
gegengefegte Zeichen der genannten Größe. angedeutet. 

Der Ausdrud für den Krümmungshalbmeiler der Ellipſe erleidet 
durch die Vertaufchung von b mit by—ı feine Änderung ; daher gilt 
dieſelbe Formel auch für die Hyperbel. 

Mit Hülfe des Ausdruckes für die Normale N der Eulipſe (drei⸗ 
zehnte Vorleſung) findet man 
Fre 
-wobei a = — - den Paygmeter der genannten Curve vorſtellt. Dies 


fer letztere Ausdend file p iſt aud) auf die Hyperbel und Parabel aus 
wendbar. 
Wenden wir und jetzt zur Beſtimmung der Koordinaten bes Kruͤm⸗ 
mungsmittelpunctes und des Krümmungshalbmeflers für jeden Punct 
einer wie immer geftalteten Curve. 

R Iſt p der Halbmefler, und find E, v, 2 die rechtwinfligen Co: 
ordinaten ded Mittelpuncteö eines Kreifed im Raume, fo gehören dem 
felben, da man ihn immer als den Durchfchnitt einer aus dem Kentrum 
E, v, ẽ mit dem Halbmefler p befchriebenen Kugel mit einer durch 
diefes Centrum geführten Ebene anfehen kann, die Gleichungen. 

(9)  &-D +0 ren, 
0) AG-H+BU-)He-2=0 

Nehmen wir x, y, z gleich für die Coordinaten des Berührungs: 
punctes diefed Kreifed mit der gegebenen Curve an, und laffen wir die 
Berührung beider zur zweiten Ordnung gehören, fo gefellen fich zur 
Beftimmung von S, v,@,p zu den obigen Gleihungen noch folgende: 
a) &-Ddx + G— Var + @—)dz=o, | 
(13) dc Hay Hd x Hart yo)diy + (a2) d’=0 
als dag.grite und zweite Differenzial der Gleihung (9), und 


ey) Adx+-Bay-+tdz=o, 

{ er Adı +Bdütytdz=o 
als die beiden Differenzialien der Gleichung (10). Diefe geben 
GH) Aut dey „ddr dıds 


—— — En una] u — — — 6 
dıdy — dydılız’ dıdy — dyd!x 
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Durdy Verbindung von (10) nit (12) und (12) erhält man 
(«—Hldx—Adz) + (y—s)(dy— Bar) = 0, 
(<— E) (d’x— Ad?z) + Gar) ldy—Barr)—=— (dr’-HaytHdzt), 
und hieraus 
(16) x— = 
(4? +dy?+dz)(dy—Bdo) 
— Zıaıy — dydı — Aldz d:y— dyd:z) — B(dsd:z—dıdıx) 
y—ız 
(A? + dy? + d22) (dx— Adı) 
— dıy— dyd:z)— B(dıd?z— dad?s) 
alſo vermöge (10) 
(17) z—e2= 
(ds? + dy? + dr) (Bdax— Ady) 
7 dy—dydıx— Aldady—dy a2) —Bldra' 2 — dıd?s) 
Man fege der Kürze wegen 
dedYy—dydıı=2Z, dıdx — dd2=Y, dydz— dady=X, 
fo findet man durch Verbindung von (15) mit (16) und (17): 
(Bd) xt (du + dy: + dm) Bay Yan 
++ 2 
nen (dx® + dy? + dz?) (Xdz — Zds) 
—— mad 


⸗ — (dx? + dy2 + dn) Kar Kay) 
⸗ “re rz 


woraus fi) die Werthe von E, v, 2 leicht ergeben. Führt man die 
Ausdrüde (18) in die Gleichung (9) ein, fo ergibt ſich 

(d\i?4-dy?+- dur)? - 

—E en [OXax-Xay): + (Xda-Zas): + (Zdy- Yan)!) 
(dı+dyt+dz2)2 

= ren —— —J——— 

Aber, wie die durch X, Y, Z vorgeftellten Ausdrücke zeigen, iſt 

dx + Ydy+ Zdz=o, 


folglich 


——E— _ 

(dx d?y — dy Ps) + (dz d!s — dı aa) + (dy dız — ds Ay 
(de + dy®+ day: 

——— — 


PT 
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Die Ebene, in welcher der zum Puncte x, y, » gehörende Krũm⸗ 
mungöfreid der Curve liegt, verdient befonderd bemerkt zu werden. 
Sie heißt die Krümmungsebene der Eurve, und kommt legte 
rer an dem Puncte x, y, 2 näher, als jede andere Ebene. Bezeich⸗ 
net man die Coordinaten irgend eines Punctes der Krümmungdebene 
mit x’, y/, x, fo erhält man offenbar ihre Sleihung, wenn man 
diefe Größen in (10) flatt &, v, 2 fegt. Sie iſt 
(30) (x 2) (dy d2.—ded’y) 4 (y’— y)(dzd’xi—dxd:z) 

+ (2! —e) (dd? y— dyd’x)=o, 
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4. 


Sechzehnte Borlefung. 


Über die zwifhen einer frummen Fläche und ei- 
ner Kugel Statt findende Berührung. 





3, jedem Puncte einer krummen Flaͤche, deren Differenzial- 
gleihung 
(G:) dz = pdx 4 qdy 
fen, wobei p, q befannte Sunctionen von x und y bedeuten, Iaffen ſich 
unzaͤhlige Kugelflaͤchen finden, welche in dieſem Punete mit der Flaͤche 
in einer Berührung der erſten Ordnung ſtehen. Denn ſoll eine Kugel- 
flähe, deren Mittelpunct den Coordinaten E, v, 2 entfpricht, und 
deren Halbmeſſer p ift, im Puncte x, y, z mit der Fläche (1) eine 
gemeinfchaftliche Berührungdebene befiken, ſo wird nichts weiter er⸗ 
fordert, als daß die Gleichung 
(2) x—5° + GV) + @—2 = 
aud in Bezug auf die erwähnte Släche Gültigkeit hat, und fr den ge- 
gebenen Punct die aus der letzteren Gleichung abgeleiteten partiellen 
Differenzialguotienten * * mitp,gq übereinfliimmen, d. h. die 
Gleichungen 
8) x 5+@—-2)p=o 

y—v+- ß—.)g=o 

Statt finden. Diefelben geben 

x — = — @—I)p J-v=—-a@—9)g; 
folglich hat man, wenn man dieſe Reſultate in die Gleichung (2) 
einführt: 


— ⸗ — — —— 
V—— 
und daher 





(5) — — — —, 
Vp 
x— = _ — —. N N 
Ve +qQ2+ı XF 
Mittelſt der Formeln (4), (5) laſſen ſich die Coordinaten des 
Mittelpunetes der verlangten Kugel beſtimmen, wenn der Halbmeſſer 
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derfelben befannt ift; und da bier die Groͤße an die Erfüllung einer 
weiteren Bedingung nicht gebunden wird, alfo nach Belieben ange: 
“nommen werden darf, fo ift obige Behauptung hinreichend begründet. 

Da die in den Formeln (4), (5) erfcheinende Wurzelgröße beide 
Zeichen geftattet, fo gibt es für jeden Werth von p zwei die Fläche (1) 
im Puncte x, y, z berührende Kugeln, wovon, wie man leicht fieht, 
die eine dieſſeits, und die andere jenfeitö des berührten Stüdes der 
Flaͤche liegt. 

Die Vergleichung der Gleichungen (3) mit den in der dreizehnten 
Vorlefung gefundenen (12) lehrt, daß die Mittelpuncte aller, eine 
Flaͤche in einem gegebenen Puncte berührender, Kugeln fich in der zu 
dem.lebteren Puncte der Fläche gehörenden Normallinie befinden. 


Will man willen, wie groß der Halbmeffer einer aus einem ge: 
gebenen Puncte befchriebenen Kugelfläche angenommen werden mülle, 
damit Diefelbe eine gegebene Fläche berühre, und an welchem Orte fos 
Dann die Berührung Statt findet, fo verbinde man die Gleichung der 
gegebenen Fläche mit den Gleichungen (2) und (3), nachdem man in 
den legteren jtatt p und q die aud der erfigenannten Gleichung folgen» 
den Werthe gefept hat. Nur für einen Berührungspunct der beiden 
Flächen fönnen x, y, z in fämmtlichen Gleichungen einerfei Werthe 
haben; es laſſen fich alfo diefe Größen nebit dem Halbmeifer p mittelit 
der erwähnten Gleichungen beflimmen. 

Es fey z. B. die gegebene Flaͤche eine der mit einem Mittelpunct 
verfehenen Flächen der zweiten Ordnung, und das Centrun der Kur 
gel, durch welche diefelbe berührt werden fol, falle mit erſterem Puncte 
sufammen. Nehmen wir den Anfangspunct der Coordinaten in dem. 
' gemeinfchaftlichen Mittelpuncte beider Flaͤchen an, fo füun die Gleis 
dung der gegebenen Fläche ftets auf die Form 


M2+- N? -Px--L= 


gebracht werden, wobei M, N, P, L pofitive oder negative beftäns 


— NIT, fer 
Mz’ ‚, I — m⸗ 


ner iſ ——, vo, 2 0, daher haben wir es nebſt der vor⸗ 
rö£henden noch mit den Gleichungen 
ty top, chzp=o, y+tzg=o 
zu thun, wovon die zwei Teßteren durch die angeführten Werrhe von 
p,gin . 


dige Größen anzeigen, und gibt und p= — * 
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xz(M—P) =o, ys(M—N) =o 
übergeben. Diefen Gleichungen leiſtet, falls feine zwei der Größen 
M, N, P einander glei) find, bloß eine der beiden Annahmen z=o, 
oder x—=o und zugleih y=o, Genuͤge. Die Gleichung z=0 vers 
fegt die Berührungspuncte der gegebenen Släche der Kugel in die Ebene 
xy, und da dafelbft eine Berührung der Flächen nicht Statt finden 
ann, wenn fich nicht die Schnitte diefer Flächen mit der Ebene xy, 
nämlich die Curve Ny? + Px? +-L == o und der Kreis „ +-x?=p? 
berũhren, alſo = = - — = oder Pxy=Nıy,d. h. 
entweder x=o oder y=o ift: fo Fann der Aufgabe durch einen in 
der Ebene xy befindlichen Berührungspunet nur in fo ferne entfprochen 
werden, als derfelbe entweder in der’ Are der x oder in jener der y 
liegt. Die Annahme x=—o, y=o zeigt an, daß der Berührungspunct 
der Kugel mit der Fläche in der Are der x ſich befindet. 

Es fann alfo, wenn M, N, P fämmtlich von einander verfchies 
den find, eine aus dem Mittelpuncte einer Släche der zweiten Ordnung 
befchriebene Kugel diefe Fläche nur in den Puncten berühren, in wel: 
hen eine der obigen Aren der x, y, z, nämlid) eine der fogenannten 
Hauptaren, mit der Flähe zufammentrifft. Man pflegt diefe 
Puncte die Scheitel der Fläche zu nennen. Der Kugel felbit gehö- 
ren in diefen drei Fällen die den Hälften der betreffenden Hauptaren 


gleichen Halbmeifer v _. V— =, V —* Man ſieht, daß 


ſür ein Ellipſoid alle drei, für ein Hyperboloid mit ununterbrochener 
Höhlung nur zwei, und für ein Hyperboloid mit getrennten Höhlun⸗ 
gen nur einer derfelben reell erfcheint. 

Sind aber zwei der Größen M, N, P einander glei, d. 5. ift 
die Fläche der weiten Ordnung durch Umdrehung einer mit einem 
Centrum verfehenen Curve der zweiten Ordnung um eine ihrer Haupts 
aren entitanden, fo kann diefe Släche, den Fall eines Hyperboloids 
mit getrennten Höhlungen auögenommen, jederzeit durch eine Kugel - 
in allen Puncten der Peripherie eines größten Kreifes berührt werden; 
ein Sag, welcher ſich nach den bereit8 gegebenen Andeiflingen I 
obigen Gleichungen mit leichter Mühe ableiten läßt. Do 

Don dem Umftande, daß eine mit einem Mittelpuncte verſehrn⸗ 
Släche der zweiten Ordnung von einer aus dieſem Puncte beſchriebenen 
Kugel nur in ihren Scheiteln berührt werden kann, läßt fich nüglicher 
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Gebrauch machen, um zu beftimmen, ob die Bleichung 
Az’ -By°+-Cr--Dyz+Eyz-+Fxıy+-Gz- Hy+Ix+E=o, 
wenn in derfelben AF? -L BE? + CD? — 4ABC—DEF von 
der Nulle verfchieden ift, einem Ellipfoide, oder einem Hyperboloide mit 
ununterbrochener Höhlung, oder einem Hyperboloide mit getrennten 
Hoͤhlungen gehöre. 

Die Gleichung 
(6) At 4 By 4 Cxt + Dyz+ Exe + Fıy-b=o 
in welcher L die in der neunten Vorlefung (6) angegebene Bedeutung 
befigt, gehört nämlich derfelben Flaͤche, nur mit dem Unterfchiede, daß 
die Aren der Eoordinaten, ihren früheren Richtungen parallel, in den 
Mittelpynct der Flaͤche übertragen worden find. Die legtere Gleichung 
gibt uns 

(@AztDytEn)ptscstEetFyoo, 

(Az +-Dy-+-Ex)q-+2aBy+Dz - Fxı= oo; 
fubjtituiren wir die hiedurch für p und q feftgefegten Werthe in bie 
Sleihungen (3), in fo fern wir dafelbft £, v, 2 verfchwinden laſſen, 
fo haben wir 
() @Az +Dy+-Ex)x— (20x -Er + Fy)zwo, 

(Az+Dy-+-Ex)y — (By + Dz+- Fx)z=o. 

Diefe Sleihungen, mit (6) verbunden, geben die Coordinaten 
der Scheitel der vorgelegten Fläche, mit deren Hülfe fodann die Gleichung 
(8) z? 42 4 x? = pt! 
durch die Werthe, welche p dabei erhält, die Größen der dazu gehören- 
den Halbaren darbietet. Es iſt nicht Schwer, hieraus fogleich eine Glei⸗ 
Hung für p allein abzuleiten. Zu diefem Ende multiplicire man die 
erite der Gleichungen (7) mit x, die zweite mit y, und füge zur Summe 
beider die identifche Gleichung 

(Az + Dy-+-Ex)z — (aAzt 4 Dyzr +Exz)z so 
hinzu, fo erhält man mit Ruͤckſicht auf (6) und (8) 
9) „ dzAz + DytEx)p > 2Lz= o, 
und Jıeraus mittelft (7) “ 
(.Cx > Ez - Fy)p »aLx=o, 
(By+- Dr + Fyı)p-oLy= oo. 
Sucht man aup jeder diefer Gleichungen den Werth von x, und 


fubftituirt man denſelben in (9), fo exgibt fich 


(1) [@CD—EF)e + sDLe]y 
FIGAC— Ep F4A+O)Lp + 4L]z=o 
und [(DF— 2BE)p? — 2EL]y + [(aAF—DE)p -+3FL]z=o; 


eliminirt man endlich aus diefen Gleichungen den Quotienten 4 ı per» 
hält man die verlangte Gleichung für p, naͤmlich: 
(12) [AFF + BE? + CD: — 4ABC — DEF] ps 
— [4(AB+-AC+- BO) — DE — E— F]Lpr 
— 4(A+B+O)L#—-4l’=o, 

Diefe Gleichung vom fehöten Grade lauft, wenn man p* als ihre 
unbefannte Größe anfieht, auf eine cubifche Gleichung hinaus. Die 
Form derfelben hätte fich ohne wirkliche Ausführung der Rechnung aus 
dem Umftande vorausfagen laflen, daß je zwei ihrer Wurzeln einander 
gleicd, und entgegengefept feyn müljen. Da die Hälften der Hauptaren 
einer mit einem Mittelpuncte begabten Släche der zweiten Ordnung, 
wenn fie imaginär werden, ſtets unter den Geftalten Aa yY—ı und 
— Ay —ı erſcheinen, wobei A eine reelle Größe ift, was man, weil 
diefe Größen von der VBefchaffenheit des gewählten Eoorbinasenfgftsm® 
nicht abhängen, aus der Gleichung 

Mz-+- N -PxX -L=o 

erfieht , fo find die drei Wurzeln, welche die Gleichung (12), ald cu- 
bifche Gleichung betrachtet, darbietet, nothwendig immer reell. Man 
kann Daher aus der Anzahl der darin vprhandenen Abwechölungen und 
Folgen der Zeichen leicht entnehmen, ob alle drei diefer Wurzeln, oder 
nur zwei, oder nur eine, oder feine negativ ift. Im eriten allg bes 
deutet die vorgelegte Sleihung im geometrifchen Sinne Nichts; im 
zweiten gehört fie einem Hyperboloide mit getrennten Höhlungen, im 
dritten Galle einem Hyperboloide mit ununterbrochener Höhlung, end- 
lich im vierten einem Ellipfoide. 

Salt L=o aus, fo gibt die Gleichung (12) bloß po, ent» 
fheidet aber nicht, welcher der beiden hier möglichen Fälle Statt fins 
det, ob nämlich die vorgelegte Gleichung der zweiten Corminy.fich a 
einen einzigen Punct, oder ob fie fih auf einen Kegel bezieht. "Beide 
alle find aber ohnehin fehr leicht von einander zu fondern, wenn so’ 
unterfucht, ob eine, nicht durch den Anfangspunct des der Gleichung 


Az + By? + Cx + Dyz + Ex -Fıy FL=o 
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zum Grunde Tiegenden Coordinafänfyftems geführte Ebene, imagindre 
oder reelle Schnitte darbietet. 


Es ift nicht überflüffig zu bemerken, daß man durch Wegfchaffung 
eines der Quotienten =, 4 mittelft der Sleichungen (8) für den zu: 


rücbleibenden eine Gleichung des dritten Grades erhält, deren Wur- 
zeln fämmtlich reell find, und die Zangenten der Winfel angeben, welche 
die Projectionen der drei Hauptaren der oben erwähnten Släche der 
zweiten Ordnung auf die dem genannten Quotienten correfpondirende 
Sbene xz oder 'yz mit der Are der z bilden; fo daß man auch auf die= 
fem Wege die Richtungen der Hauptaren diefer Fläche ausmitteln 
fönnte, wenn man ſich des in der neunten Vorlefung eingefchlagenen 
nicht bedienen wollte. 

Da bei einer Kugel, welche eine gegebene Flaͤche in einem gege⸗ 
beten Puncte auf die oben betrachtete Weife berührt, nur eine der in 
der Gleichung der Kugel enthaltenen vier Eonjtanten willkürlich ange⸗ 
nommen werden darf; dad Stattfinden einer Berührung der zweiten 
Drdnung zwifchen zwei Flächen aber An die Erfüllung noch dreier Be: 
‘dingungen, nämlich an die Übereinftimmung der aud der Gleihung 
der einen Släche abgeleiteten und auf den Berührungspunct bezogenen 
Differenzialquotienten = 5 * mit den gleichnamigen aus 
der Gleichung der anderen Flaͤche entſpringenden Groͤßen gebunden iſt: | 
fo läßt fich eine Kugel mit einer anderen Flaͤche im Allgemeinen nicht 
in eine Berührung einer höheren Ordnung als der erften, ‚bringen, 
wenn glei ed an gewiſſen Släachen einzelne Puncte gibt, in welchen 
eine innigere Berührung ald gewöhnlich zu Stande fommen fann. 

Es gibt alfo zu einem beftimmten Puncte einer frummen Zläche 
feine Berührungsfugel, welche bie Krümmungsfreife aller durch den 
genannten Punct auf der Zläche gezogenen Curven in fid enthielte; 
jedoch liegen die Kriümmungöfreife derjenigen dieſer Curven, welche 
am angeführten Orte mit einer gemeinfchaftlichen Tangente verfehen 
find, auf einer und derfelben Kugel, wie folgende Betrachtungen zei- 
en. 





\ Gi an denfe fich durch den Punct x, y, z einer frummen Släche 
üf derfelben eine Curve, und zu diefer den dem erwähnten Puncte ent= 
: fpredenden Krümmungskreis verzeichnet, fo überzeugt man fich Teicht, 
daß ein in dem Mittelpuncte dieſes Kreifes auf feiner Ebene srrichtetes 


% 
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Perpendifel mit der dem Puncte x, D, 2 der Flaͤche gehörenden Nors 
male fletö in einerlei Ebene ſich befindet, und daher diefe Normale im⸗ 
mer durchſchneidet. Es ſteht nämlich die durch jened Perpendifel und 
durch den Punct x, y, z gelegte Ebene auf der zu diefem Puncte ges 
führten Zangente der Eurve, welche zugleich die Flaͤche berührt, ſenk⸗ 
recht, und ift defwegen eine zu dem Punctex, y, z gehörende Mor: 
malebene der Fläche. Eine aus dem Durchſchnittspuncte des erwaͤhn⸗ 
ten Perpendifeld mit der Mormale befchriebene Berührungsfugel geht 
alfo durch die Peripherie des Krümmungsfreifes der Curve. BVejlim- 
men wir nun den Halbmeſſer R diefer Kugel. 

fr der Winkel, welchen der zu dem Puncte x, y, z gehörende 
Krummungshalbmeffer p mit der zu demfelben Puncte gezogenen Nors 
male der Flaͤche darftellt , fo ift offenbar 

te 5. 

Wendet man die in der vierten Vorleſung gegebenen Formeln (4) - 
auf die in der dreizehnten Vorlefung erhaltenen Sleihungen (12) an, 
fo findet man für die Coſinuſſe der Winfel, welche die Normale der 
Fläche mit den Axen der x, y, 2 bildet, die Ausdrüde: 

— —, — — — —, 
vV 
wobei dz = pdx + 9dy 
als Differenzialgleichung der Fläche felbit gedacht wird. 

Sind ferner E, v, 2 die Eoordinaten ded Krummungsdmittelpune- 
tes der auf der Fläche verzeichneten Curve, fo ftellen (Seite 26) die 
Unterfchiede x — 5, y—ov, 2—2 
die Projertionen des zu dem Puncte x, y, 2 gezogenen Halbmeſſers p 
auf die Richtungen der x, y, 2 vor, und daher zeigen die Quotienten 

x—E y—u 2 —t 
_., II _, — 
p p p 
die Eofinuffe der Winfg! an, unter welchen diefer Halbmeifer gegen die 
Kichtungen der x, y, z geneigt ifl. Wir haben daher (zweite Vorle⸗ 
ſung (44)) — 


cos. A 





gay) —- Pad , 
rn I 12T TEILTE, 8 


pVp - q 


gi n —— —. 
folglich ——66 
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Die Kormeln (18), (19 Mer vorhergehenden Votleſung geben 
und, wenn wir die dortigen Bedeutungen von X, Y, 2 beibehalten: " 
n—&_ Yax — Xdy 
— (ds + dyl + dar’ 
y — v» Xdz -- ZLdx 
p (dx? + ay2 + dei’ 
x—E — Zdy — Ydz 


(dx + dA? + Am Ver + @+ı 

Ydı _ Xdy — q&Xdı—2ds) — p(Z2dy— Yda)‘ 

Nehmen wir, der Bequemlichfeit der Rechnung wegen, d’x=o 
An, fo haben wir X dyd?z— dzd’y, Y=—dxd’z, Z=dıd'y. 
Dieß vorauögefept, fey dy = wdx die Differenzlalgleichung der Pro» 
jection der auf unferer Flaͤche verzeichneten Curve in Bezug auf die - 
Ebene xy, fo gehören diefer Curve die Gleichungen 

dz = pdx + qdy, dy == wdx, 
und es it ?y=dwdxz ferner, wenn wir, der gewögnlihen Bes 
zeichnung gemäß 
dp = rdx 4 sdy, dqg = sdx -k tdy 

ſetzen i | 

= (pTqo)dx, 
d’z = (r-+ 2:0 +-to?) dx? + qdwdx, 
de +i? +2 =(ı pe +opge + tg?) or) dx; 








es iſt alfo 
R = 


alfo = (r+ 23s0 + to?) udı? — pdudıt, 
Y=— (r+3so to?) dx — qdudı, 
Z=dwdx: 
und 


Yax — Xdy — q(Xdz — Zdı) — p(Zdy — Yde) = 

= — (+20 +) + +32 ++ e)ar, 
ſolglich | 
(3) Re tete ta +deVPrtPrr, 

r+ 23250 +tuo? 

Für alle auf der Fläche verzeichneten ın.d im Puncte x, y, = 

einander hexübrenden Curven hat «w denfelben Werth, daher fällt auch 
e Tim afle diefe Curven R gleich groß aus, wodurch obige Behauptung 

gerÄhtfertiget ift. 

Die Coordinaten ded Mittelpunctes der hier betrachteten Kugel 
ergeben fich aus den Formeln (4) und (5). 


— —— —, 
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Siebzehnte Borlefung. 


Über die verfhiedenen Krümmungen der Flächen. 





Soneden wir eine krumme Flaͤche mittelſt einer durch den 
Punct x, y, z derſelben gelegten Normalebene, fo entſteht eine Linie, 
deren Krümmung in dem genannten Puncte und von der Krümmung, 
welche die Släche dafelbft in der Richtung des Schnittes befipt *), eine 
Borftelung verfchafft. Der Mittelpunct des Krümmunggkreiſes für 
den Punct x, y, z diefer Linie befindet fich in dee Normale der Fläche, 
und ift mit dem Mittelpuncte der am Ende der vorhergehenden Vorles 
fung betrachteten Berüßrungsfugel einerlei. Es beſteht demnad für 
den Halbmefler A diefed Krummungsfreifes die Formel 
(+ +2pge + +M or) Ver +g+ 3 

f+2sb +to? 
worin w den Winfel angibt, welchen die Projection der zu dem Puncte 
X, 7 z gegdgenen Zangente des Schnittes auf die Ebene xy mit der 
Are der x bildet. 

Beftimmen wir nun die Werthe von w, für welche A am größten 
und am Fleinften ausfällt. 


Rz — 


Es iſt | | 
(r+250 +t0%) (apq+2(ı+4°)o) Vorar 
de | (r+ 230 4 tu?)? . 


Segen wir u = 0, fo haben wir die Gleichung 


(+20 +to) pgq+(t+gQ) eo) 
er —- a +P+apPge +a+NMe) ee +to) = 


[GO FI — pe + Fr (ı F)t]o 
- + rer 


2) Aus dem Umſtande, daß die durch eine und diefelbe Normalt einst Flaͤ 
gelegten Ebenen im Allgemelnen offenbar verfdieden gekrümmte Schmĩtte 
erzeugen; auf einer Kugel hingegen dieſe Echnitte fänmtlich gleich ges 
krümmt find, erhellet fogleich die Unmöglichkeit , durch jeden Punct jeder 
Flaͤche eine mit ihr in eier Berührung der zweiten Ordnung befindliche 
Kugel zu verzeichnen: 





* 
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Der Kürze wegen fey 
G+P)s—pgtt=M (+Y)r—a+P)t=N 
(GG +pP)s—pıar=P, 
fo gibt uns diefe Gleichung für w die zwei Werthe 


—N+HVN+4MP —N-VE+4MP 
aM men — 


Um über den Einfluß derfelben auf die Befchaffenheit von Ri zu 
-, AR 
entſcheiden, fubftituiren wir fie in dem Differenzialquotienten ——. 
Da der obigen Rechnung gemäß 


“a, — 


dR _—2(M&+Na— PVp+qQ+ı 
do (+ 280 + to2)2 


ift, fo erhalten wir durch abermaliges Differenziren die es Ausdruckes 
ER _—3@Mo+NVpP+g+ı 


du: (r-- 2s0 + to)? 
4 


(r+ 250 + tw?) 
Nehmen wir hier » entweder = w, oder =w, an, fo verſchwin⸗ 
det dad Zrinom Mo? — No — P, und mit ihm der zweite Theil des 
fo eben gefundenen Differenzialquotienten ; ferner ift 


Mo, + N=--YN?-+-4MP und aMo, -N=—yYN:+4MP; 
faͤllt alſo VN? + 4MP von der Nulle verfchieden aus, fo erſcheint 
— für die angeführten Werthe von @ mit entgegengefeßten Zeichen, 


ion deßhalb bietet der eine derfelben ein Maximum, und der andere 
ein Minimum von R dar. 

Verfchwindet aber VN?-4MP, wodurd; in unferem Falle aud) 
d?R \ 


— In die Nulle übergeht, fo müjlen wir die Einwirfung der genann- 


. . . . DR. 
ten Werthe von » auf den nächften Differenzialquotienten I in Ers 


. 0 IR . 
wägung ziehen. Wie die Betrachtung von da lehrt , kommen in 


ER das Glied 
a . — — 
_ 4MVe — 
0 + 2380 + tu2)? 
‚ausgenommen, bloß ®licder vor, welche eine der Größen 2 Mot N, 
Mo! - Na — P als Bactor enthalten, und fomit durd) den jtatt @ 
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. N .. . 
ju feßenden fpeciellen Werth — Su vernichtet werden. Da nun, wie 


M 
man leicht fieht, unter den fo eben gemachten Borausfegungen M nicht 


glei Null ſeyn faun, fo erhält hier gewiß einen von der Nulle 


verfchiedenen Werth, und daher findet weder ein Maximum nod) ein 
Minimum Statt. | 

Betrachtet man alfo die Curven, welche auf irgend einer Kläche 
duch Schnitte entitehen, in deren Ebenen eine und diefelbe Normale 
enthalten iſt, nach der Reihe, fo findet man entweder ihre Krümmun⸗ 
gen an der ihnen gemeinfchaftlihen Stelle fortwährend wachſend, bis 
man zu einer am meiften gefrümmten Curve fömmt, und von diefer 


‚wieder angefangen bis zu einer zweiten am wenigften gefrümmten forte 


während abnehmend, ohne daß dabei mehrere Übergänge von dem Wach⸗ 
fen in das Abnehmen, und umgefehrt Statt finden können. Der Wins 
kel, unter welchem die Richtungen der größten und Fleinften Krümmung 
gegen einander geneigt find, läßt fi) aus den obigen Werthen von w, 
und w, berechnen, da diefe Größen die trigenometrifchen Tangenten 
der Winfel angeben, welche die Projectionen diefer Richtungen auf die 
Ebene xy mit der Are der x darjtellen. Allein man kömmt am leich- 
teiten zum Ziele, wenn man die Ebene xy der Berührungsebene des 
Punctes x,y, z, in welchem fich alle einzelnen Curven auf der Fläche 
durchkreuzen, parallel legt, weil in diefem Balle der Winfel der Rich⸗ 
tungen der hier betrachteten Außerjten Krümmungen mit dem Winkel 
der Projectionen diefer Richtungen auf die Ebene xy übereinftimmt. 
Da unter diefer Vorausfegung die allgemeine Sleihung der zu dem 


Puncte x, y, 2 der Blähe da = pdx + qdy geführten Berüh— 


rungsebene, nämlich 


2! — z=p@— )+qay—y) 
offenbar in z’= z oder 2 — z== o übergeht, fo hat man hier 
p=o, q=o, | 
do M=mı, N=er—t, P=s, 
und die Sleichung, deren Wurzeln w, und wo, find, verwandelt fich in 


r—t 
a: su 1 m 1 = 0, —N— 


woraus , — — 1 
| oder 0,0, - ı =o0 
folgt. Dieß iſt aber, wie wir am Ende der vierten Vorlefung gefehen 
Kttingshaufen’s math. Vorieſungen. 1. 9 
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haben, die Bedingung, unter welcher zwei auf der Ebene xy gezogene, 
mit der Are der x die Winfel arc.tg.w, und arc.1g.w, bildende, ges 
rade Linien auf einander fenfrecht ſtehen; es wird daher auf jeder Fläche 
die Richtung ‚der Fleinften Krümmung von jener der.größten ſtets unter 
einem rechten Winfel durdhfchnitten. 

Wil man die diefen Krümmungen entfprechenden’ Halbmeſſer, 
das heißt, den größten und kleinſten Werth der Größe, welche wir 
durch BR bezeichnet haben, auf eine bequeme Weife kennen lernen, fo 
gebe man der obigen Rechnung eine andere Form. 

Aus der allgemeinen Formel für R folgt 


Rir+2s0-+ta) + (a+p°+2Pg0 + (149) 0!) Vpr Fa pi=o 
Differenzirt man diefe Gleihung in Bezug auf R and 65,’ indem 


dR in , 
man — = 0 fest, fo erhält man 


RCAIMOI + Ea+ ı +Wo)VrFeri= 
weldye Gleichung, mit c multiplieirt, und von der —— — 
abgezogen, auf 


RESGOOA G He +Frgo)Ve + 0 
führt. Eliminirt man nun aus den zwei letzteren Gleichungen die Groͤße 
o, fo findet man | 


(14) (ts) R’+[G + pt apgs+(G +) r]AVp°Fg +! 
rTe+ftryV-% 

eine Gleihung, deren Wurzeln, welche wir im Folgenden durch A: 
und R, bezeichnen wollen, der größte und der Fleinfte Werth von R find. 

Nimmt man, wie oben, die Ebene xy der zu dem Puncte x, J 
unferer Släche geführten tangirenden Ebene parallel an., fo muß, wie 
befannt , in der fo eben dargefiellten Gleihung p=o und 1m ger 
fept werden. Man hat alfo 


NR +e+HYR+ı=0, 


und daher 
R, + R, — _ r+t 


rt — 52° 


— € fey überdieß die Are der x einer der Richtungen der beiden 


Hauptfrämmungen der Släche parallel, z. B. jener, auf welche ſich ©» 
und R, beziehen, fo verſchwinden die Größen w, und —. ir und ed folgt 


aus der allgemeinen Formel für R, welche Bier, wegen = 1=° 
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die Geſtalt 0 
R= ı + u! _ art: 
ee On, 
hat, 


R, =, =m— 
daher RB, + R, = — EL, 


Diefer Ausdruck, mit dem obigen verglichen, zeigt, daß bei der 
angenommenen Lage des Eoordinatenfyftemd auch s==o wird. Es be- 
fteht fomit in KHinficht auf diefes Coordinatenfnftem für’ den Krüm- 
mungshalbmeſſer R die Sormel 

⸗ 1 Ir w?3 
Rz — r —— to? 


oder om ti 
R TFTatıza 


Es ſey 7 der Winkel, ven Zangente o heißt 1 iR 





ı — 2 1 — ca2 
nun iſt auch — r — Fu nd —t— x folglich findet zwifchen 
den Größen R, R,, R,, y die einfache Öleihung :: 


(16) m = K cos.y? > K sin. y* 
Statt, welder man auch die Form 
(16) Re R, R, 


MonyptRoy 

geben, und wovon man zur: Verechnung des zu einem deſtimmten 
Puncte einer Flaͤche gehoͤrenden Krümmungshalbmeſſers R eines Nor⸗ 
malſchnittes einen nuͤtzlichen Gebrauch machen kann, vorausgeſetzt, daß 
" R, und R,, nämlich die beiden aͤußerſten Werthe der Krümmungshalb⸗ 
meſſer aller Durch denfelben Punct geführten Normalfchnitte, nebft dem 
Binfely der Ebenen, in welchen R und R, liegen, gegeben find. 

Wird die Bläche in dem genannten Puncte durch eine gegen bie 
ingehörige Normale unter dem Winfel 2 geneigte Ebene geſchnitten, 
fo befteht für den Kruͤmmungshalbmeſſer p ded Schnittes in diefem 
Panecte die Formel 


(17) . — R,R,cos.\ 
7 p RK, sin.y® > B, cos. yt 


g * 
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Man gelangt zur Kenntniß der Richtungen der zwei Hauptkrüm⸗ 
mungen jeder Fläche auch durch folgende Betrachtungen. 

Es feyen x’, y’, =’ die Coordinaten irgend eined Punctes der 
zu dem Panete x, y, z ber Flaͤche dz=pdx + gdy gejogenen 
Normale, fo wird diefe durch die Oleichungen 

x — x +- p@’ —z)=o 
y—-y+ı@—)=o 
ausgedrüdt. Man denfe fi num zu einem dem Puncte x, y, z un⸗ 
endlich nahe kommenden Puncte x -dx, y-+ dy, 24 da derfel- 
ben. Flaͤche ebenfalls eine Normale geführt, fo fönnen zwei Bölle ein: 
treten: es liegen entweder beide Normalen zulegt in einerlei Ebene und 
fhneiden ſich, oder es findet das Gegentheil Statt. Iſt der erfte Fall 
möglich), fo müjfen, wenn man unter x’, y’/, 2’ die Coordinaten des 
Durchſchnittspunctes beider einander unendlich naher Normalen ver 
fieht, obige Gleichungen mit ihren bloß in Bezug auf x, y, z ge: 
nommenen Differenzialien zugleich bejiehen können; nämlich es müjlen 
nebft den obigen auch noch die Gleichungen 
— dx — pdz + (7 —z)dp=o 

— dy— qgdz+ (2 —z)dgq=o 
gelten.. Mittelſt dreier diefer vier Gleichungen laſſen ſich, wenn fie 

“ feinen Widerfpruch enthalten, die Coordinaten x’, y/, 2‘ des Durd) 
ſchnittspunctes der erwähnten Normalen angeben ; damit aber diefer 
Widerfpruch wegfalle, müſſen die gefundenen Werthe der Coordinaten 
des genannten Pırnctes der vierten Gleichung Genüge leiften, was nur 
durch eine ſchickliche Annahme des zwifchen den an fich betrachtet wille 
fürlichen Differenzialien dx, dy beftehenden Verhältniffes möglid 
gemacht werden fann. Der Quotient m zeigt aber die Lage der Pro: 
jeetion der Werbindungslinie der zwei auf der Bläche gewählten Puncte 
in der Ebene xy au, folglich lernt man durdy die Ausmittelung ded 
angedeuteten Verbältniffes die Richtung kennen, in welcher man von 
dem Pancte x, y, z der Flaͤche zu einem naͤchſten Puncte fortfchreis 
ten maß , damit: die Normalen diefer Puncte fich bei der unendlichen 
Annäherung derfelben durchſchneiden. Man gelangt alfogleich zu der 


Bedingung, an welche der Quotient = 27 == falle die gemachte Forderung 


realifirt werden fol, gebunden iſt, ann man aus den zwei legten 
Gleichungen 2 — z wegfhafft. Sie ilt 


(18) (dy+gde) dp — (dı+ pdz)dg= o. 
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Seen wir, wie oben, dp=rdı+sdy, dq=sd<ı-+ttdy, 
fo Haben wir nach verrichteter Subftitution diefer Ausdruͤcke in die fo 
eben erhaltene Gleichung, mit Rüdficht auf. dı= = pad x-+ gd Yr 


[pgax +(ı +) Ay] [rdx + sdy] 
ober — [Ga +P)ds+ Pady) [sdx +eari =o 


G9 [GC +] +[c ++ 


— (1+P°)s Hpgrio, 

Dieß iſt aber genau diefelbe Gleichung, welche ſich oben für 27 
unter der Bedingung, daß R ein Größtes oder ein Kleinſtes werde, er 
gab: daher find die Richtungen der Meinjten und größten Krümmung 
einer Fläche die einzigen Linien, in welden zwei einander unendlich 
nahe Puncte diefer Flache, deren Normalen ſich durchfchneiden ſouen, 
angenommen werden dürfen. 

Bewegte ji ein Punct auf einer Släche , fommt der ihm lugeho. 
rigen Normale derſelben, ohne ploͤtzliche Anderung feiner Richtung, ſo 
fort, daß jede neue Poſition dieſer Normale die naͤchſt vorhergehende 
durchichneidet, fo befchreibt er auf der Fläche. eine Linie, welche man 
eine Krünmungslinie derfelben zu nennen pflegt. Aus‘ dem ſo 
eben Geſagten laͤßt ſich leicht folgern, daß durch jeden Punct einer 
Flaͤche im Allgemeinen nur zwei Krümmungslinien geben, deren Nich- 
tungen in der Nähe diefes Punctes einander jtetd unter einem rechten 
Winkel begegnen. 

Drüdt man in der Bleihung (19) die Größen p, gı T, s, t 
mittelit der Gleichung der gegebenen Fläche durch x und y aus, ‚fo hat 
man eine Differenzialgleihung der erften Ordnung zwifchen x und y 
vor fih, welche fich Leicht in zwei Gleichungen, worin bloß die erſten 
Potenzen der Differenzialien dieſer Variablen erfcheinen, zerfällen läßt, 
durch deren Integration man die Gleichungen der Projectionen ber 
durch irgend einen Punct der Fläche gehenden Krümmurigslinien auf 
die Ebene xy erhält. Sollen diefe Gleichungen auf eine individuelle, 
den Punct der Fläche, für welchen x=a und y=b ıft, in ſich ent» 
hbaltende, Krümmungslinie bezogen werden, fo muß mah die in den- 
betreffenden Integralien befindlichen unbeftimmten Eonftanten fo wäh: 
len , daß diefelben für die genannten Werthe von x. und y bejtehen. 
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Achtzehnte Vorleſung. 


Über die Nectification der krummen Linien 


E. ſey (Fig. 9, a und b) die Gleichung irgend einer in der 
Ebene des rechten Winkels xO y verzeichneten Curve in Bezug auf die 
Aren Ox, Oy gegeben; man foll diefe Eurve rectificiren, d. h. 
die Laͤnge eines beliebigen Stückes AB derſelben durch die Abſciſſen 
OH =h und OK=K feiner Endpuncte ausdrüden. 

Nehmen wir, um diefe Aufgabe aufzultjen, auf diefer Curve 
nach Belieben einen Punct M an, deſſen Coordinaten OP und MP 
wir durch x und y vorftellen, fo wird, wenn die Abfeiffe OP um die 
Differenz; Pp=&Ax wädhft, die Ordinate MP inmp=y+AYJ 
und der Bogen AM—=s in Am=s-t As übergehen, wobei Ay, 
As pofitive oder negative Differenzen find, je nachdem die zugehörigen 
Größen y und s bei der mit x vorgenommenen Änderung wachfen oder 
abnehmen. Offenbar läßt fih Ax fo Fein, folglich der Punct m fo 
nahe an M denfen, daß y, während M nach m fortfchreitet,” ununter⸗ 
brochen wächft oder abnimmt, und der Bogen Mm gegen. die Abſciſſen⸗ 
are ſtets concav (ig, a) oder ſtets conver (Fig. b) bleibt. Dieß vor⸗ 
ausgefegt, ziehen wir zu M und m Zangenten, wovon die erflere TM 
die andere Int und die Richtung der Ordinate pm inn durchſchneidet, 
fo ift der Winfel nmt nothwendig ein jlumpfer, folgli tm <tn 
und daher auch Ut tm < Mn. Aber die Länge ded Bogend Mm 
oder As ift augenfcheinlich größer als jene der Sehne Mm, und klei⸗ 
ner ald Mt-4-tm; es fällt alfo auch As zwiſchen die Geraden Mm 
und Mn. 

Nun haben wir, weil x, y die Eoordinaten des Puncted M, und 
x-+-Ax, y-+Ay die Eoordinaten des Puncted m find, die Sehne 


Mm = Vöx: + Ay; ferner weil n in der durch M gehenden Tan 
gente der Curve Tiegt, der Gleichung dieſer Tangente gemäß, wenn 
„wir n P u. Y vorftellen, 


‘2 
Y—y —21 Ax, alfo Mayr +(Y—y)=0x vVı+® ’ 


daher ift 


ss > Vı+ und bs < Ax V + 





| — 
G md Vı4+ za 
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Bei dem unendlichen Abnehmen von Fi maͤhert ſich der Quotient 
= = ohne Ende dem Differenzialqustienten ST 2; "folglich beiteht, wenn 
wir auf die Differenzialien übergehen , die Steigung: 
) dd Vı + vartar. 
Man wird hier der Wurzelgröße das Zeichen + oder — beilegen, 
je nachdem s mit x zugleich wächft, oder nicht, d. h. je nachdem ds in 


Hinſicht auf dx pofitiv oder negativ if. 
Es fey nun y=,f(x) die Gleichung der zu rectificirenden. Curve 


und Ir, (x), alſo ds— AaxVYılf (x)]?, fo iſt 
(2) 8 = fdaxYırlfı (x)]’; 


oder, wenn durch wirfliche Integration der rechter Hand ded Gleich): 


heitözeichend befindlichen Differenzialformel 


SdxVı-r[fı (x) = F(x) 
gefunden wird: 


(3) “= F(x) + Const. | 

Die Eonftante wird beftimmt, wenn wir bedenfen, baß für 
z=—h der Punct M in A fällt, und daher s verfchwindet, wodurch 
und die Gleichung (3) | 

o= F(h) + Cönst. oder : Const. = — Ffh), 
folglich | nn 
(4) = F(s) — F(h) 
gibt. Setzen wir nun hier x k, fo haben wir für die zu fuchende 
Länge deö Bogend AB den Ausdrud 
F(I) — F(h). 

Laͤßt fich die Gleichung der gegebenen Eurve nicht auf die Form 
y=/f(x), wohl aber auf die Form x—=gp(y) bringen, oder ift bie 
Integration des Differenziald YdxYıt[Yı (X) mit Schwierigfeis 
ten verfnüpft, fo verrichte man obige Rechnung nach der Sormel 


indem man re als eine Function von y darſtellt. 


Es fey z. B. die Parabel zu rectificiren. Ihre auf die Hauptare 


\ 


— — — — — — 
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und den Scheitel als Abfeiifenare und Anfangspunct der Coordinaten 


bezogene Gleichung 
| yꝛ =ax oder y=Vax 


. Va.d 
gibt uns dy = Va . dvVx = er 


af amd ı + Ze ENT, 


2 Vax-+4x 





— (era ı adı 

a Vax +42 4Vax+4x: 

und Fak)—=:Vax+ 4x + 4x: +3 I(a+8x-+ 4Vaxt48). 
Soll der Bogen s am Scheitel feinen Anfang nehmen, fo erhal: 

ten wir wegen F(o) = la 


& 
s —= ! Vax-t 4x: „gi etärtiVe hir Varta, 


Für die Ellipfe, deren Hauptaxen aa und ab ald Aren der Coor⸗ 
dinaten x und y dienen, befteht die Gleichung 


x? y? 
a? 4 b2 —û 1 U) Br 


Sie gibt 5 I — - alfo ds = dıVbis® Has? a 

Drüdt man nun bier y durch x aus, fo hat man eine complicirte 
irrationale Differenzialformel vor fi, welche Feinesweges auf eine 
rationale Geftalt gebracht, oder fonft auf eine der gewöhnlichen ge: 
ſchloſſenen Formen reducirt werden kann. Man muß daher zu Naͤhe⸗ 
rungömethoden feine Zuflucht nehmen. Vorerft aber ift es nöthig, der zu 
integrirenden Differenzialformel eine einfachere Form zu ertheilen. Die 
Subftitution x = a sin. 6 verhilft dazu. Durch diefelbe wird 


bh 
y- — Va? —ı? = bcos.d, 


a 
dx a cos. , dy= — .bsin.ddß; 
folglich, wenn wir s mit 8 zugleich wachſend denken: 


ds = dd Ya? cos.d? 4- b?sin.® und 


2 005. 62-4 b? sin. 0°) d 9. 
s = /dö Ya: cos. -+ b?sin.? — (a2 00s. 6? + b? sin. 
V a2 cos. 6? + b: sin. 2 
weldyer Ausdruck wegen 
cos. — hen. 38 ud sin 8 
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ſich auch unter der Gem 
_ ar—b? cos. 28 d9 
barelfen läßt. Die beiden rechter e Hand des 5 Gteihpeitspeicens — 
lichen Integralien werden am zweckmaͤßigſten nach folgender von Gauß 
vorgetragenen Methode behandelt. 
Die Subſtitution 


sin. 





sasın.d, 


*— (ab) cos. 6 4 aa sin. 0% 


« gibt 


aal(a+b) cos. 63 + 2b sin. 02} cos.d, dd,. 
“ [(a+b) cos. 67 + aa sin. 62]? 4 
cos. O ⸗ Vi Zain. 608: 8, V(a-+b)? cos.d° +4ab sin. 6? , 
(a+b)cos.8; + 2a sin. 6: 
sa[(a+b)cos.63 + 2bsin.6:] dB, 


[(a-+b) cos. 02 + aa sin. O3) V (a -+ b)2 cos. 63 + 4ab sin.6: 


(a 4 h) cos. 63 + 2a sin. 6% 
(a+b)? cos. 6 + qab Sin. 07 cos. 6? + 4b? sin. 6% (cos. 63 + sin. 63) 
(a-+-b) cos.0; + aasin. 6; 
„_a[l(a-+-b) cos. 63 + ab sin. 0°] 
(a 4 b) cos.0? + 2a sin. 8? 
dd L . dd, . 
Va: cos. 62 +b?sin 6 V: (a-+l)? cos. 63 + ab sin. 6° ’ 


dsin.d = cos.0. dd = 


de dd — 





folglich , wenn man der Kürze wegen 


(a by= a, b=b, 
ſeyn laͤßt: X * 8,7 Vab 


N: 8° + b* sin. 62 — cos. 87 ar sin. 5 


vorausgeſeht daß die Grenzen, innerhalb welcher das zweite Integral 
zu nehmen iſt, nach jenen des erſten, der zwiſchen a und 6, beſtehenden 
Verbindung gemäß, eingerichtet werden. 

Auf diefelbe Art ergibt fih, wenn d, zu O,, a,, b,, ferner 6, 
iu 6., a,, b, u. f. w. in derfelben Beziehung fteht, wie 6, zu 6, a, bi 


dd dß, 
mm — — — — 
Va: cos. a sin. 0% Va: cos. $ u b2 sin. 63 


N cos. Zum 7 RE cos. 83 Zr sin.d; 


u. ſ. w., 


v 


wobei e, — ı (a, +b,), bb = Va,b, 
= :(,-+b,), bb = Vab: 
u. f. m 
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gelegt wird. 
Iſt a die größere, und b die Fleinere Halbare der Eltipfe, fo find 
die Differenzen 


a — a, ma —bm=:(a—b) 


a— be (Va — VbyVa; bb —b= Va vovb 
u b,=:-vVe4+2=(VY3-V%) 


fänmtlich pofitiv, folglich-Liegen die Zahlen a,, b, zwifhen a und b, 
und dabei ift a, > b,; ferner ift, wie aus der Sleichung 
a,b = ZO _ (Ya vb)vVb . 


erhellet, a — b,< a, Da nun ein Öleiched von a,, b, im 





Bezug auf a4, b,, und von az, b, in Bezug auf a,, b, u. ſ. w. ge: 
ſagt werden fann, fo bilden die Zahlen | 


> a, 8,5 Buy by oo ee. 
eine abnehmende, und 
b, bi, br bs sc.» oo 
eine wachfende Reihe, wobei'die Glieder der erfteren die an den cor=_ 
refpondirenden Stellen der zweiten erfcheinenden Glieder fletö übertrefz 
fen, aber die Unterfchiede diefer Glieder wegen 


—b 
.—b,<- 4 a — b, <- 
zulegt unendlich Flein werden. Es convergiren * die Glieder beider 
Reihen ſehr ſchnell gegen eine gemeinſchaftliche Grenze A, folglich 
auch, wie man leicht ſieht, die Glieder der Reihe 
8, 0., 6, ber eo... 
gegen eine beftimmte, bloß von a, b und 6 abhängende Grenze ©. 


Das Integral FF ändert, wie oben gezeigt 
Steg Va2 cos. 62 4 bi sin. 6: 4 gezeig 


wurde, feine Form nicht, fondern nur die Örenzwerthe feiner Varia⸗ 
blen / wenn was immer für correfpondirende Glieder der drei angeführ« 
ten Reihen an die Stelle von a, b, ® treten, daher iſt auch noth⸗ 


—b 








—, uf. w. 





% 


wendig 
Sr See JS 
Va: cos. 62 + b2 sin. 02 8 cos. 8? + A? sin. Oꝛ 4 
= - + Const. N 


Es laͤßt fich alfo diefes Integral durch eine Höchft einfache Rech⸗ 
nung mit jeder beliebigen Schärfe beftimmen. 

Da 6., folglich auch O,, 8, und © mit 6 zugleicd, verfchwinden, 
fo haben wir, wenn da8 Sutegral für O == 0 anfangen foll: 

Varoos.® Fbesn.e A 

cos. 28:40 
V a2 cos, 62 + b2 sin. 02 
der oben für sin.d angenommene Ausdruck, wenn wir in bemjelben 
1 — sin. 0? ftatt cos, #* fegen, 


Was das Integral betrifft, fo gibt und 


in. O ⸗ aa sin. 6. 
‘ a+b-+ (a—b) sin.’ 
woraus die Gleichung 


aasin.O 


Frag: ——— ma + b-+ (a — b) sin. 9} 
folgt. Berner ift es nicht fchwierig, aus den oben erhaltenen Reſul⸗ 
taten die Öleichungen 


Va’ cos. O + b*sin.0 = a — (a — b) sin. d sin. 0, 
Va: cos.0° + b! sin. 0? = a cot. . tg. 9, 


abzuleiten. Multiplicirt man die erfie derfelben mit sin. d sin. d,, und 


die zweite mit cos. O cos.d, , und fubtrahirt man ſodann jene von dies 





-, nad) 


fer, fo findet man, mit Rüdficht auf die Bedeutung von 
einer leichten Rechnung, 
c0s.d cos.B ‚Va, a, cos. O --b? sin.d; — sın.O sin.d, Va? cos. 0?-+-b? sin.d? = 
== 2(a-+- b) cos. 20 Pu (a— b) sin.®}, 
dd, 

welche Sleichung wegen — — 

ch chung weg V a2 005.02 +-b2 Sin. Va} 005.8; bi sin.; 

* (a+b) cos. 28 d9 7(a—b) sin.0: d6, 


— — — — — — 
Vaæ cos. 62 -+-b? sin. 62 Va, cos.®: + bisin.6; 
eu c0s.d cos.d, dd, — sin.d sin.d, dd 
umgeftaltet werden kann. Dan multiplieire diefe letztere mit »(a— b), 
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und fhreibe Ala! — b?) flatt (a —b) ‚ und 2(1 — 005. 28,) flatt 
sin.d?, fo hat man | 


bes add _ = 2 (a — b) 4 (æim b. cos. 0) 
Va? cos. 8: -+- b: sön. 6° 
6 — be) dd, 2(a® —b?)cos.30, d9, 
_— — ————————— 
Va’ cos. + bi} sin. 6 Va: cos. 63 + bi sin. 0, 


folglich ng 
wo cos. 2046 — Const. — ‚az 2) 


a2 cos. 62 +-b2sin 02 
cos. 230, d®, 


+ 2(a—b) cos.6 sin.d, + 2 (a? 5/7 


wobei die Brenzen, Innerhalb welcher die Integrationen rechter Hand 
des Gleichheitszeichens zu verrichten find, durch die Grenzen, auf 
welche das linfer Hand ſtehende Integral ſich bezieht, beftimmt werben. 
Auf diefelbe Weife läßt fich 


cos. 30, d$, durch a ens. 28, d9, 
Va: cos. 63 +b}sin 8% Va? 608.0? bi sin.0* c0s.8: --b} sin. 63 
ausdrüden, u. f. w., daher ift 
cos. 28 d$ 
Va2cos. 0? + b? sin. 62 
[2 (a; 3b) + —b) Heli —bi) he... .10 


= Const. — by A 


2(0 - P) cos. sin.d, +3?(a,—b Dies b, sin. 8:+2°(a,—b .)cos.d, sin.d; 4... 





+ — be 
Es fey 

ıV®—boh, ıVYa’ —b' = —=h,, ıya'—b! = h,, uf.w., 

h? . 
fo iſt hen,bhe", hei... 

a, a, a; 

mittelit welcher Gleichungen fich die Größen h,, hr har - . » » fehr 
leicht ergeben, da bier die Logarithmentafeln gebraucht werden können, 
und wir haben 


SE— cos. 38 d9 — Const. — (sh? +32h2 + ash? +....]@ 
Va? cos. 62 + b2 sin. 0: 


cos. 6° + b? sin. 6: h* A 
h,cos 8sin.6, + ah, cos.9, sin 6. + 32h, c0s.8, sin.d, +... . 
4, 
wobei die Reihen rechter Hand des Sleichheitszeichens fehr fchnell con= 
vergiren. 
Subftituirt man diefe Ausdrüde in dem oben für s erhaltenen, 
fo hat man die zur allgemeinen Reetification der Eflipfe nöthige Formel. 
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Will man den ganzen. IImfang der Ellipfe berechnen, deren grö- 
fere und kleinere Halbare a und b find, fo mülfen alle Integrationen 
von d8=o bi dH==arx fi erfireden. Dann aber nehmen 9,,' 9,, ıc. 
und © genau diefelben äußerſten Werthe an, folglich erhält man für 
den erwähnten Umfang die unendliche Reihe 


S@+b-ı16@h eh hebt...) 

Es ſey nun s ein in dem Puncte x, y, z fi) endigender Bogen 
irgend einer im Raume verzeichneten Curve, und s die Projection deſ⸗ 
felben auf die Ebene xy, fo liegen s und a in einer auf der Ebene xy 
fenfrecht fiehenden Eylinderfläche (diefes Wort in weiterer Bedeutung 
genommen), welche alle von den Puncten des Bogens s auf die Ebene 
xy gehenden Perpendifel in fich enthält, und offenbar einer Ausbreitung 
in eine ebene Fläche ohne Anderung der Laͤngen von s und c fähig iſt. 
Dabei verwandelt fi) s in eine gerade Linie, welche ald die Abfciffens 
are für s betrachtet werden faun, fo, daß dem Endpuncte von s nun⸗ 
mehr vie rechtwinfligen Coordinaten s und z entſprechen. Wir haben 
alſo der oben für ebene Curven bewiefenen Formel zufolge 

ds = Vds? + dz. 

Aber s ift in feiner urfprünglichen Geftalt ein Bogen einer ebenen: 
Curve, deifen Endpuncte die rechtwinfligen Coordinaten x und y ges 


dören, und daher 
de = Vax: + dy’; 
ed ift demnach | 
(6) ds = Vdx? + dy? 4 dat. 


Drüdt man mittelft der Gleichungen der Curve dy und dz bloß 
durch x und dx aus, fo wird die Rectification Diefer Curve nach der Formel 
dy? dr 


= [dx V: + Tut dx: 

vollzogen werden fünnen. 
Wir bemerfen hier noch, daß mit Hulfe diefes Aubdruckes für de, 
die in der fünfzehnten Vorlefung gefundenen Formeln für den auf den 
Punct x, y, z einer Curve fich beziehenden Krümmungshalbmeiler p 


‚ die einfacheren Seftalten 


de’ 
() pr = — — ——— 
Vas (d212? + d?y? + d?2:) — d?s? 


V(si ⁊* dy dza\t 
ve@E + (2) + +( 


annehmen. 
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Neunzehnte Borlefung. 


Über. die Quadratur der ebenen Curven, und über 
die Complanation und Kubirung der krummen 


Släden. 


©... ebene krumme Linie quadriren heißt die Oberfläche ei⸗ 
ner ebenen Figur berechnen, welche entweder ganz von diefer krummen 
Linie, oder nur von einene Bogen derfelben und von geraden Linien 
umſchloſſen wird. Im. gewöhnlichen rechtwinfligen Coordinatenfpfieme 
bat man es dabei im Allgemeinen mit einem Vierede ABHH (Fig. ı0) 
zu thun, wovon eine Seite AB ein Bogen der Curve, und die übris 
gen Seiten AH, BER, HE die Drdiuaten der Endpuncte dieſes Dos 
gend und das zwifchen ihnen liegende Stück der Abfeiffenare find. | 

Um die Oberfläche dieſes Viereckes zu finden, nehme man auf 
dem Bogen AB einen tinbeflimmten Punct M an, deifen Coordinaten 
OP und MP durch x und y bezeichnet werden, und laſſe die Abſciſſe 
x um die Differenz; Pp= Ax wachſen, fo geht die Ordinate y in 
mp=y--&Ay über, und die Oberfläche F der Sigur AMPH än- 
dert fih um das Stüf UmpP AF. Es iſt immer möglih Ax 
fo flein, folglich m fo nahe an M zu wählen, daß y bei dem Ülbergange 
voyxin x 4 Ax ſtets wählt, oder ſtets abnimmt. Unter diefer Vor⸗ 
audfegung zeigt fi, wenn man aus M und m auf mp und MP die 
Perpendifel Mt und mn fällt: 


MmpP > MtpP und MmpP <nmpP, 


oder AF>yAx .» . AF<(y+Ay)Ax, 
. AF AF 
fh Ms» Ex<y+än 


Da diefe Refultate Statt finden, wie Fein auch immer Ax ſeyn 
mag, fo ift offenbar in Bezug auf das unendliche Abnehmen von Ax 


A dF — 
un, Aı — dı — Jr 
alfo 
(ı) dF = ydx 
und 


(2) F = /ydı; 
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oder, wenn man dad Integral Syix, ſe wie es die Rechnung darbies 
tet, durch +6) andeutet: . 

6) .F=%(:) 4 Const 
Die Eonftante ijt hier fo zu beilimmen / daß F für =0n—=h 
verfchwindet,, daher hat man 


(4) FH) — 4). 
Iſt OK=k, fo ergibt ſich für die Oberfläche der Gigur ABEH 
der Ausdruck — 6 
+) — * (h). 


Es fey 5. B. Ox die Hauptare einer Parabel, welcher « als 97a 
tameter gehört, ſo haben wir y x, folglich 


F = fdxyax = Ve. fs’dx = :xYax- Const. 

Wird die Oberkäche der Figur gefucht, welche ein von dem Schei« 
tel der Parabel ausgehender Bogen. mit der Hauptare und dem von feis 
nem Endpuncte auf diefelbe gefällten Perpendifel bildet, fo muß F für 
x=0o verfchwinden. Es iſt alfo in diefem Falle 

= 3ıyax==d4ıy, 
d.h. diefe Figur nimmt zwei Drittheile des mit ihren zwei geradlinigen 
Seiten conftruirten Nechtedes ein. 
gür Die Ellipfe, deren Hauptaren za und ab ald die Aren der 


Ahſciſen und Ordinaten dienen, ty  zva :—x?, folglich 


F=- > Sdxya — x. 
Verwandelt fich Die Suivfe, indem a==b wird, in einen Kreiß, 
fo Haben wir für den Tegteren . 


F = Jdx va‘ un 
folglich iſt F = FA 


Wird demnad and dem Nittelpunete der Ellipfe mit der Halbare 
aald Halbmeiler ein Kreis befchrieben, fo verhält fih da& von diefer 
Are und von zweien auf biefelbe errichteten Perpendifeln begrenzte 
Stück der Oberfläche der Ellipfe zu dem correfpondirenden Stücke der 
Kreisfläche wie b zu a. Die ganze Kreisfläche ift —= za, folglich die 
ganze Flaͤche der Ellipfe = zab; d. h. letztere Zläche ift fo groß als 
jene eined Kreifes, deffen Halbmeffer dem geometrifchen Mittel zwifchen 
den Halharen der Ellipfe gleich kommt. 
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Die Sormeln (61) und 28) der ein und fünfzigften und neun und 
vierzigften Vorlefung über die Analyfis geben 


SdxVYa: —x: = 
“ \ 


mithin bat man, wenn man diefes Integral für x = o verfhwinden 
laͤßt, für den das Centrum als Edpunct enthaltenden Theil eined 
Quadranten der Kreisfläche, welchen die in dem Abflande x vom Cen— 
trum auf den einen Halbmeifer deffelben errichtete Senkrechte v von ihn 
abjchneidet, den Ausdrud 


Fi — x Yu? — x? a? _ . x 
. 2 


X a ar —xı? 


2 


a... X 
4 Fr Arc. sin. - 4 Const.; 
a 


in deilen beiden Sliedern man die Oberfläche des Dreiedes und des 
Sectors, in welche dieſer Theil der Kreisfläche zerlegt werden kann, 
opne Mühe ertennt. Man hätte alfo auch umgekehrt das Integral 
SdaxsVar — xa, fo wie es ältere Mathematiker thaten, durch wirl 
liche Betrachtung des Kreiſes finden können. 

Im Allgemeinen heißt eine Differenzialformel 5 (x) dx integriren, 
im geometrifchen Sinne, eine ebene Curve. quadriren, welcher im recht: 
winfligen Coordinatenfgiteme die Gleichung y==Y{x) gehört. So ſtellt 


alfo z. ©. die Integration des Differenzials = die Quadratur der 
Eurve vor, deren Bleihung y — - oder xy =ıif. Diele Glei⸗ 


hung entfpricht einer gleichſeitigen Hyperbel, deren Mittelpunct als 
Anfangspunct, und deren Aſymptoten als Aren der Coordinaten ans 
genommen worden find. 

Es iſt naͤmlich hier die Größe, welche wir in den Worleſungen 
über die Linien der zweiten Ordnung durch B? — 4 AC bezeichnet ha⸗ 
ten, =ı, alſo poſitiv; ferner beſteht dieſe Gleichung, wenn man x 
und y mit —x und —y verwechſelt; auch wird y bei dem unendlichen 
Wachſen von x unendlich Flein, und bei dem unendlichen Abnehmen 
von x unendlich groß; endlic, haben die Querare und die conjugirte 
Are gleiche Werthe, denn jede derfelben ift =V2. Zählt man die Flaͤ⸗ 
chenräume von der Ordinate des Puncted ı,ı, oder von der Ordinate 
des nad) der Gegend der pefitiven Eoordinaten zu befindlichen Schei: 
tels der Hyperbel, fo ergibt ſich für das an der Abſciſſe x fich endigende 
Klächenftücd der Ausdrud ix. Es ftellen daher die natürlichen Loga⸗ 
rithmen Slächenräume einer gleichfeitigen, auf ihre Afpmproten bezos 
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genen Hyperbel vor, und werben deßhalb bisweilen auch bype tho⸗ 
liſche Logarithmen genannt. 

Es ſey nun was immer für eine krumme Fiache gegeben, und 
ds — pdx-- qdy ihre Differenzialgleihung in Bezug auf drei eins 
ander rechtwinklig coordinirte Ebenen, wobei p und q Gunctionen von 
x und y anzeigen. Man denfe fidy zu der Ebene der yz in den Abs 
Händen a, und a,, und zu der Ebene der xz in den Abftänden b, und 
b, parallele Ebenen geführt, fo beflimmen dieſelben auf der krummen 
Fläche eine vierfeitige Figur, deren Oberfläche wir bier berechnen, oder, 
wie man zu fagen pflegt, complaniren wolld. 

Die Projectionen der vier Eckpuncte diefer Figur auf die Ebene 
xy haben die Eoordinaten 

a, bi; 3, b.; 3, bi; 4, b, 5 
legt man nun zu der Ebene der yz in der Entfernung x, uud.zu der 
Ebene der xz in der Entfernung y eine parallele Ebene, fo wird von 
der erwähnten vierfeitigen Bigur ein Theil F abgefondert, deſſen Eck⸗ 
puncte, in ſo fern man ſie auf die Ebene xy projicirt, den Coordinaten 


a,, b; a, y; x, b; x, y - 
entfprehen. Wählt x um die Differenz Ax, fo .ändert ſich F um die 
partielle Differen; AF, welche bei dem unendlichen Abnehmen von Ax 


in TE dx Überget. Waͤchſt ferner y um Ay, fo erleidet AF die 


Änderung Sör= AF, weldye fidy bei dem unendlich klein Wer⸗ 
* * 9 





den von A, yin 
d. ar dı 
ex dy os ar dxd 
dy y dıdy y 
verwandelt. Vermag man —— 5 durch x und y auszudrüden, fins 


: det man 3. B. dafür den Ansirut e(x, y);, fo gibt das bloß in Be⸗ 


jug auf y genommene, und für y==b, verfchwindende Integral 
Ss(x, y) dy = #(x,y) den Werth von = ‚ und das bloß in Be⸗ 
jug auf x genommene, mund bei x—= a, anfangende Integral 
Sex, y)dx = Ylx,y) den Werth von F. Die zu ſuchende Ober: 
fläche ift fomit == .% (a,, b,). | 
Da man bei der Ableitung von en aus F aud zuerfi y in 
Ertingshaufen's matt Vorleſungen. II, 10 
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yAhAy,:uhb ſodann x in x 4Ax. haͤtte koͤnnen übergehen laſſen, fo 
iſt die Ordnung, in welcher man die hier angedeuteten Integrationen 
vornimmt, völlig gleichguͤltig, d. h. es iſt 
enF=/(le@yar)d= sen) ds) dy, 

wofdr man’ der Kütze wegen bloß j 


F — (Sp (x, y) dxdy 


frei mr 
sen 2 
F Es kömmt alfo nunmehr bloß auf die Beftimmung von — — 

an. Die Differenz Aꝛ P erſcheint als eine vierſeitige Figur, welche 


I 
ſich um ſo mehr einem ebenen gerabliniigen Vierecke nähert,, je Fleiner 
Ax und Ay find, und bei dem unendlichen Abnehmen diefer Größen 
offenbar ein ſolches Viereck zut Grenze hat. Die Projection der Fläche 


A? F-auf die Ebene der xyiftein Rechte, deflen einander anliegende 
By. -. 


Seiten Ax und Ay f nd, deſſen Inhalt daher durch dad Product 
Dx By ausgedrückt wird. Aber die Oberfläche der. Projection einer 
ebenen Figur auf eine Ebene wird durch dad Product dieſer Figur mit 
dem Cofinus ihres Neigungswinfeld gegen bie Projectionsebene gemeſ⸗ 
fen; daher haben wir, werm A den Winfel anzeigt, welchen die zum 
Puncte x, y, z der gegebenen frummen Flaͤche gehörende Berührungs— 
ebene mit der Ebene xy bilder, bei dem Übergange von Ax und Ay 
in die Differenzialien dx und 7 


dıdy = 7 





* dxdy.cos.\, | 


Der Winfel A Fömmt jenem gleich, unter welchem die zun Puncte 
x, Y, 2 der Frummen Bläche gezogene Normale gegen die Richtung 
der z geneigt iſt; es iſt alſo 


m — 2, 
folglich PrQ+ı 
dr 
(8) dsdy 8* NE rer 
„und 
(6) Fe /faxdyvpf ++, 


wobei die beiden Integrationen in beliebiger Orduung innerhälb der 
Grenzen x=a,, ı=., um y=b,, y=b, zu verrichten find, 
‚ Man denke fid) nun auf der Ebene xy ein Vierech verzeichnet, 
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wovon zwei Seiten geradlinig find, umd anf der Are der x, in den 
Entfernungen a, und a, vom Anfangspuncte deu Eoordinaten, fenfrecht 
ſtehen; die anderen Seiten aber zweien auf die Gleichungen y==f’ (x) 
und y=f'(x) fich beziehenden Curven als Afte zugehören: fo bes 
ſchreibt eine längs dem Umfange diefes Viereckes fich bewegende, und 
dabei die genannte coordinirte Ebene ſtets fenfrecht treffende Gerade 
auf der gegebenen. frummen Slähe dz = pdx + qdy eine vierfeis 
tige Figur, welche ſich ebenfallö nach der fo eben erklärten Methode 
eomplaniren läßt. Denn zwei Paare zu den Ebenen yz und xz in den 
Abitänden x, x + dx und y, y-+ dy paralleler Ebenen beftiimmen 
auf dieier Kläche ein mit dx und dy zugleich unendlidy abnehmended 
Diered, welches man ald das zweite Differenzial desjenigen Theiled F 
der zu complanirenden Slächg ‚betrachten kann, dejlen vier Eckpunc⸗ 
ten nach den Richtungen der x und y die Coordinaten 
a, (a); 8; Pla); x, PH; x, f(x) 

entfprechen ; vorausgeſetzt, daß man die Differenziation zuerit in Bes 
zug auf x, und hernach in -Bezug auf y vorgenommen hat. Man er: 
halt alfo den Werth von F, wenn man zuerft das Integral des Diffe: 


renziald dx dyVp? + g? + ı in Bezug aufy, nnd zwar innerhalb 
der Örenzen y=f!(x), y=fl’(x) nimmt, und fodann das gefun- 
dene Reſultat weiterhin fo integrirt, daß es für x a, verſchwindet. 
Sept man nach verrichteter Integration x = a,, fo hat man den In⸗ 
halt des zu complanirenden Flächenſtückes. An diefem Balle, auf wel: 
hen, als den allgemeineren ‚der: vorhin behandelte zuruͤckgeführt wer« 
den kann, it die Ordnung, in welcher man die Integrationen bewerk⸗ 
ftelliget , nicht willkuͤrlich, ſondern durch die Natur der Sache ſelbſt 
gegeben. 

Es bedarf wohl kaum einer Erinnerung, daß die zwei krummen 
Seiten der Projection der zu complanirenden Flaͤche auf die Ebene xy 
Äfte einer und derfelben Curve feyn fönnen. Iſt diefe Curve eine in 
fi felbft zurüdfehrende, fo fann man fie felbit ſtatt des auf der Ebene 
xy verzeichneten Viereckes nehmen, wobei alfo die geraden Seiten def- 
felben gänzlich verfchwinden, und a,, a, Die Abfeiifen der die erwähnte 
Eurve berührenden oder der aͤußerſten Ordinaten voritellen. 

Kann eine frumme Fläche durch Umdrehung einer ebenen Curve 
um eine in ihrer Ebene befindliche Gerade, welche wir fir die Are der 


x anfehen wollen, erzeugt werden, fo läßt fich das zwifchen zweien auf 
10 
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Diefer Geraden ſenkrecht ſtehenden Ebenen enthaltene Stüd der Flaͤche 
auf eine einfache Weife complaniren. Es feyen a,, a, die Entfernuns 
gen der beiden legtgenannten Ebenen vom Anfangspuncte der Eoordis 
naten, ferner y= 5 (x) die Gleichung der die Släche befchreibenden 
Curve, in fo ferne diefe in der Ebene xy fich befindet ; fo begegnet eine 
indem Abftande x vom Anfangspuncte auf. die Are der x fenfrechte 
Ebene der Fläche in einem Kreife, deilen Halbmefler y if. Zwi⸗ 
ſchen diefer Ebene und einer zweiten, ebenfalls auf der Are der x ſenk⸗ 
rechten, und der erjteren ſich unendlich naͤhernden, liegt ein unendlich 
abnehmender Theil der zu complanirenden Kläche, welcher, im Geifte 
der Methode der Grenzen, ald die Seitenfläche eined gemeinen abgefürg 
ten fenfrechten Kegels ‚betrachtet, und wenn wir den Abftand der beis 
den Ebenen dx nennen, dem bekannten behtſate der Elementargeo⸗ 
metrie gemaͤß, durch 
e(y+-y+dy)ds = 2zyds 


vorgeſtellt werben fann, wobei ds = Ydx? + dy? ift. Wie haben 
fomit für die zu berechnende Fläche den Ausdruck 


(7) szyydı= axz/p(x) ı + (SE). 


wobei dad Integral für x=a, verfchwinden und bi8 x==a, F ich aus⸗ 
dehnen muß. 


Stellen wir und vor, ein auf der Ebene x ıy errichteted Perpen: 
difel bewege ſu 5 inge dem Umfange der Flaͤchenſtücke, welche wir 


oben F und — „de dy genannt haben, fo entftehen über dieſer 


eoordinirten Shen. zwei an der gegebenen krummen Släche fich endigende 
Säulen, deren Förperliche Inhalte, der Beiie tuns zufolge, in welcher 


ſie gegen einander erſcheinen, rc S und I; dx dy bezeichnet 


werden Fönnen. Die Säule * 








„dx dy ift nad) der Methode der 


Grenzen offenbar als ein — zu betrachten, dem das Mechted 


dx dy als Grundfläche, und die Ordinate z als Höhe gehört; daher 
beneehe die Gleichung 


— 


d?S 
| dady dxdy = zdxdy, 
aus welcher 
(8 $S = S/zdxdy 
folge. Die hier angedeuteten Sutegrationen find in derfelben Ord- 
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nung und innerhalb derfelben Grenzen zu verrichten, wie in der For⸗ 
mel (6). | 

Laͤßt fich die Oberfläche & jedes einzelnen einer beftimmten Folge 
paralleler ebener Querfchnitte ded durch eine gegebene frumme Släche 
begrenzten Raumes ald eine Bunction der Entfernung x dieſes Schnit: 
tes von einem firen Puncte darftellen, fo ift der förperliche Inhalt des 
durch zwei Ebenen, deren Entfernungen von diefem Puncte a, und a, 
find, und durch die krumme Släche begrenzten Raumes 
(9) = /Dd.dx, 
wobei ſich die Integration von x=a, bis x, erſtreck. Denn der 
unendlich abaehmende Raum, welchen die in den Abitänden x und 
x dx vom firen Puncte durch die Fläche geführten ebenen Schnitte 
beflimmen, kann als ein Prima betrachtet werden, deſſen Bafis 9,- 
und deilen Höhe dx ift. 

So gibt 3. B. jeder auf die Are der x fenfrechte Schnitt eine 
Ellipſoids, dem die uns 

2? 


x? 
a7 +5 - + a 
gehört, eine Ellipfe, deren Den Aren der 7 und z parallele Haupi⸗ 
axen ab Vı — und 20 V — find. Die Flaͤche © die: 
fer Ellipfe wird demnach durch das Product der Hälften diefer Linien 
mit der Zahl x gemeſſen, oder es ift 
8 = xbec (: — =)’ folglich) 


SPdxz = be / (' _ =) 4x =ı xbc (x — 5) EConat. 

Um den Inhalt des ganzen Ellipſoids zu erhalten, muß das In⸗ 
tegral innerhalb der Grenzen —a und P'a genommen werden, mit 
bin ift derfelbe = *.zabc. 

Sur den durch die Umdrehung der ebenen Gurve yo = (x) um 
die Are der x befchriebenen Raum ift, wenn die Schnitte fenfrecht ges 
gen die Axe der x geführt werden: 

B—=ry; 
folglich die zur Kubirung deifelben dienliche Formel: 
(10) [dx = ı/[Pdı= z/[p (x)]’ dx. 











Zwanzigfte Vorleſung. 
Über die Übertragung einiger in den vorberger 
benden Borlefungen gefundenen Formeln auf ein 
Polarcoordinatenfyfiem, 


Ba der analytiſchen Betrachtung gewiſſer ebenen Curven 
kömmt man in die Lage von einem Palarcoordinatenſyſteme, deſſen 
Baſis mit er Ebene der vorliegenden Curve zufammenfällt, Gebraud 
zu machen. Es wird nämlich die Befchaffenheit einer Curve oft mit Bor 
theil durch eine Gleichung zwifchen der Länge r des von einem firen in 
diefer Ebene gewählten Puncte (dem Pole) an die Curve gezogenen 
Radiusvectord und der Abweichung 7 des legteren von einer durch dem 
genannten Punct gehenden firen Geraden (der Are) ausgedrüdt. Hie⸗ 
bei ift man in die Nothwendigfeit verfeßt, die Beftimmung der Lage der 
Tangente, der Größe ded Kruümmungshalhmeffers , die Rectification 
und QAuadratur der ebenen Curven auf dieſes Coordinatenfpftem zu 
gründen, weßwegen wir un in gegenwärtiger Vorlefung mit der Eins 
führung der Polarcoordinaten in die zu erwähnten Zwecken für ein recht⸗ 
winfliges Eoordinatenfpftem bereits befannten Bormeln befchäftigem 
werden. 

Zu diefem Ende denfen wir und die Gleichung der in der Frage 
ftehenden Curve mittelft rechtwinfliger Coordinaten x, y in einem Sy⸗ 
fteme gegeben , deilen Anfangspunct mit dem Pole, und deffen Are ber 
Abfeiffen x mit der Polarare übereinftinmt , fo. haben wir offenbar 
(1) x Eu FCcos.n, Ja rsinn, 
folglich 
(2) dxwdrcos.n— rdpysin.yg, dy=drsin.y +rdycos% 

Die trigonometrifche Tangente des Winfeld, welden die zu dem 
Puncte x, y der Eurve gezogene Berührende mit der Abfeiffenare dar⸗ 


ftellt, wird befanntlih durch den Differenzialquotienten z auge: 


drüdt ; es ift alfo die trigonometrifche Tangente ded Neigungswinfeld 
der zu dem Punecte r, y gehörenden Verührenden gegen die Polarare 
(3) — drsin.n + rdncos.a 


drcos.n — rdnsin.n 


befieht die Sormel 
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Es fey 2 der Winkel, unter welchem dieſe Berährende dem Ra⸗ 
diusvector r. begegnet. Legen wir der Formel den Tall zu Grunde ,. in 
welchem diefer Winfel ald der Unterfchied der vonder Richtung der -y, 
mit der Berübrenden ud dem Radiusvector gebildeten Winfel erfchsint, 


fo beben wir, weit © * > die trigonometrifche - Taugente. des erſteren, 


und - jene des —* darſtellt: Gun 
’ dı x 

dy y _. xdy 
ı dı ydy-+ ıdı. 
y'dy i ’ 


; 
ig.A == 


Nun ift | 
ydax— xdıy= — d! = — eos. die.y= — ı?dy 
und ydy-+xdxı = !d(y?+x:) = 2 d(r) = rdr; 
alfo 


r 


. Hier erhält 1g.% das Zeichen —, weil, fobald dx und dy eis 
nerlei Zeichen befigen, d. h. x und y zugleich wachfen oder abnehmen, 
r bei dem Wachſen von 7 abnimmt, oder umgekehrt, wovon man fid) 
durch Betrachtung einer Figur leicht überzeugt. 

Stellt s einen im Puncte x, y oderr, 7 fi eubigenden. Bögen 
der Eurve vor, fo ift, wie wir in der achtzehnten Vorleſung Ki 
haben, ds = Var Lay. DEE 

Wir Haben nun wegen (2) 





dx: = dr?cos.n? — srdradpsin. 7008. 7 4 r? dr? sin. y°r 
dy? = dr? sın. ? + ardrdysin.ycosy 4 Bar cos. 9? ’ 
folglich - 
(5) 4 Ver + dr 4 


und | 
(6) s = [dr 1 + rar tn 195 


Die erfte Formel fegr voraus, daß dy durch r und dr, und die 
jweite, daß r und dr durch 7 und dy audgedrüdt feyen. 
Für den zum Puncte x, y gehörenden Krümmungshalbmeiler p 


— ds! 
PP didıy— dydıı 
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"Die Sleihungen (2) geben und - 


d’x == d!rcos.n — adrdnsin.g — rdm?cos.n — rdinsin.n, 
dy m dtrsin.y + adrdycosy — rd sin.yg + rdtncosy, 
mithin | ' 
dxey— dyds—=— rdrdg + adrdyg rd? +rardy 
und 
(dr? + dm)? 

(N PS Taran + —rderdn‘ 

Man fann fich die Berechnung des Ausdrudes für dx d!y— dydix 
erleichtern, wenn man die Abfeijfenare x auf der Richtung des Radiud: 


vectord r ſenkrecht oder 7 = - annimmt. Hiedurch wird wegen 
in.n=ı um cos. 7 =0: 

dx — rdn, dy=dr, 

dx — 2adrdy — rdy, dy=dr— rd?, 
woraus fogleich der oben für dxd?y — dyd?x aufgeftellte Ausdrud 
folgt. 

Der Nenner der Sormel (7) läßt fi) audy auf die Geſtalt 
edy(dt rd?) + rdrdy — rd? — rdırdy 
bringen. Multiplicirt man ihn in diefem Zuftande mit rdr, fo ergibt 

fi das Product | 
srdrdn(dr? + rd?) + r2drrdin — rrdrdy? — 52 dr der dy ⸗ 
= srdrdy(d” rd?) FRA yldar rd?) 
— rdp?din — r’drdy? — r?drd'irdg 

—= (dr -r?dn?) (ardrdy + r?d?n) 

— rdy(tdydy-t-rdrdy? 4 drdtr). 

Allein es iſt der rd? =ds, 

folglich drdir + rardn? 4 r2dydtn = dadis; 
. fernee ardrdy 4 r?d?y = d(rdn): 
daher ift der Nenner in der Sormel (7) 
dsd(rdn) — r?dndsd?s 
m — 
rdr .ds 
— dad(rdn) — rzdndsd:s 
rdr 
d(rtdr) vidads’ 
aA de 


und 


> 
| 





nn —--- — .L__ 


db. 5. 


(8) —E rdr 


, n2da 

ds 

Dei dem Gebrauche der Formeln (7) und (B) wird man, wie es 
der Rechnung am zutyäglichften fcheint, eines der Differenzialien dr, 
dn, ds ald conflant behandeln. 

Es fey im Polarcoordinatenfyfteme die Oberfläche F eined von 
zwei Radienvectoren und dem zwifchen denfelben enthaltenen Bogen der 
Eurve begrenzten Sectord zu finden. Einer diefer Nadienvectoren, 
welcher gegen die Polarare unter dem Winfel y geneigt ift, heiße r, 
und gehe, indem y um die Differenz Ay wählt, in r + Ar über, 
wobei fich zugleich die. Flaͤche F um AF ändert; fo werden, wenn wir 
aus dem Pole mit den Halbmeffern r und r-+- Ar Kreisbogen bes 
fhreiben, bis fie mit den Richtungen von r + Ar und r zuſammen⸗ 
treffen, die Längen diefer Kreisbogen, da Ay ein zwifchen den Geras 
den rund r-+- Ar mit der Zängeneinheit als Halbmeffer befchriebener 
Kreisbogen ift, durdy die Producte rA7 und (r + Ar) Ay, folglich 
die Oberflächen der durch diefe Kreisbogen begrenzten Sectoren durch 
rtAn und :(r-- Ar)? Any vorgeftellt. Rei dem unendlichen Abs 
nehmen von Ay ift zulegt gewiß ſtets 

AF>:!rAy und AF<!(r-+Ar) Any, 





folglich) lim, - * = = D r? 
oder . 
(9) ‘ dFw=trdy 
und 
(10) F=:/rdpn, 


wobei man die Integration innerhalb der gehörigen Grenzen verrich⸗ 
ten muß. 

Das Polarcoordinatenſyſtem dringt ſich bei ber analytiſchen Be- 
trachfung der fogenannten Spirallinien von felbft auf. 

Man kann nämlich jede ebene Curve durch die Bewegung eines 
Punetes befchrieben denken, welcher auf einer geraden Linie nad) einem 
beftimmten Gefeße fortichreitet, während fich diefe Gerade um einen in 
ihr befindlichen firen Punct in einerlei Ebene dreht. Nimmt man den 
genannten firen Punct zum Pole, und eine beliebige Pofition der Ge⸗ 
raden zur Are an, fo wird das Bewegungsgeſetz des die Curve beichreis 
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benden Punctes durch die Nelation ausgedrückt, welche zwifchen den 
von demſelben auf der beweglichen Geraden zurüdgelegren Wegen, und 
den zugehörigen Abweichungen der Geraden von der Are herrſcht. Tape 
fi) diefes Bewegungsgefeg au. mehreren von einander abgefonderten 
Puncten realifiren , fo befteht die Curve aus mehreren von einander 
abgefonderten Aften. 

Seftattet das erwähnte Geſetz der beweglichen Geraden unzaͤhlige 
Umlaͤufe um den Pol, ſo windet ſich die von dem bewegten Puncte be⸗ 
ſchriebene Curve unzaͤhlige Male um den Pol herum, und heißt ſodann 
eine Spirale. | 

Die einfachfte Spirale ift die archimedifche. Bei derfelben 

find die von dem bewegten Puncte auf der Geraden durdhlaufenen 
Wege den Winfeln, um welche ſich diefe Gerade von ihrer anfänglichen 
Pofition entfernt hat, direct proportionirt. Ihre Gleichung ift 

r=a- bp, 

wobei r den Radiusvector eined Curvenpuncted, 7 den Abweichungs⸗ 
winfel deſſelben von feiner anfänglichen Lage, a den anfänglichen 
Werth des Radiusvectord, und b den Weg anzeigt, welchen der die 
Curve befchreibende Punct zurücgelegt hat, fobald der Drehungspin« 
tel n der Einheit gleich geworden iſt. 

Da man den Winkel 7 fowohl im pofltiven, wie auch im nega- 
tiven Sinne in das Unendliche wachfen laſſen kann, und dabei r in 
bemfelben Sinne unendlich. zunimmt, fo erfcheint diefe Spirale, man 
mag fie nun nach der einen oder nach der anderen Richtung verfolgen, 
mit unzähligen fich immer mehr und mehr vergrößernden Windungen 
verſehen. Sie geht dabei ſtets durch den Pol felbfi, weil r für 


y—=— = verfchwindet. Eine durch den Pol gezogene Gerade durch⸗ 


fhneidet die Spirale in unzähligen Puncten, deren Radienvectoren 
nach der Reihe 


=atby, zn =a+t b(n-Hax), ra +b6@+48%), ıc. 
find, und 
r, — r, — r, — r, ⁊c. .... = 2b* 
geben. Es nimmt alſo der dieſer Spirale fortwaͤhrend folgende Ra⸗ 
diusveetor, fo oft er einen Umlauf vollendet hat, um die von feiner 
Lage unabhängige Oröße 2b x, nämlich um die Länge der Peripherie 
des mit dem Halbmeſſer b verzeichneten Kreifes, zu. 
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Wahlt man jene Gerade zur Volarare, für weldey = — 5 
ift, d. h. fegt many in der Oleichung der archimedifchen Spirale 7 — 5 
flatt n, fo erhält diefelbe die einfachere Korm 
r=bn. 

Da hier dr = bdn ift, fo findet man die trigonometrifche Tan 


Y 


gente des Winkels, welchen die zu dem Puncte r, 7 gezogene Berüh- 


rende mit dem Radiusvector macht, das ift, den Ausdrud 


rdn — bndn — 
dr ban 7. x 


Das zwiſchen dem Pole und diefer Berührenden enthaltene Stüd 
des im Pole auf den Radiusvector errichteten Perpendifeld, welches 
man die Subtangente der Curve im Polarcoordinatenfpfieme zu 
nennen pflegt, ift alfo hier = ry, nämlidy dem mit dem Radiusvec⸗ 
tor zwifchen der Are und der Curve befchriebenen Kreisbogen gleich. 

Das Integral /*r?dy erhält bei diefer Spirale den Werth 

S:b®?dy=;+.:btn? + Cons. =:.:r72 7 + Const. 

Laͤßt man das Sntegral für „= o verfchwinden,, wodurch 
Const. = o wird, fo ergibt ſich die Flaͤche, welche der Radiusvector 
an der Spirale durchlauft, wenn er ſich von der Are um den Winfel 
gentferut =. *r?n, nämlich dem dritten Theile des dem Halbmeſ⸗ 
fer # und dem Winfel 7 entfprechenden Kreisſectors gleich. 

Unter den übrigen Spirallinien verdienen noch erwähnt zu werben 
die Hyperbolifche und die logarithmifche Spirale. 


Die Gleichung der erfteren iſt r = - ; in derfelben verhalten fich 


nämlich) die Radienvectoren verfehrt wie ihre Abweichungen von der 
Are. Da hier ry=a iſt, fo fieht man, daß jeder aus dem Pole 
zwifchen der Are und der Curve befchriebene Kreisbogen einerlei Länge 
a hat, folglich eine der Are in dem Abftande a parallel laufende Ge⸗ 
sade eine Afpmptote der Spirale feyn muß. Diefe Curve nähert ſich 
dem Pole in unzähligen Windungen, ohne ihn je zu erreichen, weil 
bei dem unendlihen Wachfen von 7 der Nadiusvector r unendlich ab» 
nimmt, ohne jedocd gänzlich zu verfhwinden, Obige Gleihung gibt 
ada ‚ya Tdı 

‚ folglich 7 


dr — 








* = — 7, und daher den numeriſchen 


no. " 
2 iD —— — — — 
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Werth der Subtangente = ry == a, welcher alfo bei der hyperboli⸗ 
fhen Spirale unveränderlic) if. | 

Der Iogarithmifchen Spirale gehört die Gleichung y==log. r==alr, 
wobei a den Modulus der durch Zog. vorgeftellten Logarithmen bezeich⸗ 
net, oder rd == e”. Läßt man den Winfel 7 im negativen Sinne un 
endlich zunehmen, fo wird r unendlich Mein, nie aber = 0; daher 
macht auch diefe Spirale um den Pol unzählige ſtets enger werdende 
Windungen, ohne jedoch mit demfelben zufammen zu fommen. Hier 


it dygy= ne, folglich * = a; es begegnen daher die Radien⸗ 


vectoren aller Puncte diefer Curve den entfprechenden Berührungdlinien 
unser dem nämlichen Winfel, deffen Tangente der Modulus des Gy 
ſtems iſt, auf welches fi die Spirale bezieht. Bei der Spirale die 
fer Art, für welche die Sleihung 7 = Ir Statt findet, ift diefer Win⸗ 
kel ein halber Rechter. 

Die logarithmiſche Spirale laͤßt eine einfache Rectification zu. 
Für fie iſt nämlich die Länge jedes Bogens 





s—= /dr Vi + Te faryıra == (x + Const.) Yı Le. 


Soll s für r—h verfchwinden,, fo ift 

s=(r—h) Vıt»:. 

Wird h unendlih Hein, fo ergibt fih im.s = ryYır a. 
Verfolgt man alfo die Fänge der Iogarithmifchen Spirale von einem 
beflimmten Puncte derfelben gegen den Pol hin, fo nähert ſich dieſe 
Laͤnge, der unendlich vielen Windungen ungeachtet, einer endlichen 
Grenze. 

Der Gebrauch der Polarcoordinaten iſt aber auch in anderen 
Faͤllen nüglih. Wir wollen bier nur noch die Polargleichungen 
der Kegelfchnittslinien anführen, wenn ein Brennpunct zum Pole, und 
Die durch denfelben gehende Hauptare zur Polarare gewählt wird. 

Bei der Ellipfe, deren größere Halbaxe =a und die Fleinere —b 
iſt, wird, wie wir in der achten Vorleſung gezeigt haben, der aus dem 
Brennpuncte zu einem Curvenpuncte, welchem die.auf der Are 28 aud 
dem Mittelpuncte gezählte Abfeiffe x entfpricht, geführte Radiusvector 
allgemein durch die Gleichung © 


vr= 383 — IX 
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Ya? — b2 
a 


centricität vorftelt. Die Entfernung des. Brennpunctes von dem Mit: 


telpuncte der Ellipfe ift = Va? — b? oder = ae; nennen wir nun 
den Winfel, welchen der Radiudvector r mit der Are 2a bildet, 7, fo 
baben wir 


ausgedrüdt, in der e den Bruch ‚, oder die fogenannte Er» 


x rco.n m as 
folglich, wenn wie mittelft diefer Gleihung aus der vorigen x weg⸗ 
Ihaffen, | 


a (1 —®) 
16 cos. n 
für die Polargleichung der Ellipſe. 
Auf ähnlichen Wege erhält man die Polargleichung der Hyperbel 
a(?— 1) 
Y— 800s.n° 
Für die Parabel fey « der Parameter und x die Abfeiffe auf der 
Hauptare vom Scheitel aus gezählt, » ift der Radiusvector - 


r=x + z 
Aber die- Abfciffe des Bremmpuncts ft - 2’ folglich haben wir 


} 


r = 


r cos.y x - 
7 4 


und = 3(1 —cosn) 
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Ein und zwanzigjte Vorleſung. 


» >. . 
Uber einige befondere Puncte ebener Eurven. 


DD. Geometer pflegen bei der Unterfuchung der Geſtalt einer 
Eurve ihre Aufmerffamfeit vorzüglich auf jene Puncte zu richten, in 
welchen diefelbe von der gewöhnlichen Form einer einfachen Biegung 
abweicht. Diefe find bei ebenen Eurven, mit welchen wir uns hier als 
lein befhäftigen wollen, die fogenannten Wendungspuncte, die 
Rückkehrpunecte und die vielfachen Puncte. 

Wenn die Gerade, welche eine frumme Linie in einem beſtimm⸗ 
ten Puncte berührt, in eben diefem Puncte durch die Eurve dergeftalt 
bindurchgeht, daß die demfelben zunächft liegenden Puncte der Curve 
auf entgegengefegten Seiten jeder durch ihn gezogenen Geraden fich 
befinden, fo beißt diefer Berührungspunct ein Wendungspunct der 
Curve. Ein folcher ift der Punct N (Sig. 1) der Curve HNK. 

Aus der gegebenen Erflärung folgt, daß, wenn ein Punet einer 
Eurve ein Wendungspunct feyn fol, von den beiden in demfelben an⸗ 
einander grenzenden Theilen der Curve der eine feine concave, und der 
andere feine convere Seite gegen jede nicht durch diefen Punct geführte 
Gerade fehren, und überdieß, in fo fern die legtere als Abfcijfenare 
betrachtet wird, die Curve fowohl für die Abfciifen, welche zunadhit 
Feiner, als auch für jene, welche zunächft gröfier find, als die Abs 
feilfe ded genannten Puncted, reelle Ordinaten darbieten müffe. 

Da der Differenzialquotient 2 ‚ mit geböriger Berücfichtigung 
feines Zeichens, die trigonometrifche Tangente des Winkels angibt, 
welchen die zu dem Puncte x, y einer Curve geführte Berührungslinie 
mit der Richtung der pofitiven x bildet, und diejer Winfel bei dem 
MWachfen von x ab» oder zunimmt, je nachdem der Bogen der Curve, 
in welchem fich der Punct x, y befindet, gegen die Are der x concav 
oder conver erfcheint ; fo wird der genannte Differenzialquotient in Bes 
zug auf einen Wendungspunct offenbar ein Marimum oder ein Minis 
mun. Auch fann man umgefehrt fagen, jeder Werth von x, welcher 


ne zu einen Marimum oder Minimum macht, gehöre jederzeit einem 
MWendungspuncte, denn ed müſſen unter diefer Vorausfepung für den 


' 
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genannten Werth von x die beiden Gubftitutionen x + Ax und 
x— Ax, wenigiiens hinfichtlich der Fleinften Werthe von Ax, reelle 
Werthe von y herbeiführen. 


Alle Werthe von x, durch welche der Differenzialquotient 7 


in den Zuftand des Maximums oder Minimums verfegt wird, find 
. 42 2 

Wurzeln einer der Gleichungen — = 0, —— = 5 jedoch Täßt 

ſich diefer Satz befanntlich nicht umfehren. 

Man wird alfo nach verrichtetere Auflöfung diefer Gleichungen 
unter den reellen Werthen des x, denen reelle y correfpondiren, diejes 
nigen, welde Wendungspuncte der vorgelegten Curve anzeigen, mit. 
Rückſicht auf oben ausgefprochene Bedingungen, ausfcheiden. Von den 


Werthen der Abſciſſe x, durch welche auch noch einige der an * 


2 
unmittelbar fich‘ anfchließenden höheren Differenzialquotienten in die 
Nulle übergeben, find nur. diejenigen beizubehalten, in Bezug auf. 
welche der letzte diefer Kolge verfchwindender Differenzialquotienten von 
gerader Ordnung ift. Statt zu unterfuchen, ob ein obigen Gleichun⸗ 
gen genügender Werth von x auf ein Marimum oder Minimum des 


. d . . 
Quotienten * führt, kann man ſogleich unmittelbar nachſehen, ob, 


wie ed die Natur eines Wendungspunctes fordert, die Curve an der 
durch dieſes x bezeichneten Stelle ihre Tangente durchfchneider, d. h. 
ob die Abſciſſen x--Ax und x — Ax bei den Fleinften Werthen von 
Ax Ordinaten befigen, wovon die einen Fleiner und die anderen grö- 
Ber find, als die denfelben Abſciſſen zugehörigen Ordinaten der erwähn« 
ten Zangente. 

Da die Gleichung jeder geraden Linie zur erften Ordnung gehört, 
dy d’y da day 
d«’ Tat ds 
gente des Punctes x, y einer Curve jederzeit verfchwinden, fo fiebt - 
man , daß die Tangente mit der Eurve an allen Stellen, an welchen 
d2 
Te 
len Stellen, an welchen überdieß noch = o ift, in einer Berüh⸗ 


folglich die Differenzialquotienten r 20. für die Tan⸗ 


= o ift, in einer Berührung der een Ordnung, ferner an als 


rung der dritten Ordnung fteht, u. f. w. Man nennt die Puncte eis 
ner Curve, in Bezug auf welche für die Abfeiffen x + Ax und x — Ax 
bei den Eleinften Wertheu von Ax reelle Ordinaten Statt finden, uud 


j 
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/ 1 4 2.4 . . ⸗ ds 
nebjt * auch noch einige der höheren Differenzialquotienten Ta 


=ı ‚ 2c. gleih Null werden, Schlangenpuncte, und zwar ficht⸗ 
bare oder unfichtbare, je nachdem in Yenfelben wirklich eine Wens 
dung der Curve erfolgt oder nicht. Schlangenpuncte entftehen immer, 
wenn zwei oder mehrere Wendungdpuncte eines Curvenaſtes durch 
Modificationen der Conftanten, welche auf die Geftalt der Curve Ein- 
flug haben, einander unendlich nahe gebracht, und zulegt in einem 
Puncte vereinigt werden fönnen; fie werden dabei unfihtbar, wenn 
die Anzahl der_zufammenfallenden Wendungspuncte gerade, und fie 
bleiben fichtbar, wenn die Anzahl diefer Puncte ungerade ift. 

Endlich bemerfen wir noch, daß für alle Puncte, welche 

R— 


0 geben, d der Srimmungepe mei unendlich) groß wird, und 
2 


2 





die Form - erhält, der 


Krümmungshalbmeffer. verfchiwindet. & Beiden Fallen laͤßt die Curve 
an der genannten Stelle keinen Kreis zu, deſſen Berührung mit ihr 
zur zweiten Ordnung gehoͤrte; ſondern es kommen im erſten Falle die 
Berührungskreiſe der Curve um fo naͤher, je größer, und im zweiten, 
je Fleiner ihre Halbmeſſer werden. 

Ein Rückkehrpunet oder eine Spitze heißt jener Punct, in 
- welchem zwei gegen einander nicht concave Üfte einer Curve ſich endi- 
gen. Diefe Alte kehren alfo in der Mähe ihres Wereinigungspunctes 
entweder ihre converen Seiten gegen einander, in welchem Balle eine 
Spige der erſten Art Statt findet (wie im Puncte N, Fig. 12), 
oder es ift die convere Seite des einen Aſtes gegen die concave des an⸗ 
dern gewendet, wodurch eine Spige der zweiten Art gebildet wird 
(N in ig. 13). 

Zwei Äfte einer Curve können fich in einem Puncte nicht endigen, 
ohne ˖ daſelbſt eine gemeinfchaftliche Tangente zu befigen. Denn man 
nehme die DOrdinatenare des rechtiwinfligen Coordinatenſyſtems, auf 
welches man die Curve bezieht, fo an, daß in der Nähe des gedachten. 
Puuctes jeder. der beiden Afte von den, wenn es nöthig iſt, verlänger: 
ten Ordinaten des andern gefchnitten wird, fo muß, wenn in der Glei— 
hung der Curve y==f(x) die an ſich betrachtet offenbar vielförmige 
Sunction F(x) durch gehörige Wahl der Werthe ihrer mehrdeutigen 
Beftandtheile auf einen diefer Aſte beſchraͤnkt wird, uud a die Abſeiſſe 
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des Vereinigungspunctes beider Afte vorſtellk, fir die-Meinften Werthe 
von « eine der beiden Größen f(a-+o) , Fla—w) reell, die atıdere 
aber imagindr ausfallen, und die reelle diefer Größen ſowohl in dem 
gegenwärtigen Zuſtande, als auch, wenn man fie durch Änderung eis 
ned mehrdeutigen Beftandtheiles auf den zweiten Ajt überträgt, für 
0 denfelben Werth barbieten. Deßhalb kemmt in dem Ausdruge 


für f(a-+ o) nothwendig eine Wurzelgröße von der Sorm @" "Voir 
worin der Bruch — — pofitiv, und unter feiner einfachften Geflalt nis 
einem geraden Nenner verfehen if, Nun flimmt aber der. Werth, wel 


den der Differengialquotient Ze = 





‚für x a erhält, offeubar mit 
jenem überein, welchen der Diferematguotien, Set» — + FEIN ao 


annimmt; ferner entftehen bei dem Differenzixen i in. Bene: auf. w aus 
Nadifalgrößen, unter weldhen w erfcheint, wieder Radifalgrößen mis 
derfelben Wurzel, welche Daher, wenn man w==o ſetzt, entweder 


verfchwinden, oder unendlich 'groß werden: es findet alſfo für —— Di 5 


bei der Annahme = o in Bezug auf'die beiden genannten nr det 
Curve entweder derfelbe endliche, oder ein unendlicher Werth, und 
denmach in beiden Fällen einerlei Zangente Statt.- ' .. 
Da man durch fortgefeptes Differenziren jeder mit einem poſiti⸗ 

ven gebrochenen Erponenten verfehenen: Potenz einer veränderlichen 
Größe zulegt auf Potenzen diefer Variablen kömmt, welche negative 
Erponenten an ſich tragen, und daher bei dem Verſchwinden der Grund⸗ 
größe unendlich wachfen ; fo wird man aus den fo eben vorgetragenon 
Bemerkungen ohne Mühe den Schluß ziehen, daß die Glieder ber. Reihe 
der Differenzialquotienten 

dy dy diy dry 

di’ da’ Frl ae 


für jeden Nüdfehrpunct einer ebenen Curve, von irgend einer Stelle 


“angefangen, fortwährend unendlich große Werthe erhalten. Beftimmt 
. man alfo für fämmtliche aufeinander folgende Differenzialien der Ors 


dinate y einer gegebenen Curve die Werthe der Abfeiffe x, durch welche 
die dieſen Differenzialien correfpondirenden Quotienten unendlich zus 
nehmen, fo lernt man ficher alle Buncte der Eurve fennen, in welchen 


diefelbe Spigen haben kann. 
Ettingspaufen’s math. Vorieſuugen. u. 1 
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Diieſer ollgemeine Sap läßt fih, was die Spipen der erſten Art 
betrifft, noch darauf befchränfen, daß für diefe der Differenzialguotient 
—_ nothwendig verfchwindet, oder unendlich groß erfcheint. In der 
That, ift die Are der y der gemeinfchaftlihen Tangente beider eine 
Spitze der erſten Art bildender Äſte einer Curve nicht parallel, fo fin« 
j det man in der Nähe diefer Spige, wenn die genannte Tangente nicht 
zugleich, die Are der x it, den eitren Aſt gegen die Are der x concad 
und den anderen conver, und wenn die Abfeijfenare mit der Tangente 
der Spige übereinftimmt , beide Üfte gegen diefe Are conver ; aber das 


Zeichen bes in Bezug auf x genommenen Differenziald d = dent 
Zeichen des Quotienten 7 gleich oder davon verfchieden, je nachdem 
ſich die Curve im Punete x, y gegen die Are der x Conver oder con⸗ 
cav zeigt: folglich befigf ber Differenzialquotient ZI für zwei zu ei» 


nerlei Abſciſſe gehörige, der Spitze noch fo nahe liegende, Puncte jlet® 
zwei dem Zeichen nach entgegengefegte Werthe. An der Spige felbft 
fallen beide Werthe diefes Differenzialquotienten in einen zufammen, 
duch welchen, indem man auf der Curve über Die Spitze hinaus fort 
fchreitet , der Übergang ded genannten Quotienten aus. dem pofitiven 
Zuftande in den negativen erfolgt: ed verfhwindet alfo daſelbſt entwe⸗ 


der der Zähler oder der Nenner des fılr — beftehenden Ausdrudes, 


wodurch die Ausgefprochene Behauptung gerechtfertiget ift. 

Kür die Spipen der zweiten Art gilt diefe Zolgerung nicht, denm 
bei denfelben findet fein Übergang von ZI aus dem pofitiven Auftande 
in den'negativen Statt. u | 

Hat die Are der y eine zur Tangente des Puncted x, y parallel 
Lage, fo wird, da diefe Tangente auf der Are det x fenfrecht flieht, 
dy 


77 unendlich groß. Diefer Punct kann, der Gleichung Z == = 


ungeachtet, ein gewöhnlicher feyn (wie N in Big. 14). Ober es if, 
oder ein Wendungöpunct (ig. 15), oder eine Spige (Fig: ı6, 27), 
kaun durch die Betrachtung der ben Abfciffen x Ax und x — Ax 
für unendlich abnehmende Werthe von Ax entfprechenden, Orbinaten 
Teicht entfchieden werden. R⸗ 


Um daher die Spigen der erſten Art einer Curve y f(x) zu 
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entdecken, wird man die Gleichungen — Fr und =- aufe 
löfen, und diejenigen Werthe von x beibehalten, welche feine Mens 
dungspunete oder Schlangenpuncte geben. Man wird aber Durch Ber 
trachtung der Nachbarpuncte ſich verfichern mülfen, ob die gefundenen 


Abſeiſſen wirklich Spigen der erſtern Art gehören. Faͤllt = Durch dies 


felben nicht unendlich groß auß, b zeigen diefe Abfeiten hewi beſon⸗ 
dere Puncte an. 


Die Lehre von den groͤßten und kleinſten Werthen der Functionen 
einer veraͤnderlichen Groͤße kann durch die Theorie der hier betrachteten 
beſonderen Puncte der ebenen Curven fehr anſchaulich gemacht werden. 

Betrachtet man eine Bunction, wie f(x), als die der Abfeiife x 
entfprechende Ordinate einer ebenen Curve, fo wird diefe Function ein 
Marimum oder ein Minimum, fohald die Tangente der Curve in dem, 
durch diefe Coordinaten beflimmten Puncte (N in Sig. ı8) der Are der 
x parallel lauft, und feine Wendung Statt findet, wozu erforderlich 
iR, dag en verfchwindet, und der erfie nicht verfchwindende unter 
den höheren Differenzialquotienten Fo, ur @, 30. zu einer ger 
raden Orbnung:-gehött. Die Ordinate ift unter: biefen Umftänden im: 
algebraifchen Sinne, in welchem negative Orößen, in Beziehung auf bie 
Gefammtheit aller, um fo größer find, je weniger ihre numerifchen Wer⸗ 
the betragen, ein Marimum, wenn die Eurve auf der Seite der pofie 
tiven DOrdinaten gegen die Are der Abfeillen concav (Fig. ı8, a), oder 
auf der Seite der negativen Ordinaten. gegen dieſe Are conver erfcheint 
(Fig. 18, b), und ein Minimum, wenn das Gegentheil eintritt- 
(Fig. ı8, ce und d). Im eriten Falle ift der erwähnte erfte nicht ver- 
fhwindende Differenzialquotient negativ, und im zweiten pofitiv. Alle 
diefe Ergebnijfe flimmen mit den Refultaten der fünf und vierzigften 
Vorlefung über die Analyfis vollfommen überein. 

Es fann aber auch die Function f(x) durch Werthe von x in 
den Zufland des Maximums oder Minimums verſetzt werden, für 


welche der Differenzialquotient af In unendlich groß erfcheint. In 


dieſem Falle zeigt fi fih an den "gehörigen Puncten der Curve, deren 
Sleihung y =/(@) ift, ſtets eine Spige der erſtern Art (Big: 1, 
a und b). 
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Ein vielf aher Punet einer Eurve heißt jener, durch wel⸗ 
chen mehrere Äfte berfelben hindurchgehen, ſie moͤgen ſich daſelbſt ſchnei⸗ 
den oder berühren. 


Schneiden fich mehrere Üfte einer Curve, fo gehören der Curve 
in dem Durchfchnittöpuncte mehrere Tangenten, während fie.in jedem 
der übrigen Puncte bloß eine zuläßt. - ES fey nun Fix, y)= o die 
Gleichung der Eurve, und, was durch Wegfchaffung der etwa vorhans 
denen Wurzelgrößen immer bewirft werden fann, F(x, y) eine ratios 
nale Function von x und y, fo find in dem Refultate der Differenzia- 
tion diefer Gleichung, nämlich in 

j Pax Ray 0, 
- P und Q ebenfalld rationale Functionen von x und y, und fomit bietet 


der Quotient * — — für jedes Paar zuſammengehoͤriger Wer⸗ 
the von x und y bloß einen Werth dar. Setzt man ſtatt x und y bie 
Coordinaten eined Durchfchnittöpunctes mehrerer Afte der Curve, fo 
muß 7 eben fo viele verfchiedene Werthe annehmen, was wegen der 
rationalen Form des Bruched 7 nur in fo fern möglich ift, als der⸗ 


ſelbe in die unbeſtimmte Groͤße übergeht, oder was daſſelbe heißt, 
als der obigen Differenpalgfeichung Bund dieſe Subftitution unabhäns 
gig von dem Werthe des Quotienten © — — Genüge geleiſtet wird. 


Stehen zwei Alte einer Curve in dem Puncte x, y in ’einer Bes 
ruͤhrung ·˖ der nken Ordnung/ ſo erhält für diefen Punct jeber der Diffe⸗ 
renzialguotienten 

as, dy dıy day. 
ai’ du! dam’ tt an 


bloß einen, u. aber zwei Werthe. Durch fortgefegtes Differenzi« 
ten der Gleichung Pdx + Qdy==o, info fern man dx als con- 
ftant behandelt, Fommt man auf eine Gleichung von der Form 

‚ Naxwt: LQOdt yo, 
wobei Q diefelbe Function bedeutet, wie früher, und N ebenfalls eine 


rationale Function von x und y it. Diefe Ieptere Gleichung gibt für 
dr * 1 N , , 
Tan, den rationalen Bruch =y welcher nur in dem Balle zwei 
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verfchiedene Groͤßen darzuftellen vermag, wenä ſowohl N ald Q verfchwins 
bet. Es muß alfo wegen der erften Differenzialgleichung auch P gleich 


Null werden, folglich = für den Berührungspunct beider-Äfte gleich 
falls die Form = annehmen. 


Um daher die vielfachen Puncte einer Eurve zu entdedien, bringe 
man ihre Gleihung auf eine rationale Geftalt, differenzire diefelbe, 
und fege die Eoefficienten beider Differenzialien gleich Null. Die beis 
Den hiedurch erhaltenen Gleichungen bieten, in Verbindung mit’ der . 
Gleichung der Eurve, die Coordinaten aller vielfachen. Puncte dar. Je⸗ 
doch find nicht alle fo beftimmten Puncte der Curve nothwendig viel« 
fache. Um hierüber zu entfcheiden, muß die Befchaffenheit der Curve 
in der Nähe des fraglichen Punctes unterfucht werden, was feinen 
Schwierigkeiten unterliegt. Sowohl zu diefem Zwede, ald auch zur 
Beftimmung der Anzahl der in einem vielfachen Puncte fich begegnen» 
den Alte ift es nüglich, auf die Anzahl der reellen Werthe zu fehen, 
welche der Differenzialquotient 7 in Bezug auf den fraglichen Punct 
erhält. Nimmt man die höheren Differenzialien der vorgelegten Glei⸗ 
dung, bis man auf eine Differenzialgleichung fommt, welcher durch 
bie Eoprdinaten des erwähnten Punctes, nicht unabhängig von dem 


Werthe des Quotienten a Genüge geleiftet wird, fo hat man bie 


gur Beſtimmung von —— noͤthige Gleichung. 

Erweitert man den Begriff eines vielfachen Punctes, indem man 
ihn für einen mehreren Äſten einer Curve gemeinſchaftlichen Punct ers 
Härt, fo fann man auch die Nüdfehrpuncte als vielfache betrachten. 

Noch verdienen die fogenannten conjugirten oder zugeord«- 
neten Puncte gewiffer Curven einer Erwähnung. Dieß find ifolirte, 
außerhalb der Äſte einer Curve befindliche Puncte, deren Goordinaten 
der Gleichung der Curve Genüge leiten. Iſt x die Abfeilfe eines fols 
hen Punctes, und y==f(x) die Gleihung der Eurve, fo müffen 
für die Fleinften Werthe von Ax, f(x + Ax) und f(x — Ax) ima⸗ 
ginäe werden. Dieß kann aber, wie die Entwidelung von f(x + Ax) 
mittelft des Tayl or'ſchen Lehrfages zeigt, nur dann gefchehen, wenn 


in der Reihe 
dy dy .d'y 


ET Tr vn 
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fi) imagindre Glieder vorfinden. Bringt man mun die Sleihuns dor 
Curve auf die rationale Form F(x, y) 0, wodurch auch = ratio⸗ 
nal erſcheint, ſo muß für die Coordinaten eines zugeordneten Punctes 
dy.. o 

Fri bie Gorm - erhalten. 


Man findet nicht felten für die eonjugirten Puncte, wenn 27 


und n reell find, reelle Subtangenten und reelle Krümmungshalb« 


meſſer. Die Formeln für diefe Größen paſſen aber auf den vorliegen- 
den Fall gar nicht, weil die Entwidelung diefer Formeln ſtillſchwei⸗ 
gend voraußfest, daß fere9 ie bei den Fleinften Werthen 
von Ax reell ift, | 

Zur Erläuterung der hier vergetragenen Säge mögen folgende 
Beifpiele genügen. 

Der Anfangspunct der Eoordinaten für die Curven, deren allge» 
meine Sleihung y—x" ill, erfcheint nad) Befchaffenheit des ganzen 
oder gebrochenen rationalen Erponenten m bald als gewöhnlicher Punct, 
bald als Wendungspunct, bald ald Spige der erften Art, wobei die 


‚Differenzialquotienten — und — theils zugleich verſchwinden, theils 
aber der letztere allein, oder auch beide unendlich werden. Die Curve 
y= x: + yx5 zeigt im Anfangspuncte der Coordinaten eine Spipe 
der zweiten Art, ferner die Curve y = xyYı — x einen doppelten, 
die. Eurve y’= x Yx — a hingegen einen conjugirten Punct, 
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Zwei umd zwanzigite Vorleſung. 
Über die Abmwidelung ebener Curven. 


Denen wir und um eine ebene Curve einen vollfommen bieg« 
famen und unausdehnbaren Faden gelegt, und denfelben, während fein 
freies Ende fletö nach einer die Curve berührenden geraden Linie ausge⸗ 
ſpannt erhalten wird, von der Curve entfernt; fo befchreibt der End» 
punct deſſelben eine krumme Linie, von welcher man fagt, fie fey durch 
Abwidelung oder Evolution der gegebenen Curve erzeugt wor⸗ 
den, oder fie fey eine Evolvente diefer lepteren, die man, in Bezug 
anf jene, die abgewidelte Linie oder die Evolute zu nennen 
pflegt. | 

Hier bietet fich nun fogleich die Frage dar, wie man aus der ges 
gebenen Gleichung der abgewidelten Curve die Gleichung der durch Abs 
widelang entitandenen finden könne. 

Um biefe Frage zu beantworten, feyen x, y die rechtwinfligen 
Goordinaten irgend eines Punctes der unbefannten Curve, ferner E, 
v die auf die nämlichen Aren fich beziehenden Coordinaten des Puncz 
teö, in welchem das an dem erfteren ſich endigende geradlinige Stück 
des Fadens von der gegebenen Curve ausgeht, fo haben wir, weil der 
Punc* x, y inder dem Puncte E, v zugehörigen Tangente der abges 
widelt ı Curve euthalten ift: 


Os J—v=@-97: 

Bezeichnet ° die Länge des durch die genannten Punete begrenz« 
ten Stuͤckes des Fadens, und s den bereits abgewickelten Bogen der 
gegebenen Eurve, fo iſt, da A und s offenbar ſtets um gleiche Differens 
jen zunehmen, do = dx; folglid) findet man, wenn man: die Glei⸗ 
dung (1) mit der Gleichung 
(2) x —-5”+ 6-V= =“ 
verbindet, die zwei Gleichungen 


aus welchen man, nachdem man mittelft der Gleichung der abgewidel- 


> 
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ten Curve v und-A durch E audgebrüdt hat, nur E wegjufchaffen braucht, 
um die Sleichung der Evolvente zu haben. Welches der beiden Zei- 
hen + beizubehalten ift, muß durch Erwägung der Zeichen der Diffe- 
renzen x — &, y — v entſchieden werden. Die Betrachtung der Fi⸗ 
gur lehrt, daß x — E und y — v negativ find, wenn E, v, A zus 
gleich wachfen ; daher haben wir 


A Adv 
(8) =; -1, Jay. 


Was die Größe A betrifft , fo ergibt fih aus dA == de im Alls 
gemeinen 
A ==.0 4 Const. 

Die Eonftante richtet ſich nach der Länge des geradlinigen Baden. 
ftüdes an der Stelle, wo die Abwicelung beginnt, oder wo — 0 
ift. Durch) Veränderung diefer Eonftante laſſen fich zu jeder gegebenen 
Curve unzählige Evolventen daritellen. 

Wie man fieht, geht die hier vorgetragene Auflöfung ber vorges 
legten Aufgabe nur bei folhen Evoluten an, deren Nectification man 
in feiner Gewalt hat. 


Eine, nebft anderen vorzüglichen Eigenſchaften, beſonders ihrer 
Abwickelung wegen merkwuͤrdige Curve iſt die ſogenannte Cykloide 
oder Radlinie. Sie wird durch jeden Punct des Umfanges eines auf 
einer geraden Linie fi fortwaͤlzenden Kreiſes beſchrieben. Ein Kreis 
waͤlzt fi) aber auf einer geraden Linie, wenn alle Puncte der Periphes 
tie deffelben nach und nach mit der geraden Linie fo in Berührung kom⸗ 
men, daß die Länge jedes Bogens dem Stüde der Geraden gleich ift, 
mit deifen Endpuncten die Endpuncte ded Bogens zufammenfielen. 


Aus diefer Erflärung erhellet, daß die Cykloide aus unendlich 
vielen einander gleichen Bögen befteht, welche mit der geradlinigen 
Bahn des Erzeugungskreiſes in Puncten zuſammentreffen, deren jeder 
von ſeinem Nachbar um die Länge ber Peripherie diefed Kreifes ent⸗ 
fernt if. 

Wenn der die Cykloide befchreibende Punct O (Big. 19) feine 
größte Entfernung von der Geraden AB, auf welcher fi der Kreis 
wälzt, erlangt hat, fo fteht der durch ihn gehende Durchmeffer OC 
auf diefer Geraden ſenkrecht. Die Curve ift auf beiden Seiten der OC 
gleich geftalte. Man nennt daher diefe Gerade eine Are, und den 
Punct O einen Scheitel der Eyfloide. 
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Es feygen OP =—=x und MP r=y bir rehtwinfligen Coordina- 
ten eined Punctes M der Epfloide, in fo fern die Are OC als Abfeife 
fenare, und der Scheitel O als Anfangöpunct derfelben betrachtet 
wird; ferner fey a der Halbmeiler des Erzeugungsfreifes, fo haben 
wir, wenn wir diefen Kreis in die Pofition GMH verfegen, in wels 
cher fidy der Punct O in M befand, den Bogen . | 

MG oder NC = der ©eraden AG, 


folglich durch Subtraction deſſelben von der mit der halben Peripherie 
ONGC gleichlangen AC, 
—X 


GC oder MN = dem Bogen ON == a Arc. cog, — 


Nun it auch NP=YOP. PO Yaax x; folglich, da 


MN und NP gufammengenommen die Ordinate MP ausmachen ; 
| “ y= Yaazx—— x? 4 a Arc.cos. —; 

und dieß ift die Sleihung der Cykloide, 
Sie gibt und 


dy=dıVY — 
5 
m) ds = Vdx +dy? = dx V=, 
alſo s = Yaa.fdx. in ayaax - Const, 


Laſſen wir das Integral für x=o anfangen, fo wird Const.= 0, 
und wir haben 





s == a Yaax. 

Stellt s den Bogen OM vor, fo iſt Var ax der Ausdruck für die 
Sehne ON des Erzeugungäfreifed ; daher tft der genannte Bogen dop⸗ 
pelt fo lang, als diefe Sehne. | 

Legen. wir nun um den Bogen AO der Cykloide einen Faden, und 
unterſuchen wir Die Befchaffenheit der von dem Puncte O deffelben bei 
der Abwidelung befchriebenen Eurve. 

In diefem Salle ift, wenn wir bie in den obigen Formeln ge⸗ 
brauchten Bezeichnungen annehmen: 


= VE E + a dre.con. = =, = a VE, 
= avVaaE, dX = — E 
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od vermoͤge den gormein (3): 


xm— , 


a EEE 


y.:— VERZE ade con 
a VIE . .. 
Setzen wir in dieſer letzteren Gleichung 
— 22 22 — , y=zıayı 
ſo erhalten wir | 
ZU — y m — Vaax— ın <b- a Arc. cos. Ze, 


x’ — A a — x’ 
alfo wegen = — Arc. 008. a. = Arc. 008. — 


a — 
= Yaax’— xi2 4 a Arc. cos. 


Da diefe Sleihung mit jener, von welcher wir ausgingen , der 
Form nach genau übereinftimmt, fo entfteht durch die bei dem Schei⸗ 
tel beginnende Abwidelung einer Eyfloide wieder eine ihr gleiche Cy⸗ 
kloide, deren Scheitel in Bezug auf die Are der erfteren die Coordina- 
ten — 2a und xa’ gehören, | 

Multiplieirt man die erfte der Gleichungen (3) mit d&, die 
gweite mit dv, und abdirt man die Producte, fo ergibt fi wegen 
dE + du m dit 

a—- Ha y—V)do= — adı 

Aus der Gleichung (2) folgt aber 

K—H(d— dd + YW—v)(dy— du) = Äar, 
baher bat man, wenn man die beiden letzteren Gleichungen addirt. 


\ «—-Dax-g—uV)dy=o 


oder um 1=-6-9%. 


oder 











Diefe Sleichung gibt zu erfennen, daß der Punct E, v in der 
gum Puncte x, y gehörenden Normallinie der durch Abwickelung her⸗ 
vorgebrachten Curve ſich befindet, welche Eigenfhaft auch durch die 


Sleichung = = — * ausgedruͤckt wird. 
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Differenzirt man nun bie Gleichung 2 4 (- — 8 —2 0, 
fo erhält man 
dr — dE+ (dy— dv)? +0= imo, 
weiche Gleichung fich wegen dE 4 dv — — 0 auf 
— 3. 


reducirt. Mittelſt der gegenwaͤrtig vorhandenen Gleichungen wird man 
in den Stand geſetzt, y— v, folglich auch x — E und ?° bloß durch 
Differenzialien der Größen x-und y darzuftellen. Aber diefe Gleichun⸗ 
gen flimmen mit den Gleichungen (1), (2), (4) der fünfzehnten Vor⸗ 
lefung genau überein; daher find E und v nothiwendig die Coordinaten 
Des dem Puncte- x, y entfprechenden Rrümmungsmittelpunctes der 
Evolvente, und AR ift der dadurd bedingte Krümmungshalbmeiler. 

Die Evolute einer jeden Eurve.enthält demnach die Mittelpuncte 
fämmtlicher mit diefer Curve in einer Berührung der zweiten Ordnung 
befindlichen Kreife in fi, oder, wie man fich furz ausjudrüden pflegt, 
die Evolute it der geometrifche Ort der Krummungsmittelpuncte 
Der Evolvente. 

Die Beftimmung der Curve, durch deren Abwicelung eine vors 
gefchriebene Curve entfteht, wird, wie aus dem Gefagten erhellet, 
vollzogen, wenn man aus den ©leichungen 

2 2 
(4) 1-5 o=y+577 
(fänfzehnte Vorlefung (6)) und aus der zwifchen x und y gegebenen 
Gleichung der Evolvente diefe Epordinaten wegfchafft. Die dadurd) 
zwiſchen & und v fich ergebende Gleichung gehört der Evolute. Es iſt 
Daher die Beftimmung der Evolute aus der Evolvente eine leichtere 
Aufgabe ald die umgefehrte, da eritere unabhängig von aller Integra⸗ 
tion aufgeloͤſt werden kann. 

Man kann ſich der Formeln (4) auch bedienen, um aus der Glei⸗ 
chung der Evolute jene der Evolvente abzuleiten. Man fubftituire 
nämlich diefe Ausdrücke für E und v in ber zwifchen den letztgenannten 
Koordinaten gegebenen Öleichung der Evalute, fo hat man eiue Diffe 
zenzialgleichung der zweiten Ordnung zwifchen x und y, deren Inte⸗ 
gration auf die Gleichung der Evolvente führt. Hiebei dringt fich und 
fogleich die Bemerkung auf, daß das allgemeine Integral: diefer Diffe- 
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venzialgleichung zwei unbeftimmte Conftanten enthalten wird, während 
Doch Die Natur der vorgelegten Aufgabe nur ei folche Conftante zu⸗ 
läßt, deren Werth ſich nach der Ränge des geradlinigen Stüdes des 
Baden bei dem Anfange der Abwidelung richtet. Bolgende Betrach⸗ 
tungen werden diefe Schwierigkeit Iöfen. 


Es fey 
(5) . SJEGV)=o 
die gegebene Gleichung der Evolute, alfo 
dstdy dse\ __ 
(6) . I -5 r+z)=° 


die Differenzialgleichung - der Evolvente. Diefe letztere erhält durch 
Differenziation eine Form, unter welcher ihre volftändige Integration 
ſich auf eine leichte Art zu Stande bringen läßt. Stellen wir nämlich 
das Differenzial der Gleichung (5) durch 


Pdg + Qdv=o 
vor, fo haben wir, wegen \ 
dy ‚ds ds? dy? dy ‚ds 
4 in — —55 


und dv= dr tig 


Mm Qax— Pay) (ar +05 


ald das Reſultat der Differengiation der Gleichung (9 welches i in Die 
swei Gleichungen 


(8) dy + as * = 0 
(6) | Qdx — Pday ma 
zerfaͤllt. Aus der Gleichung (8) folgt durch Integration 
(10) y 4 as — A 
Ay. - 


' ode (y— A)d’y-- de mo, 
wobei A eine Eonftante bedeutet. Um diefe Gleichung weiter zu bes 
handeln , fey der in der fünf und fünfzigften Vorlefung über die Ana» 
Ipfis ertheilten Anleitung gemäß dy == pdx; alfo, da hier durdy- 
gehende dx als conftant behandelt wurde, dy = dpdx und 
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ds’ = dx? dyt == (ı +p!) dz*, fo verwandelt ſich diefe Glei⸗ 
dung in 
G—-A)dap ta +p)dx=o; 


ober, wenn man dieſelbe mit ET; multiplieirt, in 
d 
G— A) 7 - Vz a; rt dyVı-+ 


d. hin d. VER 


woraus ih (y — A)Yıt p = B . 
VB? — (y— 4)? (y—A)dy 
I — —— — d 7/0, 
alfo pP y—_ı und N ee: 
ergibt, wobei B eine zweite Conftante anzeigt, Integrirt man die letz⸗ 
tere Sleichung abermals, fo findet man 


x=vVB—-g—A, +C 
oder 


Gı) “-O40—- = 
wobei C eine dritte Conſtante ift. Diefe * iſt nun das allge⸗ 
meine Integral der Gleichung (6); allein, da in demſelben drei Con⸗ 
flanten erfcheinen, während die Natur der Integration einer folchen 
Differenzialgleichung bloß zwei unbeſtimmte Conftanten erheifht, fo 
müjlen diefe Eonflanten durch eine Bedingungsgleichung mit einander 
verknüpft ſeyn. Dieß ift in der That der Sal; denn aus der Glei⸗ 
Kung (11) folgt 

(«—C)dx -(y—A)dy=o, 
welche Gleichung mit Ruͤckſicht auf (10) in 





"ds?dy 








ds?dy — 
(12) : - 6 - 7,7 o vr C= x — 75 
übergeht. Verbindet man (123) und (10) mit (6), fo hat man 
f(C,A)=o. 


Es ftellt alfo die Gleichung (11) einen Kreis dar, deſſen Mittel: 
punct auf der gegebenen Curve £5) fich befindet, und dieſer genügt der 
Differenzlalgleihung (6) als allgemeines Integral. \ 

Aber offenbar haben wir auf diefem Wege die Auflöfung der vor: 
gelegten Aufgabe nicht erhalten; wir müffen uns daher dieferwegen zur 
Gleichung (9) wenden. In diefer Gleihung find P und Q zunächft 
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Functionen von E.und. v, alſo vermbge der Formeln (4) Functionen 


vonx,Y, 7 und ——. 2 Eliminirt man nun aus der Gleichung (9) 


—5 
mittelſt der — (6) den Pifereieguninten Zi 2, fo ergibt 


fi "eine Gleichung zwifchen x, y und 2 obne ilfieliche Conſtante, 
welche zwar als ein erſtes Integral von (6) zu betrachten iſt, aber je⸗ 
doch nur eine beſondere Auflöfung dieſer Differenzialgleichung darbietet. 
Die weitere Integration dieſer beſonderen Auflöfung führt auf eine mit 
einer willfürlihen Conftante verfehene emdliche Gleichung zwifchen x 
und y, welche der Evolvente gehört. 

Um über die Beftimmung der Evofute einer Curve einen beſonde⸗ 
ren Fall vor Augen zu legen, betrachten wir die Curve/ durch derem 


Abwickelung die Ellipfe - — +5 si entſteht. 
Wir haben hier 


dy ů, Ay. _.bo,de  Vbr+ay 
ds ay dı? as’ ds a? y ! 


folglich den Formeln (4) gemäß re 
tx [: — Mater] =: ob 


7 ash? _ a* 

b+x? +oty! (by: 
Br: 

und * oo. 


(bt .2, * ——— 
alſo mit Ruͤckſcht auf die eihung ber aripſe 


as g 4 he vs =. (a? — bi), 
welches die. Gleichung der Evolute der Ellipſe ift. 


Noch verdient die Evplute der Togarithmifchen Spirale eine Er⸗ 
wähnung. Die Gleihung dieſer Spirale, in Bezug auf ein Polar: 
eoordinatenfpftem, ift, wie bereitö in der zwanzigſten Vorlefung ges 
fagt wurde, „== alr, wobei r den Radiusveetor irgend eines Puncz 
tes derfelben, und n feine Neigung gegen die Polarare anzeigt, aus 


welcher dy = und ds = dryYı ta? erhalten wird. Mit—⸗ 
teift diefer Werthe finden wir den zum Puncte x, 4 gehörenden 
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Krůmmungshalbmeſſer 
a * m— — . 
er rw 


Aber a ift die Tangente; daher & = der Sinus des Winkels, 








welchen die zu dem Buncte r, 7 AA Zeruhrungolini⸗ mit dem 
Radiusvector, oder ein auf dieſen Radiudvector errichtetes Perpendikel 
mit der Normale des genannten Punctes bildet; gebt dahet das er⸗ 
wähnte Perpendifel durch den Pol, fo trifft ed die Normale genau im 
Srummungsuittelpuncte, und fehneidet, wenn man es ald Radiusvec⸗ 
tor der Evolute der vorgelegten Spirale betrachtet, die ihm entſpre⸗ 
ende Beruͤhrungslinie dieſer Evolute ſtets unter dem Winkel, Deflen 
Zangente a iſt; woraus erhellet, daß einer logarithmiſchen Spirale 
fie ſelbſt, nur in. anderer age als Evolute zugehört, 
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Drei und zwanzigſte Vorleſung. 


über die Trajectorien und Einhüllungslinien 
ebener Curven. 


Der Namen Trajectorie führt jede Linie, welche alle un» 
tet, einer gemeinfchaftlichen Gleihung begriffenen Linien nad) einem 
vorge engn Geſetze durchſchneidet. 

Es ſey naͤmlich | 
9— f«@; yma), 0 
bie Glelchüng irgend einer auf ein rechtwinkliges Coordinatenſyſtem bes 
zogenen Eurve, worin eine unbejtimmte Conſtante a entweder unmit« 
telbar, oder mittelbar, d. i. dadurch erfcheint, daß man andere darin 
vorfommende beftändige Größen ald gegebene Functionen von a anfieht. 
Ertheilt man nun der Eonftante a ſtufenweiſe alle Werthe, deren fie 
fähig ift, fo bietet die Gleichung (1) ein Syſtem gleichartiger Curven 
dar, welche, wenn es ſich um die Ausmittelung einer Trajectorie hans 
delt, durch eine Linie fo gefchnitten werden follen, daß die Coordinar 
ten jedes einzelnen Durchſchnitt spunctes einer durch die Beſchaffenheit 
der vorgelegten Aufgabe ſeſtgeſetzten Bedingungsgleichung Genüge 
leiſten. 

Alle in dieſer Bedingungsgleihung enthaltenen, von den Coor⸗ 
dinaten x, y eines foldyen Durdhfchnittöpunctes‘ abhängenden, und auf 
die in diefem Puncte von der Trajectorie getroffene Curve fich beziehen⸗ 
den Größen laſſen fih mit Hülfe der Gleichung (1) durch x, y, und 
a ausdrüden; man kann daher die erwähnte Bedingungsgleichung im 
jedem einzelnen Falle ſtets auf die Form 
(23) (vr, ....)=0 
bringen, in welcher die Differenzialquotienten 3, = .... dur 
die bis jegt noch unbefannte Gleichung der Trajectorie beftimmt ge⸗ 
dacht werden. 

Nun flehen zur Auffindung der Tegtgenannten Gleichung zwei 


Wege offen, aus welden man nad Beſchaffenheit der Umſtaͤnde den 
bequemeren wählen kann. 
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Der eine gründet fih auf die Bemerfung, daß die beiden Glei⸗ 
Hungen (1) und (2), wenn in der legteren. alle von der Natur der 
Zrajectorie abhängenden Größen durch x, y dargeftellt wären, für jes 
bes einzelne.a die Coordinaten des Puncted angeben würden, in wel: 
chem die Trajectorie der dieſem Werthe des a entjprechenden, der Glei⸗ 
hung (1) unterworfenen, Curve begegitet. Leitet man daher aus den 
Sleihungen (1) und (2) nach den befannten Eliminationg s Methoden 
eine dritte Öleichung ab,, in welcher a_nicht vorhanden ift, fo gehört 
diefelbe allen Durchfchnittspuncten der ZTrajectorie mit den erwähnten 
Eurven zugleich, d. h. fie if die Gleichung der Trajectorie felbit, welche 
man jedoch, falls fie eine. Diferengialgleichung iſt noch zu integri⸗ 


ren hat. ee 


Der aniıre Weg Heft darin, daß man die Sleihung (1), in 
fo fern man a als eine veränderliche, von x abhängende Größe betrach- 
tet, für die GSleichung der Trajectorie anſieht, und aus derſelben die 


dy Sy | 
Werthe der in (2) — Groͤßen y, ddr ren. 
dardı x,.a und 32, Sa ri. ausdruͤckt, wodurch man eine Dif⸗ 


ferenzialgleichung zwiſchen a und x erhält, deren Integration auf eine 
endlihe Sleichung zwifchen x und a führt, welche die Sleihung (1), 
nach verrihteter Elimination von a, i in die verlangte Gleichung der Tra⸗ 
jectorie umftaltet. 

Es fey z. %. eine Curve zu u finden, welche alle durch die Glei⸗ 
chung (1) vorgeftellten Linien unter einem gegebenen Winkel ſchneidet. 

Der Winkel, unter welchem ſich zwei Curven begegnen, ſtimmt 
mit dem Winkel überein, welchen die zu ihrem Durchfchnittöpuncte ges 
zogenen Berührenden mit einander darſtellen, und diefer leptere Win- 


tel ift immer dem Unterfchiede der Winkel yleih, unter welchen diefe 


Beruͤhrenden gegen die Richtung der pofttiven Abfciffen geneigt find. 
Nennen wir nun, wie oben, die Coordinaten des Durchfchuittö: 
punctes der Trajsetorie mit einer der Curven, x und y; ungeben wir 


ferner bad Zeichen des Differenzinlquotienten z, wenn derfelbe auf 


die gefchnittene Curve fich bezieht, mit Klammern, um ihn dadurch 
von dem der Zrajectorie zugehörigen Differenzialquotienten zu unter; 
fcheiden; bezeichnen wir endlich die trigonometrifche Tangente des un⸗ 
veränderlichen Winfeld zwifchen der Trajectorie und jeder der von ihr 


durchſchnittenen Eurven mit co, fo haben wir die Bedingungögleichung 


Ettingshaufen’s math. Vorleſungen. 11, ı2 
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or a2) 
ı > Sn 


 [+@le+[ @ )-:]a=e 


Differenziren wir die Gleichung (1), und ſchaffen wir mittelſt eben 
berfelben aus dem gefundenen Differenzial die Conſtante a weg, fo er: 
halten wir (2) bloß durch x und y audgedrüdt, wodurch ſich Die 
Gleichung (4) fogleih in die Differengialgleichung der Xrajectorie vers 
wandelt.» Hält man ed aber für zwedimäßiger , zuerft eine Gleichung 

dy 


zwifchen a und einer der Groͤßen x, y darzuftellen, fo muß man Fri 


aus (1) ableiten, indem man a als eine veränderliche Größe behandelt. 


Um beide Methoden an einem befonderen Balle anfchaulich zu ma" 
chen, fuchen wir die Gleichung der Curve, welche alle in einem Puncte 
ſich durchkreuzenden geraden Linien ‚unter dem Winfel, deflen Tan⸗ 
gente c ift, ſchneidet. 


Nehmen wir den gemeinfehaftlichen Durchſchnittspunet dieſer Ge⸗ 
raden zum Anfangspuncte der Coordinaten, ſo iſt ihre Gleichung 


| yz=ax 
Diefe gibt une (z) =ı= J, wodurch wir mittelſt (4) die Dif⸗ 
ferenzialgleichung 


(+ 2) dx 4 —— ) dy=o 
oder (cx--y)dx + (cy—x)dyumo erhalten, 

Da dieß eine homogene, nicht unmittelbar integrable Differen- 
zialgleichung ift, fo gehört ihr, wie in der vier und fünfzigften Vorle⸗ 
fung. über die Analnfis gexeigt worden iſt, der integrirende Factor 

ı 
Sram Ober auch xꝛ ST 75a, und man findet nad) der Formel (100) 
der drei und fünfzigften Vorleſung über die Analyfis die Integralglei⸗ 
chung 

elyx:+y? 4 Arc. 18. - = Const., . 


welche mit folgender 
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 elVx®-Ly: = Arc. 15.2 + Const. 


einerlei ift. Trandformirt man die rechtwinfligen Coordinaten in Polar: 
eoordinaten, indem man x=arcos.(y— Const.), y=rsin.(y — Const,), 


alfo Arc. ig. : + Cont.=n und 2 2 re feßt, fo hat man 
die Sleichung 


& 


yv= cir ’ ‘ 
welche einer Iogarithmifchen Spirale gehört., In ber That befigt dieſe 
Curve die Eigenſchaft, fämmtliche von ihrem Pole ausgehende Radien⸗ 
vectoren unter demfelben Winkel zu fchneiden, wie in der zwanzigſten 
Vorleſung gezeigt worden iſt. 


Nimmt man aber in der obigen Rechnung (@ = a um 
Iaı x + xda, fo erhält man die Differenzialgleichung 
c(@2 + ı)dax + (ca— ı)xda = o 
d — ı)d 
oder — + mr = 0, 
deren integral 


etx Va? + ı — Arctg.a = Const. 
iſt, welches, nad) der Subfitution von 2 7 flatt a, ebenfalls auf die Glei⸗ 
hung 
celyx: + y: + y? == Arc.tg. - + Const. 
führt. . 
Soll die Trajectorie alle an die Gleichung (1) gebundenen Linien 
unter einem sechten Winkel treffen, d. h. foll fie, wie man zu fagen 


pflegt, eine orthogonale Trajectorie feyn, fo hat nian Rast (3) die 
Bedingungsgleichung 


(9) ı + eo 


auf welche die oben gegebenen —* anzuwenden ſind. 

So wird die orthogonale Trajectorie aller mit derſelben Haupt⸗ 
are und denſelben Scheitel verſehenen Parabeln y? == ax wegen 
(2 = „= — 1 — durd) die Differenzialgleichung axdx -ydy= 


ausgedrädt, deren Integral x? 4 2 y2 == Const. jede Ellipſe, deren 
Mittelpunct und Eleinere Hauptare in den Scheitel und in die Hauptaxe 
12 ® 
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der Parabeln fällt, und Deren Fleinere Hauptare zur größeren fid) wie 
die Kathete eines gleichfchenfligen rechtwinfligen Dreieckes zur Hypote⸗ 
nufe verhält, für die verlangte Trajectorie erflärt. 

Man Fann die Evolvente einer Eurve als die orthogonale Tra- 
jectorie der zu diefer Curve geführten Tangenten betrachten, und dem 
zu Solge die Gleichung der Evolvente aus jener der Evolute auch nach 
der hier vorgetragenen Methode ableiten. 

Befteht die Bedingung, welcher die Trajectorie der gegebenen 
Curven Genüge leiſten fol, darin, daß das für einen beftimmten Werth 
von x verſchwindende und bis zur Abfciffe des Durchſchnittspunctes aus⸗ 
gedehnte Integral 

Sp(x, a) dx 
für alle geſchnittenen Curven einerlei Werth A annimmt, fo muß 
man, wenn man,. mit Rüdfiht auf die vorgefchriebenen Grenzen, 


Sy (x,a)=5(z,a), —— wen * 2 ==#l(x,a) und [Y(x,a)dx=Y(x,a) 
| ſetzt, eine der Steihungen - 

(6) 2(x, a) A 

oder 

(7) (x, a)dx 4 Y(xz,a)da=o 


mit (1) verbinden. Zu der Sleihung (7) gelangt man, wenn man 
die Gleichung (6), mit Rüdfiht auf die in der drei und fünfzigften 
Vorlefung über die Analyſis gegebene Formel (102), in fo fern man 
fowohl x als auch a als veränderliche Größen behandelt, differenzirt. 

Unter der Einbüllungslinie eines Syſtems gleichartiger 
Eurven verfiehen wir eine Linie, welche alle diefe Curven zugleich bes 
rührt. 

Es ſey die Sleichung der Einhitllungslinie für alle ebenen Curven 
zu finden, weldye unter der oben betrachteten Gleichung 


(1) f(x, y,e)=o 
enthalten find, vorausgeſetzt, daß der Übergang einer diefer Curven 
in die andere durd) Anderung des Werthes der Conflante a erfolgt. 
In Bezug auf den Punct, in welchem die Einhüllungslinie eine 
der erwähnten Gurven berührt, müffen nicht nur allein die Werthe von 


x und y, fondern aud) jene des Differenzialquotienten = für die ein⸗ 


hüllende und eıngehüllte Linie übereinftimmen, d. h. es muß die Gleis 
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hung (1) nebit ihrem Differenzial 
(8) Pdx-+- Qdy=o, 
fobald man der Größe a fowohl in (1) als auch in den Functionen P 
und Q den gehörigen Werth beilegt, auf die Einhüllungslinie übertra- 
gen werden können. Eliminirt man daher aus (1) und (8) die Ton 
ftante a, fo leidet die dadurch entftehende Gleichung 
(9) Part QAdy=o, 
in der P und Q von a frei find, auf alle Puncte der Einhüllungslinie 
Anwendung, und ift demnach die Differenzialgleihung diefer Linie, . 
Integrirt man aber diefelbe, fo erhält man, der befannten Theorie der 
Differenzialgleichungen gemäß, die Gleichung (1) zu ihrem allgemeinen 
‚ Sintegrale, in welcher a die durch die Integration hinzugefommene uns 
beftimmte Conftante voritellt. Es kann alfo die endliche Gleichung der 
Einhuͤllungslinie nur eine befondere Auflöfung der Differenzialgleis 
Kung (9) feyn. | | | 
Um dieß in ein helleres Licht zu feßen, denfen wir und aus ber 
Steihung (8) a gefucht, wodurch ſich dafür ein Ausdruck von der Form 


9 =+(2,y, 2) 


ergibt, und fubftituiren wir denfelben in (1), fo haben wir die Diffes - 
renzialgleichung 


d 
(1) [x yı tx, yı =) | = 0, 
wofür wir, der Kürze wegen, f(x, y, 3) = 0 fohreiben wollen, 


welche Sleihung mit (9) nothwendig einerlei iſt. Differenziren wir 
diefe Gleichung abermal, fo erhalten wir, wie man leicht fieht, 


d 
Pax Ndy+ sr .dy=o, 
welche Gleichung fich wegen (9) auf - 
af , __ 
(12) dy dy = 0 
reducirt. Dieß iſt eine Differenzialgleichung der zweiten Ordnung; der⸗ 
ſelben wird Geuüge geleiftet, wenn man entweder 
45 d — 0 
y=o oder Fre 


feyn läßt. Die erftere Gleichung gibt nad) verrichteter Integration 
Ja, wobei a eine willfürlihe Conftante ift; man fömmt alfo wieder 
auf die Gleichung (10) zurück, welche deßhalb ein erfted Integral der 
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Differenzialgleihung (12) darftellt, Aber die Gleichung (11) ift der 
Natur der bier angeftellten Rechnung gemäß auch ein erfted Integral 
derfelben Differengialgleichung ; man findet daher das legte Integral, 


wenn man aus (11) mitteljt (10) den Differenzialquotienten 2 oder, 


da diefer bloß in der Bunction $ erfcheint, diefe Function wegfcafft, 
"wodurch man wieder die Gleichung (1) vor ſich hat. 
Man fann daher die Gleichung der- verlangten Einhüllungslinie 


nur durch Behandlung der Gleichung = == o erwarten. Dieß ift bes 
reits eine Differenzialgleichung der erften Ordnung ; eliminirt man mil 
telit derfelben aus (11) den Differengialquotienten = » fo gelangt man 


zu der Gleichung der Einhüllungslinie. Aber diefe Elimination verrich« 
ten beißt offenbar eben fo viel, ald aus f(x, y, a) = 0 und 


Zen == 0 die Größe a wegfchaffen; daher wird man, wie 


aus der fech8 und fünfzigften Vorlefung über die Analpfis erhellet, auf 
die befondere Auflöfung der Differenzialgleihung (9) geführt. 

In der That fordert die Befehaffenheit der Einhüllungslinie, Daß, 
wenn die Gleichung (1) auf fie angewendet wird, a ale eine variable 
Größe der Differenziation unterliege, wodurch fich, mit Rüdfiht auf 


(9), die Gleichung ven 


Zu demfelben Refultate gelangt man, wenn man die Einhüllungd« 
linie ald die Grenze anfieht, welcher fid der Inbegriff aller zwifchen 
den Durchſchnittspuncten je zweier auf einander folgenden eingehüllten 
Eurven liegender Bogen ohne Ende nähert, während die Intervalle, 
in welchen diefe Curven an einander gereiht find, ohne Ende abneh⸗ 
men. SIn"fo fern man in einem folchen Durdfchnittöpuncte von 
einer Curve auf die nächite übergeht, ändert ſich bloß a, nicht aber 
x und y, weßhalb -die Gleichung Ben? = o für jeden 
einzelnen Werth von a nur den Berührungspuncten der Einhüllungd« 
eurve mit einer der eingehüllten Curven zufömmf. 

Sucht man aus der Gleichung (9) den Werth des Differenzial- 


quotienten —— ny I, fo gehören demfelben für die Einhüflungscurve und 


die von ihr herühee eingehüflte verfchiedene Werthe ; biefer Quotient 


== 0 darbietet. 


b 
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ninmt daher in Bezug auf die Einhullungscurve die Form - an, was 


der Lehre von ben befondesen Auflöfungen der Differenzialgleichungen 
gemäß ift. | 

Als Beifpiel der hier vorgetragenen Theorie diene die Beftimmung 
ber Curve, welche von einer der Länge nach unveränderlichen Geraden, 
deren Enden fich auf den Schenfeln eines rechten Winkels bewegen, in 
allen Lagen berührt wird. 

- Nimmt man die Schenfel des rechten Winkels für die Aren ber 
Coordinaten an, und bezeichnet man die Länge der Geraden durh A, 
und den Winkel, unter welchem fie in einer beſtimmten Lage gegen die 
Are der x. geneigt ift, durch a, fo ift ihre Gleichung 

y-= (A c0.a—x)iga == Asın.a — xig.a. 
Differenzirt man diefe Gleichung bloß in Bezug auf a, fo erhält 
man 


A cos, a — 





u er ſolgih nF) 5 


x . x \37>» 

und y = 2( — 5) sin. à — A |: — (697] 
folglich (7) + (4) =ı de 4 =ä, 
welches tie Bleihung der verlangten Curve ift. Sie hat Ähnlichkeit 
mit der Gleichung der Evolute der Ellipfe, mit welcher die fo eben be» 
trachtete Curve in einer leicht zu entdedfenden Beziehung ſteht. 

Befinden fich in der allgemeinen Gleichung einer Folge von Cur⸗ 
ven zwei von einander unabhängige Conftanten, fo fann man, wäh» 
rend die eine, um diefed Syſtem von Gurven zu erzeugen, alle Wer: 
the, deren fie fähig ift, erhält, die andere fo wählen, daß die Einhüls 
Jungslinie fämmtliher Eurven mit denfelben in einer Berührung der 
zweiten Ordnung ftebt. 





(13) u S(x,y,a,b)=o 

Die allgemeine Gleichung der eingehüllten Eurven, fo wirb die Gleis 
hung der Einhüllungdlinie durch Integration der befonderen Auflöfung 
einer Differenzialgleichung der ziveiten Ordnung gefunden, welche Diffes 
renzialgleihung entfteht, wenn man aus der Gleichung (13) und aus 
dem erften und zweiten Differenzial derfelben die Conftanten a, b weg- 
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Schafft. Diefe befondere Auflöfung kann entweder durch den Umitand 
gefunden werden, daß für fie der aus der Differenzialgleihung der 


zweiten Ordnung abgeleitete Quotient Sr die Form - annimmt, oder 
auch, fie ift, wie fi auf dem oben beiretenen Wege zeigen läßt, das 
Refultat der Elimination von a, b und ne aus (13) und aus den 
Gleichungen 

(14) Sax zur =.0, 


27 


“aa — 


(rast a —— a5 + ay)a=o; 
welche fich ergeben , wenn nıan fowohl die Gleichung (13) als auch ihe 
gewöhnliches Differenzial in Bezug auf a und b differenzirt. Als Be⸗ 
leg zu dem Gefagten dient die am Ende der vorhergehenden Vorlefung 
vorgenommene Beftimmung der Evolvente einer Curve. Diefe ift naͤm⸗ 
lich die Einhüllungslinie aller Kreife, deren Mittelpuncte auf der Evos 
Iute liegen, und welche mit diefer Einhüllungslinie in einer Berüßrung 
der zweiten Ordnung ſich befinden. 





Bier und zwanzigfte Vorleſung. 
Über die cplindrifhhen, fonifhen und Rotations—⸗ 
Flächen. 


Mare einer eylindriſchen Flaͤche verſteht man im Allges 
meinen jede Släche, welche von allen ihr begegnenden, einer beſtimm⸗ 
ten geraden Linie parallelen Ebenen in geraden Linien, welche der er⸗ 
ſteren parallel find, gefchnitten wird. Eine ſolche Släche wird daher 
durch Die Bewegung einer geraden Linie befchrieben, welche einer gege« 
benen firen Geraden ſtets parallel bleibt. Soll einer cylindrifchen 
Fläche ein beftimmtes Bildungsgeſetz zum Grunde liegen, fo muß fich 
durch alle auf derfelben möglichen geraden Linien irgend eine, an ein 
beſtimmtes Gefeg gebundene, Eurve führen laſſen; oder was daffelbe 
ift, es muß die dieſe Släche befchreibende Gerade einer Eurve ſotzen, 
deren Gleichungen angegeben werden fönnen. 

Hier bietet ſich nun die Aufgabe dar, die Gleichung einer cy⸗ 
lindriſchen Flaͤche mit Huͤlfe det Gleichungen 


(1) xmaz, yo bz 


einer durch den Anfangspunct der Coordinaten gezogenen Geraden, 
weicher die diefe Flaͤche bejchreibende Gerade jtetö parallel feyn fol, 
und der Sleichungen 

(2) Fk, y,‚,)=0o, fx,y,)=0 

der Curve, durch welche die bewegliche Gerade in jeder ihrer Lagen Bins 
durchgeht, datzuitellen. 

Um diefe Aufgabe aufzulöfen, bezeichnen wir durch x, y z bie 
Coordinaten irgend eines Punctes der cylindriſchen Flaͤche, und durch 
x⸗, y’, z! die Coordinaten des Punctes, in welchem die durch den erſte⸗ 
ren Punct mit der Geraden (1) parallel gezogene Öerade die Curve (2) 
trifft, fo Haben wir (fünfte Vorlefung, zweite Aufgabe) die Oleichungen 
(3) x— x =m=alz—z), y — y =b(z—?z), 

Fa,y,a)=0, F— o, 
welche für die Coordinaten x, y, z jedes in der hier betrachteten cy⸗ 
lindrifhen Fläche befindlichen Punctes zugleich Statt finden müjfen. 

Drei dieſer Gleichungen beftimmen x’, y/, x’, fobald x, y, 
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gegeben find; fubftituwirt man die Werthe von x’, y/, æ, welche fie 
darbieren, in die vierte Gleichung, fo erhält man eine Bedingungdgleis 
hung zwifchen x, y, z, an welche diefe Eoordinaten gebunden find, 
wofern fämmtliche Gleichungen (3) zugleich beftehen follen. Diefe Be⸗ 
dingungsgleichung, weldye, wie man fieht, das Reſultat der Elimina⸗ 
tion von x’, y/, 2’ aus (3) ift, drückt alfo die Natur der in der Frage 
ſtehenden Bläche aus. 
Gibt man den beiden erfleren der Gleichungen (3) die Formen 
v—ı!lmx—az, Y—b«+=y—bz, 


fo fällt e8 in die Augen, daß die Elimination von x’, y/, z/ aus dem 
Bleichungen (3) auf eine Endgleihung von der Geftalt 
(4) p(x—az, y—-bz) =o 
führt, welcher demnach die Gleichung jeder cylindsifchen Flaͤche unters 
liegt. Auch gehört umgekehrt jede Gleichung, welche fich auf die Form 
(4) bringen läßt, einer eylindrifchen Fläche. Denn wählt man bie zwei 
willfürtihen Größen x, z fo, daß x— az == a wird, wobei a eine 
beliebige beftändige Größe anzeigt, fo ergibt fich vermöge (A) auch für 
y— bz ein beftändiger Werth B. Sq oft diefer veell ausfällt, deu- 
ten die Gleichungen x— az =a, y — b2 8 auf eine Folge von 
Puncten der Släche (4) bin, welche in einer zur Geraden z=az, 
y=bs parallelen Linie liegen, wpdurd die Släche (4) nothwendig 
für. eine cylindrifche erflärt wird. 

Aus der BSleichung (4) folgt 


(5) y—bz=#(x—a2). 
Differenzirt man diefe letztere, fo hat man 
(6) dy — bdı = v. (x — as) (dx— ade), 


wobei die durch %, bezeichnete Zunction zu der Function p in der durch 
die Gleichung = 2 = #,(u) ausgedrüdten Relation ſteht. Betrach⸗ 


tet man z als eine Bunction der independenten Variablen x und y, und 
hebt man aus der Gleichung (6) die Ergebniffe der partiellen Differen« 
ziationen in Bezug auf x und y heraus, fo findet mon 





MD - (ı —ıZ 
1 — — E 5. 


Durch Verbindung dieſer Gleichungen kann man die Function 
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4, (x — az) gänzlich befeitigen. Man koͤmmt hiedurch auf die Glei⸗ 
hung mit partielen Differenzialien 
dn ds 

(8) a 4b 5 *2 | 
welche die Natur einer cylindrifchen Fläche, deren ergeugende Gerade 
der Geraden x= az, y=bz parallel ill, abgefehen von der Bes 
ſchaffenheit der die Bewegung dieſer erzeugenden Geraden leitenden 
Eurve (2), allgemein darftellt. 

Die Gleichung (8) erſcheint ſogleich, ſobald man den gemeinſa⸗ 
men Charakter aller cylindriſchen Flaͤchen, welche auch immer ihre Leis 
tungdcurven feyn mögen, in die Sprache der Analyfid überfeht. 

Man fanıı nämlich die Natur der cylindrifchen Flaͤchen, im@inflange 
mit der am Eingange diefer Vorlefung aufgeftellten Definition, Dadurch 
unzweideutig feilfegen, daß man fie ald die Blächen erflärt, deren Bes 
rührungdebenen fämmtlid mit einer firen Geraden (1) parallel find. 
Nennen wir nun die Coordinaten des Punctes der Eylinderfläche, zu 
welchem eine Berübrungsebene gelegt wird, x, y, z, und bezeichnen 
wir die Coordingten irgend eined anderen Punetes diefer Ebene Durch 
x’, y', z', fo befteht für diefelbe die Gleichung 


= W Er NT 


(dreigehnte Vorlefung (11)), und die Bedingung des Parallelismus 
mit der Geraden (1) iſt, der in ber fänften Vorlefung erhaltenen Glei⸗ 


hung (10) gemäß, 


wie wir ed voraudgefagt haben. Integriren wir dieſe Gleichung mit 
partiellen Differenzialien, ſo kommen wir auf die Gleichung (5) zuruͤck. 
Dieſe Operation wird am ſchnellſten nach der in der ſieben und fünfzig: 
ſten Vorlefung über die Analyfis gelehrten Cagrange’fchen Methode 
vollzogen. Schaffen wir nämlich) aus der vorliegenden Differenzialgleis 


sung mittelft der Relation dz = 3 "dx +5 7, nd y den Quotienten 


z , weg, fo ergibt fich 
dy — baz= (ady — bay)“ —, 
di. dy—b2) = dey—b2)Z. 
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E* jey nun die wilfürliche Größe z eine Function von ay—bx, 
welche, mit d(ay — bx) multiplicirt, nach verrichteter Integration 
e(ay — bx) gebe, fo haben wir 

y— bz=p(ey—bx). 
Waͤre in dieſer Rechnung * weggeſchafft worden, ſo haͤtte ſich 
x — as = Play — bs) 
ergeben; es befteht Daher auch die Gleichung 
y— be (x — a2), 
in welcher # eine willkuͤrliche Function anzeigt, welche erſt durch die 
beiondere Befchaffenheit der durch diefe Gleichung vorgeftellten Fläche 
näher beflimmt wird. _ 

Liegt die Gerade. (1), welche die Lage der die cylindrifche Flaͤche 
beſchreibenden Geraden feſtſest/ in der Ebene xy, ſo gehoͤren ihr die 
Gleichungen 
(9) y= ax, .— 0, 
wobei a eine beftändige Sröße ift, und ed erhalten femit a und b in (1) 
unendliche Werthe. Jedoch läßt fich die obige Rechnung diefem Balle 
leiht anpaffen. An die Stelle der Gleichungen (3) treten bier Die 
Gleichungen 


(10) y-yzaß-ı), ser, 

F(x, y/, z') = 0, S(@&', y, 2‘) = 0, 
und die Gleichungen (4) und (5) werden durch 
(11) $(y—axr, zy=o oder z=Yy(y—ar) 
erſeht, woraus die parent Oiferenstalgteißung 

= + « 5 0 

folgt. Dieſe ſtimmt mit (8) gut überein; denn die Gleichungen (1) ges 
ben ay=bx oder y= - x, daher iſt für unferen gegenwärtigen 
Kl a = 2. heilt man die Gleichung (8) durch a, und ſchreibt 


man «a ftatt , ſo hat man, ſobald a unendlich waͤchſt, die Gleichung 


(12) vor ſich. 
Die Gleichung (8) kann mit Vortheil zur Unterſuchung angewen- 





189 


det werden, ob eine gegebene Gleichung einer cylindrifchen Flaͤche ges 
hört oder nicht; man fuche namlich aus diefer Gleichung die den Diffe⸗ 


renzialquotienten * und? 5 = zugehörenden Ansdrüde, und fubftituire 


diefelben in die Gleichung (8). Die in der Frage ftehende Fläche ift 
nur dann eylindriſch, wenn man a und b fo zu beſtimmen vermag, daß 
durch die erwähnte Subſtitution eine identifche Gleichung erzeugt wird. 

Suchen wir z. B. die Bedingungen auf, unter welchen die allges 
meine Gleichung des zweiten Grades zwiſchen drei Variablen x, y, z, 
nämlich 


(13) Az?-+-By? 4+-C1? LDyz + Exz LF%y +Gz+Hy--Ixt-K = 
im rechtwinfligen Coordinatenfyfteme einer eylindriſchen Flaͤche Mean 
Diefe Gleichung gibt uns 

de, _ 20x +Er+Ey+tE de __ sByHDepre+E, 
dı 3Az + Dy+tEıt+G’ dy 3A3+Dy+Eı+G’ 
wir haben daher, wenn wir diefe Ausdrüde in die Gleichung (8) ein⸗ 
führen: 
a(2Cx+Ez4-Fy-tI) -b(aBy+-Dz-+-Fx+H) 

, +sAz+Dy+Exıt+G=o 
oder 


(2Ca+Fb+E)x + (Fa+2Bb--D)y-+(Ea+-Db-+ 2A) z 
+ Ia-+-Hb+G= 0; 
welche Gleichung nur in fo fern eine identifche ift, als die vier Gleichungen 
(14) 2021 Fb+-E=o, Ea+tDb-+to2A=o, 
Fa+:Bb+D=o, Ila+ Hb+ G= 
mit einander beftehen. Sucht man aus zweien derfelben a und b, und 
fubflituirt man die gefundenen Werthe in die beiden anderen, fo erhält 
man zwei der folgenden vier Gleichungen: 
(15) AF? L BE? + CD: — 4ABC — DEF = 
(DF— 2BE)G + (DE—sAF)H + (4AB— D’)I = 0, 
(EF—2CD)G + (4AC — E)H + (DE—a2AF)I = 0, 
(4BC — F?)G + (EF—2CD)H + (DF—aBE)I = o. 
Sind alfo die Eoefficienten der Coordinaten in der Sleichung (13) 
fo beſchaffen, daß fie nicht wenigften® zweien diefer Gleichungen Genüge 
Ieiften, fo ftellt die Gleichung (13) Feine cylindrifche Flaͤche dar. 
Die erfte der Gleichungen (15) it im Allgemeinen eine nothwen« 
dige Folge jedes Paares der übrigen; fo entfpringt z. B. die erfte Glei⸗ 
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hung immer aus der zweiten und dritten, den einzigen Fall ausgenom⸗ 
men, wenn DG= 24H und EG 2Al, alſo auch EH=DI ifl, 
in welchem die zweite und dritte Gleichung Statt finden fönnen, ohne 
die erfte nad) fi zu ziehen. Ein Gleiches gilt auch von den andern 
Verbindungen der drei legten der ©leichungen (15). Wie aus der in 
früheren Worlefungen angeftellten Unterfuchung der Bedeutung der 
Gleichung (13) erhellet, find die fo eben angedeuteten Bälle die einzi⸗ 
gen, in welchen zwei der Gleihungen (15) realifirt werden fönnen, 
ohne daß die Gleichung (13) einer cylindrifchen Flaͤche entfpriht. Es 
ift alfo, damit die Gleihung (13) die verlangte Bedeutung habe, nö- 
thig, daß die erfle und noch eine andere der Gleichungen (15) realifirt 
werde. 

Mir bemerken nur nech, daß die Sleichungen (14) die Bedingung 
ausfprechen, unter welcher eine der in der neunten Vorleſung erhaltes 
nen Sleihungen (3) eine Folge der beiden anderen ift. 

So wie ed bier mit den cylindrifchen Slächen gefchehen ift, laſſen 
fih aud die fonifchen oder Kegelflähen auf allgemeine Gleis 
chungen zurüdführen. 

Die Eonifchen Slächen werden von allen durch einen beftimmten 
Punct gelegten Ebenen in geraden Linien gefchnitten, und entftehen 
daher durch die Bewegung einer ftet8 durch einen firen Punct gehenden 
Geraden. Diefer Punct heißt der Scheitel. Das Bildungsgefeg 
jeder einzelnen diefer Slächen haͤngt von der Curve ab, an weldye die 
bewegliche Gerade gebunden iſt. 

Wir erhalten die partielle Differenzialgleihung, welche die Natur 
der Fonifchen Flächen auf die allgemeinfte Weife darftellt, wenn wir 
den Umſtand, daß bei diefen Blächen jede tangirende Ebene durch den 
Scheitel gebt, berüdfichtigen.. Sind x, y, z die Coordinaten eines 
Punctes einer Fonifhen Flaͤche, und a, b, c die Coordinaten ihres 
Scheitel, fo befindet fich derfelbe in der zu dem erfteren Puncte ges 
führten Berübrungsebene, wenn die Gleichung 
(16) — ——— 
beſteht, welche demnach die verlangte Gleichung iſt. 

Laſſen ſich a, b, c fo wählen, daß dieſe Gleichung durch jene 
einer Släche für jeded x, y, z erfüllt wird, fo it diefe Kläche eine ko⸗ 
nifhe, und a, b, c ind die Coordinaten ihres Scheitels. 

Soll z. ©. die Gleichung (13) eine Kegelfläche ausdrüden, fo 
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muß die Sleihung 
(@— x) (aCx-HEs+Fy3- I) + (b>-y)(aBy-+De+Fx-+-H) 

+ (c—z) (3sAz+Dy+Ex-+-6G) = 0, 
oder was daffelbe it, die Gleichung 
(2Ca-+Fb-HEc+I)x-+ (Fa-taBb-L-Do--H)y-+ (Ea--Db-L2Ac-}-G)z 


.‚+Ia+Bb+Gc+2K=o 
identifdy werden, wozu die Gleichungen 
(17) 2Ca+ Fb+ Ec+ I=o, 


Fa+s2Bb+ De+ H=o, 

Ea+ Db+2Ac+ G=o, 

Iıa- Hb-+ Gc+s:l=o 
erforderlich find. Die erften drei derfelben flimmen, wenn man a, b, c 
mit E, v, 2 vertaufcht, mit den Gleichungen (3) der neunten Vorles 
fung überein, und geben daher die dortigen Auddrüde (4) ald Werthe 
von a, b, c. Subftituirt man diefelben in die vierte Gleichung, fo 
bat man, wenn L die an dem angeführten. Orte gewählte Bedeutung 
befigt, L==o als Bedingungsgleichung für die in der Frage flehende 
Beſchaffenheit der Gleichung (13). Zugleich fieht man, daß der Schei⸗ 
tel der Kegelfläche ihr Mittelpunet ift. 

Sind F(x, y,2) = 0, f(x,y,2) = 0 die Gleichungen 
der Curve, welcher die eine koniſche Flaͤche beſchreibende Gerade folgt, 
nnd find x’, y/, 2 die Coordinaten des Punctes, in welchem die durch 
den Scheitel a, b, o und durch den Punct x, y, z der Kegelfläche 
geführte Gerade die Curve trifft, fo beftehen die Bleichungen 

x 


— —b 
(18) am (eo), y’—b = (z! — 0), 


F(x,y,z)=0, fa),y, 2)=0. 
Die onifche Flaͤche wird durch das Nefultat der Elimination von 
x, y/, 2! aus denfelben analytifch dargeftellt. Ihre Bleichung er: - 
fheint daher unter der Form 


(19) | (2, )=o, 


welche das Integral der Differenzialgleihung (16) ift, und auf dem 
oben betretenen Wege direct gefunden werden fann. 

Die Rotationsflächen, welche durch alle auf eine beflimmte 
Berade fenkrechten Ebenen in Kteifen, deren Mittelpuncte in dieſer 
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GSeraden liegen, gefchnitten werden, folglich durch Umdrehung einer 
mit diefer Geraden unveränderlich verbundenen Curve um diefelbe ent⸗ 
ſtehen, befißen die allgemeine Eigenfchaft, daß ihre Normallinien durch 
die Rotationdare gehen, woraus ſich die Differenzialgleichung die⸗ 
fer Flaͤchen leicht ableiten läßt. oe 

Es ſeyen 

(20) x=ıaz ta, y=bz-+P 

die Sleichungen der Rotationsare, ferner x’, y/, z’ die. Coordinaten 
eine Punctes der zu dem Puricte x, y, z der Rotationsflaͤche ger 
führten Normale, fo gehören derfelben die Gleichungen 


— 


Damit dieſe Normale mit der Axe (20) zuſammentreffe, muß 
(vierte Vorleſung (6)) die Gleichung 


(21) B=yt) at) Laßy—bla-)=o 


beſtehen welche deninach die Natur der Rotationsflächen ohne Rückſicht 
auf die ſie erzeugenden Curven allgemein charakteriſirt. 

Wir können von der Gleichung (21) Gebrauch machen, um die 
Bedingungen kennen zu lernen, unter welchen die allgemeine Gleichung 
des zweiten Grades zwiſchen drei Variablen einer Rotationsfläche ent⸗ 
ſpricht. Zu dieſem Ende ſut fituicen wir die aus der Gleichung (13) 


ſich ergebenden Werthe von * und I - in (a1), und ordnen das Re⸗ 


fultat diefer Operation nach den Potenien und Producten von x, y, 2, 

fo haben wir eine Gleichung, welche nur dann für alle Werthe diefer 

Coordinaten befteht, wenn die Sleihungen 

(2) F—Ebso|s(B—-C) LEa— Db=o 
F—Da=o |s2(A—Cb+Fı — D=o 
Da—Eb=o|s3(A—Ba —E+-Fb=o 
(F— Eb)a + (Ea—2C)B — HL Gb=o 
(Db - 2B) -- (F — Da) — I+-Ga=o 
(D—-2Ab)@a + (2Aa—E)ßB + Ha—Ib=o 
(Gb— Ha (I — Ga)ß = 0 

Statt finden. Die erften zwei derfelben geben 


(23) =. b=-, 
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welhe Werthe auch ber dritten Gleichung Genüge leiften; mit Ruͤck⸗ 

fiht auf diefelben erhält man aus der fiebenten und achten 

DI— GF)E HE—GP)D 

e) “Sr ß = DE 

Suubbſtituirt man die hier gefundenen Werthe in die übrigen Glei⸗ 

hungen, fo findet man feine anderen als die drei Bedingungsgleis 

Hungen | 

(25) s(A—B)EF — (E—-F)D= o, 
2(A—C)DF — (D—F:)E = o, 
a(B—C)DE — (—E)F=o, 

wovon jede wieder aus den beiden anderen folgt ; fol daher die Fläche 

(13) eine Rotationsfläche feyn, fo müflen zwei der Gleichungen (25) 

realifirt werden. Die Lage der Rotationdare s=az ta, y=bz--ß 

wird durch die Formeln (23) und (24) beftimmt. 

Um das Integral der Differenzialgleihung (21) zu erhalten, bilde 
man die in der fieben und fünfzigften Vorleſung über die Analyſis ab- 
geleiteten Differenzialgleichungen (4). Sie find in dem vorliegenden 
Salle 

B—ytbz)dy + (a—xtaz)dx = 0; 

(«—x+taz)dz + [a (B—y)—b(a—x)] y=o.- 

Multiplicirt man die erfle derfelben mit a, und addire man fie 
fodann zur zweiten, fo erhält man nach verrichteter Divifion der Summe 
durch a—x-taz: 

adz--bdy--dz=o, woraus ax+-by-+ 2 = Const. 
folgt ; Hiedurch verwandelt fich die erfte Gleichung in 
(«—a)dx + y—P)dy + zedz=0, 
woraus fih (x—a)? + (y— PB)? + 2? = Const. ergibt. 
Es ift daher . 
(6) «—- a + y-M +z=plaxt+by+2) 
das verlangte Integral, in welchem 9 eine willfürliche Function auzeigt. 

Man gelangt zu demfelben unmittelbar, wenn man ſich die Ro⸗ 
tationdfläche Durch einen veränderlixhen Kreis erzeugt denft, deſſen Mit: 
telpunct auf der Geraden = aa ta, y=bz+ß fortfchreitet, def: 
fen Ebene auf diefer Geraden ſtets fenfrecht bleibt, und deilen Peri⸗ 
pherie immer durch eine gegebene Eurve hindurdy geht. 
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Fünf und zwanzigfte Borlefung. 
Über die Einhbüllungsfladen. 


,. eine Släche in jedem ihrer Puncte eine der Pofition und 
Geſtalt nad) veränderlidhe Fläche berührt, fo fagt man, fie Hülle 
das Syſtem der auf diefe Weife entftehenden einzelnen Slächen ein. 
Wir wollen und in gegenwärtiger Vorlefung mit der Auffindung der 
Gleichung der Einhüllungsflaͤche befchäftigen, vorausgefept , daß das 
Bildungsgefeg des Syſtems der eingepüllten Slächen gegeben ift. 

Es fey 
(i)  S[aüyzJ)=0o 
die Sleihung einer Flaͤche, worin unmittelbar oder mittelbar die bes 
fländige Größe a vorfomme, von weldyer die Pojition und die Dimen= 
fionen dieſer Släche abhängen. Man ftelle ſich vor, die Größe a erhalte 
- ftufenweife alle Werthe, deren fie fähig it, fo entfpringt aus der Glei⸗ 
hung (1) eine Reihe von Slächen, ivovon zwei beftimmte unmittelbar 
auf einander folgende fi im Allgemeinen in einer gewiffen Curve 
fchneiden, welche den Curven, worin die Berührungspuncte der Ein- 
hüllungsflähe aller unter der Gleichung (1) enthaltenen Blächen mit 
den beiden fo eben genannten liegen, um fo näher fommt, je weniger 
diefe letzteren Flächen von einander abweichen. Man erhält demnach 
für jeden beftimmten Werth von a die Gleichungen der Curve, in wel: 
cher: die Fläche (1) non der dem Inbegriffe aller Werthe von a corre⸗ 
fpondirenden Einhulungsfläche berührt wird, wenn man die Gleichung 

S(xı yr ze, a4 dı) = 0 
mit (1) verbindet, an deren Etelle man auch den Unterſchied beider 
Gleichungen/ und ſolglich auch die Gleichung 
(2) df(x, ser.» 2.) BR 
mit (1) in Verbindung bringen fann. 

Eliminirt man mittelft der Gleichungen (1) und (2) die Größe a, 
welche die Pofition der fo eben betrachteten Curve auf der Einhuͤllungs⸗ 
‚fläche bedingt, fo erfcheint eine Gleichung zwifchen x, y und z, welche 
jeder einzelnen Curve diefer Art, folglich auch dem geometrifchen Orte 
aller, nämlich der Einhüllungsfläche felbft gehört. 
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Jede Curve, in welcher die Einhüllungsfläche irgend eine der eins 
gehüllten Flächen berührt, nennt Monge, dem die Theorie der Flaͤ⸗ 
chen überhaupt ihre gegenwärtige Geftalt verdankt, die Charafteri- 
ſtik der Einhüllungsfläche in Bezug auf diefe bejtimmte Eingehülfte. 
Man kann fi die Einpüllungsflähe offenbar durch die Bewegung der 
nad einem. gewiilen Geſetze fortfchreitenden und im Allgemeinen vers 
änderlichen Charakteriſtik erzeugt vorfiellen. 

Betrachten wir drei auf einander folgende, einander unendlich 
ſich nähernde eingehüllte Flaͤchen, fo werden ſich die Durchfchnittslis 
nien der mittleren mit den beiden andern, da fie fich auf einer und ders 
felben Flaͤche, nämlich auf der mittleren befinden, im Allgemeinen ein« 
ander begegnen, und, bei ihrer unendlichen Annäherung an den Zu: 
ftand zweier unmittelbar auf einander folgenden Charafteriftifen, zulept 
fi berühren. Ein Berührungspunct zweier einander naͤchſten Charafteris ' 
ftifen befigt die Eigenfchaft, daß die Coordinaten deijelben bei dem 
Übergange von der erften Charakteriſtik auf die zweite Feiner Änderung 
unterliegen ; differenzirt nran daher die beiden Öleichungen (1) und (2) 
in Bezug auf a, von weldyer Größe die Pofition der durch diefe Glei— 
ungen vorgeftellten Charafteriftif abhängt, während man x, y, z 
ald unveränderlid) behandelt, fo wird zu den bereits vorhandenen Glei⸗ 
dungen noch eine, nämlid) 

d:f(x,y,z,&) 
@) Ar 
hinzugefügt, wodurch man in den Stand gefeht wird, für jede ein« 
zelne Charafteriftif, d. h. für jeden einzelnen Werth von a, die Coordi« 
naten des ihr mit der nächitfolgenden gemeinfchaftlichen Punctes anzus 
gebeu. . | 

Alle Puncte diefer Art Tiegen im Allgemeinen in einer eigenen auf 
der Einhüllungsfläche befindlichen Curve, zu deren Gleichungen man 
gelangt, wenn man aus je zweien der Gleichungen (1), (2), (3) die 
Größe a wegſchafft, und welche wir nah Mon ge die Wendung $s 
eurve der Einhüllungsfläche nennen wollen, da.in Diefer Curve zwei 
verfchiedene Parthien der genannten Släche auf ähuliche Art fich verris 
nigen, wie dieß in einem Wendungs- oder Rüdfehrpuncte bei zwei 
Äften einer Curve der Kalt iſt. 

Hat endlich die Einhüllungsfläche eine ſolche Befchaffenheit, daß 
fi) auf ihr drei nächte Charafteriftifen vorfinden, welche fich in einem 
Puncte begegnen, fo finder man die Coordinaten diefed Punctes, nebjt 

ı3 * 


— 0 
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dem ihm entfprechenden Werthe von a, wenn man die Gleichung (3) 
noch ein Mal in Beziehung auf a differenzirt, und mit -Hülfe der Gleis 
&hungen (1), (2), (3) und der fo eben erhaltenen 
dy f(x, ‚2%, a) 
@ — — 
die Werthe von x, y, z und a beſtimmt. Der erwähnte Punet, deſ⸗ 
fen Eriftenz an die Realität der Größen x, y, z, a gebunden ift, er» 
ſcheint im Allgemeinen ald Wendungs » oder Rüdfehrpunct der Wen⸗ 
dungscurve, und verdient deßhalb immer eine forgfältige Beachtung. 
Wir haben jegt gezeigt, wie aus der allgemeinen Gleichung der 


= 0 


eingehuͤllten Slächen die Gleichungen der Einhüllungsflädhe und ihrer 


Charakteriſtik und Wendungscurve abgeleitet werden; gehen wir nun 
auf die Ableitung ihrer Differenzialgleichungen uber. 

Mir müffen aber zuvor noch auf den Umftand aufmerffam mas 
chen, daß fich in der Function f(x, y, z, a) aufer a noch mehrere 
Eonftanten befinden föunen,-welche, bei der Bildung der Einhillungs- 
fläche für alle der Gleichung f(x, y, 2, a) = o unterworfenen Kläs 
chen, als gegebene Bunctionen von a betrachtet werden. &o fommen 
z. B., wenn es fi) un die Einhüllungsflähe für alle Kugeln, deren 
Mittelpuncte auf einer beitimmten Curve liegen, handelt, zwei oder 
auch drei Eonjtanten, nämlich die Coordinaten jedes einzelnen Mittel: 
punctes in Betrachtung, welche Conftanten duch die Gleichungen dies 
fer Curve mit einander in Verbindung flehen. ‚Ändert ſich der Halb- 
mefjer jeder Kugel, bei dem Übergange zur nächften, nach einem vorge⸗ 
fhriebenen Geſetze, fo Hat man e8 noch mit einer vierten Conftante 
zu thun. 


Die Differenzialgleichungen, deren Auffindung wir bier beabfich- 


- tigen, follen von den Sormen der zwifchen diefen Conftanten obwaltens 


den Verknüpfungen frei feyn, damit fie nicht bloß für eine individuelle, 
fondern für alle nach einem gemeinfchaftlichen Bildungsgefege entſtehen⸗ 
den Einhüllungsflächen gelten; fie werden daher nebft der Differenzia= 
tion der Gleihung (1) noch die Elimination allet der auf diefe Wer- 
Enupfungen fich beziehenden Größen erheiichen, und deßhalb, wenn die 
Anzahl der zu befeitigenden Größen beträchtlicher iſt, auch zu höheren 
Ordnungen fich erheben. 


Um mit einem Balle zu beginnen, in weldyem bloß Differenzials 


gleichungen der eriten Ordnung zijm Vorfchein Fommen, nehmen wie 


a, in der Sunction f(x, y, z, a) befinde fi) nebft a nur noch eine 


j 4 
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von a abhängende Eonkante ?(a), d. h. die Gleichung (1) habe die 
Form 


6) fa, yı 2, pl), 2) = 

welche der Kürze wegen durch fo angedeutet werde, Diefe urfprüng- 
lich Auf jede der eingehültten Flächen fich beziehende Gleichung gehört . 
aud) der Einhüllungsfläde, wenn man nur nebſt x, y, 2 aud a als 


veraͤnderlich anſieht. Da unter der letzteren Beziehung = o if; 


ferner von den drei Variablen x, y, 2 zwei, . B. x und y als von 
einander unabhängig erſcheinen, in Hinſicht auf welche abgefondert difs 
ferenzirt werden kann; fo erhält man, auch wenn die Gleichung (5) 
der Einhüllungsfläche zugefchrieben en die Pi Gleichungen 

df dı — de __ 

(6) . tr m” +2 dy 


dz 
SR die Form der Function I gegeben, fo ncht eine dieſer 
Gleichungen zur Wegſchaffung von a hin; iſt aber (a) an ſich noch 
unbeflimnt, wie ed feyn muß, wenn die Unterfuchung aus einem all: 
gemeinen Geſichtspunete begonnen wird, fo verhält fi Y(a) wie eine 
zweite zu eliminirende Größe, und man bedarf beider Gleichungen (6), 
welche mit (5) verbunden auf die, zur erften Ordnung gehörende, Diffes 
renzialgleichung der Einhillungsfläche führen. 
Seben wir F= pP, = — g, fo bat die Gleichung der in _ 
dem gegenwärtigen Salle fich ergebenden Einpälungsfläche die Form 
(7) Sy Pp = 
Dieß ift eine partielle Differenzialgleichung,, deren Integral fi, 
dem oben Sefagten gemäß, durch die Elimination von a mittelit der 
Sleichungen (1) und (2), d. i. mitteljt 
d ( [4 », "2 a, (a)) 

BAtT y, z,a,  (a)) — 0, EEALIBZAIEIE ZU = 0 
ergibt, in welchen die Form der durch 9 vorgeftellten Sunction willfürs 
lic) bleibt. Da die Differenzialgleichung (7) aufdem gewöhnlichen Wege . 
aus der Gleichung 
(8) G, yı 2, a, b) = 
in welcher a und b conftante Groͤßen bezeichnen, folgt, wenn man dieſe 
Gleichung ſowohl in Bezug auf x und z, wie auch in Bezug auf y und z 
differenzirt, und die beiden Conftanten aus (8) mit Hülfe der gefundes 
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- nen Differenzialien wegſchafft; ſo iſt die Gleichung (8) nothwendig ein 
Integral der Differenzialgleichung (7), und zwar, wie Lagrange ſich 
ausdrüdt, ein allgemeines, indem eö mit fo vielen in der erwähns 
ten Differenzialgleihung nicht vorhandenen willfürlihen befländigen 
Größen verſehen erjcheint, als durch eine fi bloß ‚auf Differenzialien 
der erften Ordnung beichränfende Differenziation nur immer befeıtiget 
werden fönnen. Man fi eht hieraus, wie aus einem allgemeinen Intes 
gral einer partiellen Differenzialgleichung der erſten Ordnung ihr volls 
ſtaͤndiges, d. i. mit einer willfürlichen Function verfehenes Integral 
hergeleitet werden koͤnne. Man betrachte nämlich eine der beiden in 
dem allgemeinen Integral vorfindigen Conftanten als eine willfürliche 
Function der zweiten, und eliminire die legtere Conſtante aud biefem 
Integral mit Hülfe der Gleichung, welche man durch Differenziation 
dejlelben in Bezug auf eben diefe Conftante erhält. Auch erhellet au 


dem Gefagten, daß jede partielle Differenzialgleichung von der Form (7) 


ſowohl allen Syſtemen gleichartiger Flaͤchen, als auch den Einhüllungs⸗ 
flaͤchen derſelben entſpricht; und daß ihr allgemeines Integral jeder der 
eingehüllten Flaͤchen, ihr volftäudiges Integral hingegen den Einhül⸗ 
Iungsflächen felbft zugehört. Die nähere Beftimmung der Beſchaffen⸗ 
beit der Einhällungsflächen fegt die Angabe der im vollftändigen In- 
tegral erfcheinenden willfürlichen Function voraus. 

Aus der Differenzialgleihung (7) läßt fich eine Gleichung ablei⸗ 
ten, welche mit jener verbunden jede Charafterijtif der durch diefelbe 
vorgeftellten Ginhüllungsflächen analytiſch bezeichnet, Bezieht man 
nämlich die Sleihung (7) auf irgend eine der eingehüllten Flächen, 
und nimmt man, wie ed dad Wefen der Charafteriftif mit fich bringt, 
x, y, z für diefelbe als unveränderlicd an, während die Conftante a, 
von welcher die Pofition der hier betrachteten eingehüllten Fläche ab» 
hängt, um das Differenzial da geändert wird, fo bietet das Nefultat 
der bloß in Hinficht auf p und q verrichteten Differenziation der Blei» 
hung (7), welches wir durch 
(9) Pdap-+ Qdgq=o 
andeuten wollen, nach Weglajfung aller nicht unmittelbar durch die 
Veränderlichfeit der Größe a herbeigeführten Theile von dp und dg, 
die der einem beftimmten Werth von a zufommenden Charafterijtif eis 
genthümliche Sleichung 


, Pi trNm>° 





199 
Dar. Aber es ift 
(10) | dz == pdx 4 gqgdy, 
folglih, wenn man diefe Gleichung mit vd auf die hier eintre« 
tende Beſchraͤnkung differenzirt , 


ze dı + za dy = 


und wenn man diefes Eroehni mit dem vorangehenden verbindet, 
(1) Pdy — Qdxz=.o 
eine Gleichung, welche, da ſie von a frei.ift, auf alle Charakteriſtiken 
der durch (7) vorgeftellten Einhüllungsflächen Anwendung leidet. 
Nehmen wir an, eine der erwähnten Einhüllungsflachen gehe 
durch eine unendlich Fein werdende NWeränderung der Form der oben 
durch P (a) angedeuteten Sunction in eine nädfte Einhüllungsfläche 
über, fo wird die Durchfchnittölinie beider, indem man die Gleichung 
(7) ald den allgemeinen Ausdrud fämmtliher Einhüllungsflächen an: 
fiebt, auf dem fo eben betretenen Wege beitimmt , wenn man, in fo 
fern a eine Größe bedeutet, deren Änderung die Veränderung der Form 
der Bunction p nad) fich zieht, mittelit der. beiden Gleichungen 


dp Ä — dp dq — 
PTAQAo und irn dm 


die Größe a, oder waß diefelbe Wirkung hervorbringt , die Differens 
zialquotienten Hi ’ 3 wegſchafft. Aber hiedurch ergibt ſich aber⸗ 
mals die Gleichung (10); ed fann demnach die Charakteriſtik einer Ein⸗ 
hüllungsflaͤche ſowohl als die Durchſchnittslinie zweier naͤchſter einge⸗ 
hüllter Flaͤchen, wie auch als die Durchſchnittslinie zweier nächiter 
gleichartiger Einhüllungsflaͤchen betrachtet werden. 

Eliminirt man aus (7), (10) und (11) die partiellen Differen- 
zialquotienten p und q, fo gelangt man zu einer Gleichung, in welcher 
bloß x, y, z und die gewöhnlichen Differenzialien dieſer Variablen 
erfcheinen, und Beine dem Einfluffe von a unterliegende Größe vorhan- 
den iſt. Diefe Gleichung gehört demnach jeder Wendungscurve der una 
ter der Sleichung (7) enthaltenen Einhüllungsflächen. 

Um diefe Lehren durch ein einfaches Beifpiel zu erläutern, betrach⸗ 
ten wir die Einhüllungsfläche aller mit einem und demfelben Halbmeffer 
befchriebenen Augeln, deren Mittelpunete in einer auf der Ebene xy 
verzeichneten Curve fich befinden. 
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Es feyen a und b die Coordinaten des Mittelpunctes einer diefer 
Kugeln, wobei der Gleichung der erwähnten Curve gemäß bg (a) 
gedacht wird, fo ift 

(—- 2) +0 -b+2=er 
die Gleichung der correfpondirenden Kugel, in welcher r den allen Ku= 
geln gemeinfchaftlihen Halbmeſſer vorftellt. Diefe Gleihung gibt uns 
x—atzp=o, y—-b+tzg=o, _ 

dp x — à — — ıp, y—-—b=— zg; 

und wenn wir diefe Nefultate in eben diefelbe „sung einführen, 
(et +ı)= 

welches die Differenzialgleihung der Einpülungsfläge ſaͤmmtlicher Ku⸗ 
geln iſt. 

Differenziren wir dieſe letztere Gleichung in Hinſicht auf p und q/ 
ſo finden wir zpdp + 2gqdq=o; 
und fomit ift, wenn wir in (1) P== ap, R = ztq feben, 

| pay— qdıı= 
die Sleichung, welche, mit der Differengialgleidung der Einhillungs> 
fläche verbunden , ihre Charafteriftif darftellt, 

Schafft man endlich aus den beiden Gleichungen der Charakteriſtik, 
mit Rüdfiht auf de=pdx-+t-qgdy, die Örößen p und g tbeg, fo er> 
hält man die Differenzialgleihung der Wendungscurve, nämlich 

2 (de Ay + de)=r (dr har). 

Die endlichen Gleihungen der Einhüllungsfläche, ihrer Charaf- 
teriftif und ihrer Wendungscurve ergeben ſich, wenn man die obige 
Öleihung einer der eingehüllten Kugeln ned einander in Bezug auf a 
2 a) 





differenziert. Zu diefem Ende feße man ae =9, (a), =9, (8), 


fo hat man die Gleichung der —* wenn man a aus den 
"zwei Gleichungen 
G—2) + a +==r? und —a+[y— ()] y. ()=o 
eliminirt. Beide Gleichungen geben für jeden einzelnen Werth von a 
die Coordinaten jedes Punctes der diefem a entiprechenden Charafteris 
ſtik. Verbindet man mit diefen Gleichungen nody folgende 
ı + [9 (a) — Ir salat) = 0, 

ſo hat man nach veriichteter Elimination von a die beiden Gleichungen 
der Wendungdcurve, 

Mehrere Gleichungen, welde, nachdem e eine ihnen gemeinfdyaft: 
lihe Größe weggefchafft worden ijt, auf ein beflimmtes Nefultat füh⸗ 
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ren follen, koͤnnen, diefem Nefultate unbefchadet, auf unzählige Arten 
durch eben fo viele andere Gleichungen erfegt werden, da es offenbar \ 
erlaubt ift, die vorhandenen Sleihungen nad) Belieben unter einander 
zu verbinden. Es Iaffen ſich demnach für jede beftimmte Einhüllungss 
flähe unendlich viele Arten aneinander gereihter eingehüllter Flächen 
auffinden, welchen die erftere Släche zugehört. So ift z. B. die Eins 
hüllungöfläche jeder Folge gleicher Kugeln zugleich die Einhüllungsfläche 
eined Syſtems gemeiner oder mit freisförmiger Baſis verfehener Cylin⸗ 
derflähen, deren Durchmefler mit jenen der Kugeln übereinftimmen, 
und deren Aren die Curve, in welcher die Mittelpuncte genannter Ku= 
geln liegen, berühren. | 

Was die Einhüllungsflächen jener Eingehüllten betrifft, in deren 
Sleihungen mehrere verfchiedene Zunctionen einer und derfelben beitäns 
digen Größe erfcheinen, fo ift aus dem oben Befagten leicht zu erfehen, 
wie ihre Differenzialgleihungen zu finden find. Man muß nämlich aus 
der Gleichung einer individuellen eingehüllten Släche fo viele Differen- 
sialgleihungen ableiten, als zur Wegfchaffung diefer Conftante und 
aller Zunctionen derfelben erforderlich find. Das Refultat der Elimi⸗ 
nation diefer Größen it die verlangte Differenzialgleichung. 

Kommen in der allgemeinen Gleichung der eingehüllten Flächen 
zwei verfchiedene Functionen einer beftändigen Größe a vor, fo wird 
Die von jeder diefer Bunctionen freie partielle Differenzialgleichung der 
Einhüllungsfläche von der zweiten Ordnung feyn, d. h. fie wird die Grö⸗ 
Ben ze = Tr, z — 3 == 86, zn = t, oder doch wenigftens 
eine derfelben enthalten. Läßt man die Einhüllungsfläche durch unend⸗ 
lich geringe Änderungen der erwähnten Functionen in eine nächfte über 
geben, und betradhtet man die Charafteriftif als die Linie, in welcher 
fi} beide berühren, fo bleiben x, y, z, P, q conſtant, während fich 
r, s, t ändern. Es ift alfo die zweite Differenzialgleihung der Cha⸗ 
safterijtif das Nefultat der Elimination von dr, ds, dt aud dem in 
Bezug auf r, s, t allein genommenen Differenzial 

Radar + Sdı + Tdt= 0 

der Einhullungsfläche, verbunden mit den Sleichungen dp>=o, dq=o 
odee rdx--sdy=o, sdäxsttdy==o, d.h. die verlangte Dif- 
ferenzialgleihung iſt | 
(13) Ray? — Sdaxdy + Ta = o. 
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Sechs und zwanzigfte Vorleſung 
Über die developpablen Fläͤchen. 


Wise developpablen Slächen verfight man jene, welde, 
wenn fie vollfommen biegfam und unausdehnbar wären, ohne Riſſe 
oder Falten in eine Ebene ſich auöbreiten ließen. 

Jede Släche, welche eille fich bewegende Ebene in jeder ihrer 
Pofitionen berührt, iſt eine developpable.. Denn man ftelle fid ein 
Syſtem von Ebenen vor, wovon jede folgende die vorhergehende 
durchfchneidet, und behalte. bloß die zwifchen je zwei nächften Durch- 
ſchnittslinien liegenden Stücke derfelben bei, fo hat man eine Verbin: 
dung ebener Streifen von unbegrenzter Laͤnge und begrenzter Breite, 
welche fich offenbar, ohne Störung ihres Zufammenhanges, in eine 
und diefelbe Ebene bringen lajfen. Es bedarf hiezu bloß einer fuccef- 
fiven Drehung der einzelnen Streifen um die geraden Linien, in wel- 
chen jie an einander grenzen, bis alle Streifen in die Ebene des eriten 
gefommen find. Laßt man nun die Winkel, welche die einzelnen 
Ebenen mit einander bilden, unendlich abnehmen, und zugleich je 
zwei nächfte Durchfchnittölinien derfelben einander unendlich nahe tre⸗ 
ten, ſo naͤhert ſich der Inbegriff aller fo eben betrachteten Streifen uns 
endlich einer krummen Bläche, jener nämlich, welche alle einzelnen 
Ebenen zugleich berührt, der man daher diefelbe Eigenfchaft beizulegen 
berechtiget ift, die dem Syſteme ebener Streifen, als deſſen Grenze ſie 
erſcheint, in jedem ſeiner Zuſtaͤnde zukommt. 

Die Gleichung einer Ebene enthält in ihrer allgemeinſten Ge⸗ 
flalt, wenn man eine der Goordingten von ihrem Coefficienten "befreit, 
drei willfürliche beftändige Größen, von welchen die Lage diefer Ebene 
gegen die coordinirten Ebenen abhängt. Jedes Geſetz der Aufeinander- 
folge nicht paralleler Ebenen kann dadurch realifirt werden, daß man 
zwei der fo eben genannten conftanten Größen ald FBunctionen der 
dritten, der man alle denkbaren Werthe beilegt, betrachtet, Es fen alfo 
(1) z=xp(a) + yY(a) +a 
die allgemeine Sleichung aller in ein Syſtem vereinigter Ebenen; füs 
chen wir die Gleichung ihrer (developpablen) Einkullungsflache. 

Um erſtlich die Differenzialgleihung diefer Einhüllungöfläche 
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za erhalten, differenziren wir, der in der vorhergehenden Verlefung 
ertheilten Anweifung gemäß, die Sleihung (1) fowohl in Bezug auf 
x und z, wie auch in Bezug auf y und z, fo haben wir die Gleichungen 


dz dz . _ ,, 
Fri Zu 20 26 75. 5.5 107 
Da bier p und q als Funetionen einer dritten Größe a erſchei⸗ 


nen, fo ilt eine der erſteren nothwendig eine Yunction der anderen, 
d. h. es iſt 





(2) p=f/(). 
Diefe Gleichung gibt uns . 
+ _,._ Sa da_,S@ af) _r, 
zT tm NM nr 
er _,_ SW da_,SO, m DE. 
Fiir Tu Amber En us 
woraus 
(3)  rt=g der rtt— to 


als Differenzialgleichung der oben betrachteten developpablen Fläche folgt. 

Allein es läßt ſich auch umgefehrt feine developpable Fläche den⸗ 

fen, welche man nicht als Einhüllungsfläche eines Syſtems von Ebe⸗ 

nen betrachten könnte. Denn legt man zu dem Puncte x, y, 2 irgend 

einer developpablen Flaͤche eine tangirende Ebene, in Bezug auf welche 

x’, y/, 2° die Eoordinaten jedes anderen Panctes vorſtellen, 1 gehört 
diefer Ebene die Gleichung 


# — z=p(W—x) + gl —y). 

Soll unfere Fläche wirklich developpabel ſeyn, alfo in die tangi⸗ 
rende Ebene ausgebreitet werden fönnen, fo muß fie von diefer Ebene 
nicht bloß in dem Puncte x, y, 2, fondern in einer Bolge von Punc⸗ 
ten oder in irgend einer Linie berührt werden, wie man leicht einfiedt, 
wenn man ſich die tangirende Ebene durch Krümmung derfelben wieder 
zu der genannten Släche umgebildet vorfiellt. Es muß daher Anderun⸗ 
gen von x und y geben, welche auf die Coefficienten der Coordinaten 
x⸗, y/, 2’, und auf das von x, y/, z' freie Glied in der obigen Glei⸗ 
hung der Berührungsebene feinen Einfluß haben, d. 5. ed muß mög« 
lich ſeyn, daß die Gleichungen 

dp =0, dqa=o uw dla ps—gy) = 0 
zufammen beftehen. Die lebte diefer Gleichungen ift eine nothwendige 
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Folge der beiden erſteren, daher haben wir es bloß mit den Bedin⸗ 
gungegleichungen 

(4) dp=o, dgq=o oder rdx-+ sdy=e, sdx-tdy=o 
zu thun. Sie geben uns zur Beftimmung der Richtung, in weldyer 
man von dem Puncte x, y, 2 aus auf der developpablen Fläche fort- 
ſchreiten muß, ohne die Linfe, in welcher fie der zu diefem Puncte ge⸗ 
börenden Berührungsebene begegnet, zu verlaffen, 


d d 8 
6) =; und mir 
welche Werthe von = nicht zugleich Statt finden fönnen, wofern nicht 


rt = s? 
if. Da dieſes Kefultat mit (3) übereinflimmt, fo ift die oben aufge⸗ 
ftellte Behauptäng bewiefen, und dem zu Folge werden die developpa«- 
blen Flächen durch die partielle Differenzialgleihung rt — s® = o 
von allen übrigen Zlächen unzweideutig unterfchieden. 

Wollte man diefe Differenzialgleihung, ohne ihre geometrifche 
Bedentung zu berüdjihtigen, auf analytiſchem Wege integriren, fo 
ſchaffe man aus derfelben mit Hülfe der Gleichung dp=—=rax-tsdy 
die Größe r weg. Man erhält hiedurch 

tdp em s(sdx +-tdy) 
oder dp = - dg; 
folglih, wenn man die unbefimmte Größe - rn einer Sunction von q 
gleich feht, und integrirt, 
p=f/(V 
wobei f eine willfürliche Bunction bedeutet. Um biefes Integral auf 
dem einfachflen Wege weiter zu behandeln, bediene man fich der Gleichung 
dz = pdx + qdy, 
welde z=pxr + qgy — /(xdp-+ydg) 
gibt, wodurch man in dem vorliegenden Balle, wenn m = fı(q) 
gefebt wird, ' 
=px+gy— Sf +yleda 
- findet. Es muß alfo x fı(g) +y eine Sunction von q allein ſeyn, 
wodurd) fich auch das Integral S[xfı (g) + v] dq in eine folde ver- 
wandelt, welche Fig) heißen mag. "Das Integral der Gleichung (3) 
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wird nun ducch das Syſtem ber Gleichungen 


(6) z=,xf(g)+ gay — Fl, 

SS + yr=Fe(g, 
worin F,(q) = ar a ift, nach verrichteter Elimination von q, dars 
geboten. 


Gegen wir Flo) a, durch welche Annahme q und f (g) i in 
Sunctionen von a, die wir P(a) und Pla) nennen wollen, umgeftal» 
tet werden, fo verwandeln fi die Gleichungen (6) wegen 


ı .dq 2 
70 ann 
Ad _ del) 
und u) =. en (a) in 
(7) zaxrp()+yPl) a, 


o=xp,la) + yYıla) +3 
wovon die erfte mit (1) einerlei, und die zweite das in Bezug auf a 
genommene Differenzial derfelben ift, wie es die in der vorhergehenden 
Vorleſung vorgetragene Theorie der Einhüllungsflächen mit fich bringt. 

Die Sleihungen (7) gehören für jeden individuellen Werth der 
Größe a der Charafteriftif der developpablen Fläche, welche daher, wie 
man ſieht, ſtets eine gerade Linie ilt. 

Man Fann die zweite Differenzialgleichung der Charafteriftif aus 
der Differenzialgleihung der developpablen Fläche, nämlich aus 
rt — 22 —=.0, nad) der am Ende der vorhergehenden Vorlefung ange⸗ 
deuteten Methode ableiten. Denn die angeführte Gleichung gibt und, 
wenn wir fie differenziren : 

tdr — 2sds - rdt = 0; 
folglich haben wir 
Rot, 8 — 35, Tr, 
und fomit ift die zweite Gleichung der Charafteriftif oder 
Ray? — Sdxdy +- Ta =o 
folgende : 
(8) rdxı? 4 2sdxdy +- td}? =0o. 

Das Trinom linfer Hand des Gleichheitözeichend ift einerlei mit 
dem Differenzial des Binomd pax quy, in fo fern man dx und 
dy als conjtant behandelt; weßwegen die Gleichung 
(9) , dz=o 
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Statt findet, welche eine Ebene anzeigt, wie man leicht fieht, wenn 
man unter obiger Voraudfegung die Gleichung z=Ax+-By-tC 
zwei Mal nach einander differenzirt; ein Nefultat, welches mit der bes 
reits erkannten Beſchaffenheit der Charafteriftif einer developpablen 
Slähe im Einflange fteht. 

Die Gleichung (2), nämlich) 

p=/(J: | 
britt, wie aus den obigen Mechnungen erbellet, ebenfalls die Natur 
‘der developpablen Flaͤchen aus. Sie gibt und 
aep— G)D dq 0, 

woraus nach der Methode der vorhergehenden Vorleſung, da hier 
P=ı, Q=—fı(g) ik, 
(10) dy+fı().dx=o 
ald zweite Gleichung der Charafteriftif folgt. Eliminiren wir aus den 
Gleichungen (3), (10) und aus dz = pdx 4 qdy die Örößen p, 
g, fo erhalten wir eine Gleichung von der Form 
(11) Y(dx,dy,de) =o, 
d. h. eine folche, in welcher bloß die Differenzialien der variablen Orö« 
Ben x, y, 2 erfheinen. Diefe Gleihung bezeichnet die Wendungs« 
eurve der developpablen Flaͤche, welche Curve von allen geradlinigen 
Charafteriftiten diefer Fläche berührt wird. 

Die endlichen Gleichungen der genannten Curve, welche als das 
integral der Differengialgleichung (11) zu betrachten find, ergeben fich, 
wenn man die Sleichungen (7) noch mit folgender 


(12) o=x9,(2) + yF.(a) 


durch Elimination von a verbindet, worin 9, (a) = 


a in 


Überhaupt wird von jeder Geraden, welche ſich Tängft einer geges - 
benen Curve, fie ſtets berührend, bewegt, eine developpable Fläche 
befchrieben, welcher dieſe Curve als Wendungscurve entfpricht. Dies 
fer Sag läßt fih aus den am Anfange diefer Vorlefung angeführten 
Gründen leicht rechtfertigen, wenn man bedenft, daß jede Folge gera- 
der Linien, deren jede zwei nädhite fich fchneiden, ald das Syſtem aller 
Durchfchnittölinien irgend einer Folge von Ebenen betrachtet werden 
Fann. 

Hier bietet fich die Aufgabe dar, aus den Gleichungen 


d 71 (a) 
run und 
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(13) era), Jar... 
einer Eurve die Sleichung der developpablen Fläche herzuleiten, in wel⸗ 
der alle Zangenten derfelben liegen. 

Bezeichnen wir die Coordinaten jedes Pnnctes einer diefer Tan- 
genten im Allgemeinen Dur x, y, z, und die der Are der z parallele 
Drdinate des zugehörigen Berührungspunctes durch a, fo find 
(14) x - pa)= (2 — 2) y9,(a) . 

Y—- Ya) = (z— 2) yYı(a) 
die Sleihungen diefer Tangente. Eliminirt man aus denfelben die 
Größe a, welche die Pofition diefer Tangente fpecialifirt, fp hat man 
eine für die Eoordinaten aller Puncte fämmtlicher Tangenten geltende 
Gleichung, nämlich die Gleichung der developpablen Släche felbft, in _ 
weldyer diefe Zangenten fich befinden. 

Diefed Verfahren kann dazu benügt werden, zu unterfuchen, ob 
eine Eurve eine ebene ift oder nicht. Im erfteren Falle muß der geo» 
metriſche Ort aller Tangenten derfelben eine Ebene feyn. 

Vergleicht man die Gleichung (2) mit der partiellen Differenzials 
gleihung der eylındrifchen Flaͤchen, fo erhellet ſogleich, daß diefe letz⸗ 
teren zu den developpablen gehören, wie ed bie Natur derfelben mit 
ſich bringt. Aber auch die Fonifchen Flaͤchen find ihrer Entftehung ges 
mäß notbwendig developpable; da nun ihre partielle Differenzialgleis 
hung mit (3) nicht geradezu harmonirt, fo muß es noch eine allgemeis 
nere Form der partiellen Differenzialgleihung der erften Ordnung für 
beveloppable Blächen geben, welche wir durch folgende Bemerfung er⸗ 
halten. | 
Schreibt man in der erften der ©leichungen (6) wieder p ftatt f(q), 
und fest man, was offenbar erlaubt ift, irgend eine Function von p 
und q ftatt F(q), fo fieht man, daß die mit partiellen Differenzial- 
Quotienten der erften Ordnung verfehene Bleichung der developpablen 
Flaͤchen in ihrer allgemeinften Geftalt durch 
(15) d(p, g, ze px— qy)=0 
vorgeftellt werden fan, wobel 5 was immer für eine Function anzeigt. 
Diefe Gleichung umfaßt jene der Eonifchen Flaͤchen als einen befonderen 
Kal. 

Unterfuchen wir mit Huͤlſe der Gleichung (3), unter welchen Be: 
dingungen die Gleichung 
Aæiꝛ By +0? -Dyz +Exz-Fxy+Gz+Hy+Ix-K=o 


. eine developpable Släche vorftellt. _ 
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Differenzirt man dieſe Gleichung ſowohl in Bezug uf? x allein, 
als auch in Bezug aufy, fo findet man 
(.Az+-Dy+Ex-tG)p+2Cı +Ez+-Fy+1 = 0, 
(@Az-+Dy+Ex+GC)g-+2By+Dz+Fxı--H=o; 
und wenn man diefe Gleichungen in Bezug auf x und y abermal pars 
tiell differenzirt: 
(@Az+-Dy-+-Ex+G6)r+ 2(Ap® + Ep+t- 0) == 0, 
@Az+Dyt+Ex+G)s + 2Apg +bp+Eg-F=o, 
(.Az+Dy-+Ex+G)r+2(Ag9? +Dg+B)=o. 
Subftituirt man die fich hieraus ergebenden Werthe von r, s, t 
in die Gleichung (3), fo erhalt man 
A(Ap® FEPTOAFTDITB)- Ara DP+ Eq-Ff=o 
oder 
(4AB— D’)p? +2(DE — sAr)pg+ (4AC— E:)gq: 
+2a(2BE—DF)p+2(2CD—EF)gt4bC— F=o. 
Aber p und q laſſen fich mitteljt der oben erhaltenen Sleihungen 
durch x; y, 2 darflellen, wodurch letztere Gleichung in 
(4AB— D!)(aCx$Ez + Fy-+ 1) 
-(4AC—E)(aBy+Dz+- Fx--H): 
+(4BC— F})(aAz + Dy+Ex +6) _ 
--a(DE—2AF)(2Cx+E2-Fy-+-I)(aBy-+-Dz-HFx + H)f 
+ 3(DF—2BE) (2eCx-- Ez-+-Fy-+-T)(2424+Dy-+-Ex-+6G) 
+ 2(EF—2CD) (2By--D2+Fx-+H)(2A2+Dy--Ex-+G) 
übergeht; welches Ergebniß, wenn die vorgelegte Gleichung des zwei— 
- ten Grades auf eine developpable Fläche fich beziehen foll, für jeden 
Werth vonx, y, z beftehen muß. Entwidelt man die Potenzen und 
Producte gehörig, und ordnet man Alles nah x, y, z, fo ergibt ſich 
wegen 
= — Az? — By? — Cx? — Dyz — Exz— Fıy-—-Gz— Hy — Ix, 
mit Rücficht auf die in der neunten Vorlefung angenommene Bedeu⸗ 
tung von L, 
(AABC+DEF-AF — BE — CD)L=o; 
welche Gleichung, je nachdem man den erften oder den zweiten Factor 
des linfer Hand des Gleichheitszeichens erfcheinenden Productes gleich 
Null fegt, auf eine chindeſſche oder auf eine koniſche Fläche hindeutet. 


— 





an 


- fo ergibt ſich die Gleichung 
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Sieben und. zwanzigite Vorleſung. 
Über die Auflöfung einiger, die in den vorherges 
benden VBorlefungen betradhteten Flächen betrefs 
fender Aufgaben, 


od 


I. ie haben bereits in der vier und zwanzigften Vorlefung 
gezeigt, wie die Sleichung einer eylindrifchen Släche gefunden wird, des 
ren befchreibende Gerade einer gegebenen geraden Linie parallel iſt, und 
flet6 durch eine gegebene Curve hindurchgeht. Es fey nun die Gleichung 
einer cylindeifchen Fläche zu finden, welche bei einer beitimmten Rich⸗ 
tung der ergeugenden Geraden irgend eine gegebene Zläche umhüllt. 

Sind x==az, y=bz die Öleihungen der Geraden, welcher 
die Erzeugungslinie der cylindriſchen Släche parallel lauft, und begeich- 
net man in Bezug aufirgend einen Punct x, y, z diefer Bläche die 


partiellen Differenzialquotienten * und 5 durch p und q, ſo be⸗ 


d 
ſteht für diefelbe befanntlich die Gleichung 
(1) ap+- bg= ı 


Gehört nun der Fläche, welche von der eylindrifchen blaͤche um⸗ 
hüllt werden ſoll, die Gleichung 


(2) | Fay)=o 
ans welcher durch Differenziation 


(3) Pdx + Qdy > Rdz=o 


ds pr ds _ Q 
oder Here nn 
folge, fo müſſen nicht nur allein die Coordinaten aller Puncte der 
Curve, in welcher die Flaͤche (2) von der cylindriſchen berührt wird, 


mit jenen der legteren übereinflimmen, fondern e8 müffen überdieß hin⸗ 


ſichtlich der genannten Puncte die Differenzialquotienten a: , = Fr 
einerlei Werthe erhalten. Segen wir daher in () p= — r vn’ = X, 


(4) aP ->bQ-+-R= 0, 


.. welche bloß für die-Berührungspuncte der Flaͤche (2) und der cplindri- 
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ſchen Flaͤche gilt, oder was daffelbe ift, welche einer den geometrifchen 
Ort diefer Berührungspuncte enthaltenden Flaͤche entfpricht. 

Da nun die durch die Gleichungen (2) und (4) beflimmte Curve 
der Berührungspuncte der gegebenen und der zu fuchenden Släche als 
die Leitungscurve der legteren betrachtet werden fann, fo iſt gegenwärs 
tige Aufgabe auf die oben erwähnte, in der vier und zwanzigften Vor⸗ 
lefung aufgelöfte, reducirt. 

II’ Auf diefelbe Art laͤßt fich die Gleichung einer, aus einem bes 
flimmten Scheitel befchriebenen und eine gegebene Släche (2) umhüllen⸗ 
den Kegelfläche ausmitteln. Denn-man findet, voraudgefegt, daß a, 
b, c die Coordinaten des Scheitels der Kegelfläche find, die zweite 
Sleihung der Eurve, in welcher diefelbe die gegebene Fläche berührt, 
wenn man die auf die auf Iegtere Släche fid) beziehenden Werthe von 
= und © I > in die Differenzialgleihhung der Kegelfläche , d. i. in 

z— c=(s—ap+(—b)g 
einführt; jene Gleichung it nämlich 


(5) @—s)P+-(b—-„QO+C—DB=o. 
Betrachtet man nun die durch die Gleichungen (2) und (5) vor- 
geftellte Curve als die Leitungscurve der verlangten Kegelflähe, fo Hat 
man, um die vorgelegte Aufgabe aufzulöfen,, bloß die in der vier und 
zwanzigften Worlefung vorgetragene Methode anzuwenden. 
Iſt die mit. einer cylindrifchen oder mit einer Fonifhen Fläche zu 
umgebende Släche unter der Gleichung des zweiten Grades 
Ar By Cxa Dyr -Exe+-Fxy+Gz+Hy--Ix+Keoso 
enthalten, ſo haben wir 
P=.2Cxı+-Er -Fy+1, 
Q=saBy+Dz-+-Fxr+H, 
RC 242 4 Dy-+- Ex -+G; 
folglich ift die zweite Gleichung der Eurve der Berührungspuncte bein 
der Flächen in dem erfteren Falle 


(2aC--bF.--E)x-- (a F+32bB+-D)y-+-(aE-+bD-+s2A)z 
+s1+bHB + G= oo, 
und in dem letzteren 
(3aC+-bF--cE—I)x-H(aF-H2bB-+cD—H)y-HaE-+-bD-L3cA—G)z 
-Fal+bH-+0G—2(Az?+-By? + Cx!+-Dys+ Exsz-+-Fıy)= 0; 
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oder wegen . 
— (Az? Byr +Cx? L-Dys-tExz- Fıy) = = K--Gz--Hy--Is: 
(2aC+-bF+cE-+TD)x-HaF-++-2bB--cD-+-H)y+(aE-F-bD-L2cA--G)z 
aIl+bH +cG-+e2el=o 

In beiden Faͤllen findet man alfo die Gleichung einer Ebene, daher 
wird eine Släche der zweiten Ordnung fowohl von einer cylindrifchen, 
wie auch von einer Fonifchen , fie umfchließenden Släche in einer ebenen 
Eurve, naͤmlich in einer Linie der zweiten Ordnung berührt. 

II, Wie wir in der vier und zwanzigften Vorlefung zeigten, bat 
die Gleichung jeder Rotationsflähe, deren Are durch die Gleichungen 
x=az tı, y=mabz-+ß 

audgedrüdt wird, die Form u 
6) E— +7 — + = Part by-+a). 

Die Befchaffenheit der Function 9 kann erft dann näher beftimmt 
werden, wenn die Gleichungen der Curve, durch deren Rotation um 
jene Are die genannte Släche befchrieben wird, befannt find. 

Sind nämlich 

() Fix,y,‚,)=0o, f(x, yı z,=0 

die Bleichungen diefer Curve, welche offenbar mit der Sleihung (6) 

zugleich beftehen, fo erhält man, wenn man 
“-N+0-M+r—=i | 
und axxby+- z=Y 

fest, und diefe zwei Gleichungen mit (7) verbindet, nach vollbrachter 

Elimination von x, y, z eine Gleichung zwifchen X und Y, durch 

welche man dad Geſetz, nad) welchem X durch Y beftimmt wird, d. i. 

die Form der Bunction $ Eennen Iernt. 

Dieb vorausgeſetzt, flelle man fi) vor, eine krumme ſlache de⸗ 
ren Gleichung 
(8) 8(&,Y 2) = 0 
fey, werde mit der Are x—=az a, y=bz-+Pß unveraͤnderlich 
verbunden, und rotire um diefelbe, fo läßt fich die Gleichung der da⸗ 
durch erzeugten Fläche auf den fo eben angedeuteten Wege ausmitteln, 
wenn man die Berührungscurve der Fläche (8) mit der Rotationdfläche 
anzugeben im Stande iſt. Cine Gleichung diefer Eurve ift die Glei⸗ 
ung (8) ſelbſt; zu der anderen gelangt man, wenn nıan die aus (B) 

14 » 
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fi ergebenden Werthe der partiellen Differenzialguotienten * / 5 
ſtatt p und q in die Differenzialgleichung der Rotationsflaͤche, naͤm⸗ 
lich in 

By+ba)p — @-ta)g + aß —ba—n)=o 
fubftituirt. 

Daß übrigens diefe Aufgabe nach den in der fünf und zwanzig« 
ften Borlefung vorgetragenen Methoden behandelt werden kann, -ıft 
für ſich Flar. 

Jede Rotationsfläche läßt fich auch als die Einhullungsfläche einer 
Solge von Kugeln betrachten, deren Mittelpuncte auf der Rotationds 
are liegen, und deren Halbmeffer nad einem gegebenen Gefebe ſich 
ändern. Behalten wir die obigen Gleichungen für die Notationsare 
bei, und nennen wir die der Are der z parallele Coordinate des Mit⸗ 
telpuncte8 einer ber eingehüllten Kugeln y, fo iſt die Gleichung der⸗ 
ſelben 
() E- + G—br—B) + @-N=4W)ı: 
wobei die Form der Function » von dem Geſetze abhängt, nach welchem 
fi) der Halbmeffer diefer Kugel mit y zugleich ändert. Die Oleis 
chung (9) gibt und, wenn wirfieein Mal in Bezug auf x, und dad an⸗ 
dere Mal in Bezug auf y differenziren, 

‚x—-ay—at(—)p=o, 
y—br—ßB+@—ıa=o 

oder x a -- pz — (pta)y = 0, 
 r-ß+qgs— (g+b)y=o. 

Eliminiren wir aus diefen Gleichungen die Conſtante y, fo ha⸗ 
ben wir 
B-y+bz)p — (a—xtar)g Faß—y)— ba—rn)=o, 
welche die partielle Differenzialgleichung der Rotationsflächen ift. 

IV. Da die Gleichung jeder developpablen Fläche das Nefultat 
der Elimination der Größe a aus den zwei Gleichungen 
(10) z=ıp() 6) ta, 

o=xM(l) Typ): 
ift, wobei 9, (), $ (a) die Differenzialquotienten oO, a0 


vorfiellen, und 9 la), % (a) unbeflimmte, von der befdnderen Be⸗ 
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fhaftenheit der developpablen Fläche abhängende Functionen bedeuten, 
fo kann diefe Fläche jederzeit fo eingerichtet werden, daß fie zwei Be: 
dingungen Genüge leiftet ; näntlich daß fie entweder durch zwei geges 
bene Curven Bindurchgeht, oder daß fie zwei gegebene Flaͤchen berührt, 
oder endlich daß fie eine gegebene Curve in ſich enthalt und eine Fläche 
berüßrt. In dem legteren Falle fann die vorgezeichnete Curve ſich 
auch auf der zu berührenden Flaͤche befinden. 


Sordert man, daß die Fläche (10) duch die Eurve, welcher die 
Gleichungen 
(11) F(x,y,z)=0o, sk, y,2)=o 
gehören, hindurch gehe, fo müjfen diefe Gleichungen mit (10) zugleich) 
Statt finden; eliminirt man aus denfelben x, y, z, fo ergibt fich eine 
Differenzialgleichung zwiſchen a, Pla), Ya), 9ı(a), Fıla), welche 
(12) . '6=o 
heißen mag, durch deren integration eine Relation zwifchen g (a) und 
(a) fefigefegt wird. Da die zweite der Gleichungen (10) das in Bes 
zug aufa, während z, folglich aud) x und y conftant bleiben, genom⸗ 
mene Differenzial der erften Gleichung ijt, fo befindet man fi tm 
Stande, dad vollftändige Integral der Differenzialgleichung (12) for ' 
gleich anzugeben. Daſſelbe ift nämlich die erfte der Gleichungen (10), 
wenn man darin flatt z eine willfürliche Conftante C, folglich ftatt x 
und y die von C den Gleichungen 
(13) F(A,B,C)=o, f(A,B,C)=o 
gemäß abhängenden Conftanten A und B ſchreibt, d. h. diefes In» 
tegral iſt die Gleichung 
(14) C=Apl) + Br) +. 

Allein das Stattfinden diefer Iegteren Gleichung hat nichts wei⸗ 
ter zur Folge, als daß die developpable Flaͤche (10) durch den Punct 
der Eurve (11), deffen Coordinaten A, B, C find, geht; es fann 
mithin in dem vorliegenden Falle von dem allgemeinen Integral der 
Differenzialgleichung (12) fein Gebrauch gemacht werden, fondern man 
ift genöthiger, fich an die befondere Auflöfurig diefer Differenzialgleis 
chung zu wenden, welche man erhält, wenn man die ©leichung (14) 
mit Rückſicht auf (13) in Bezug auf C differenziert, und das Refultat 
diefer Operation, d 5. die Gleichung 
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(16) = gr) + TE 

durch Elimination von A, B, C mit (13) und (14) verbindet. Die 
hieraus entfpringende Endgleichung, welche durch 

(16) w(9(), 4), a) = 0 

vorgeftellt werde, gibt die, obiger Bedingung gemäß, zwifchen den 
Bunctionen $ (a) und # (a) beftehende Relation an. 

Dan hätte auch durch Die Bemerkung zum Ziele gelangen fönnen, 
daß die erfte der Sleichungen (10), in Verbindung mit den Gleihuns 
gen (12), für jeden Werth von z gelten, folglich diefelbe Eigenfchaft 
auch ihrem Differenzial zufommen muß, wenn man nur bei dem Diffe- 
terhiten a als eine Function von z behandelt. Man erhält hiedurch 


te + HH. 2+2 


| oder 
1 = + 4) + (z9: (a) P. ſe) + )z ds’ 


weldye Gleichung wegen der zweiten der Gleichungen (10) in bie für je⸗ 
den Werth von z richtige Dechms 


(17) = = (6) +32 T4() 


übergeht. Diefe Steicung und die erfte in (10), koͤnnen nur in 
fo fern für jeden Werth von z beftehen, als H(a) und Yla) der Gleis 
hung Senüge leiften, welche die Elimination von z aus den genannten 
Oleihungen, mit Zuziehung von (11), darbietet. Die Vergleihung 
von (10), (11), (17) mit (14), (13), (15) lehrt, daß diefe Bedin⸗ 
gungsgleichung mit (16) nothwendig sine und diefelbe feyn muß. 

Sind nun 
(18) ‚, F'!x,y,e)=0, f(x,y,z)=o 
die Gleichungen einer zweiten Curve, welche ebenfalls in der develop: 
pablen Flaͤche (10) liegen fol, fo wird man durch eine ähnliche Rech⸗ 
nung auf eine zweite Gleichung zwifchen 9 (a) und p(a), welche 
(19) y(p(a), 4), 0) = 0 
beißen mag, geführt, fo, dag man ſich nun im Stande befindet, fos 
wohl $ (a) als auch H (a) durch a auszudrüden, und fomit aus den bei⸗ 
ben @leichungen (10) durch Elimination von a die verlangte Gleichung 
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der durch die Curven (11) und (3 8) hindurchgehenden beveloppablen 
Flaͤche abzuleiten. 
Soll die developpable Fläche G 0) eine gegebene Släche 
(20) (X, y,)= 0 
ringsum berühren, fo müffen die aus diefer Gleichung fich ergebenden 


d 
den Werthe der Variablen x und y mit den aus den Gleichungen 
(10) gefolgerten Werthen der gleichnamigen Größen übereinflimmen. 
Nun gibt und die erfte der Gleichungen (10) 


* , 


y HG; 

wir haben daher, wenn wir das Differenzial der Gleichung (20) durch 
Pax Quy + Radz=ao 

anzeigen, die Sleichungen 
G) +0, Q+RyW=o, 
welche mit (20) und mit der erften der Gleichungen (10) verbunden, 
nach verrichteter Elimination von x, y, z die der geforderten Beſchaf⸗ 
fenpeit der developpablen Fläche eutfprechende, zwifchen den Functio⸗ 
nen 5 (a) und Ya) obwaltende Beziehung 
(a3) (le), $(a), 2) = 0 
darbietet. 

Verlangt man, daß die developpable Flaͤche eine zweite Flaͤche, 
deren Gleichung 
(33) Gl, y,2)=o 
it, umbülle, fo wird man auf demfelben Wege eine zweite Bedin⸗ 
gungsgleichung 
4) 2), )ν—0 
zwiſchen den Funetionen 9 (2) und ꝓp (a) ausmitteln, und mit gülfe 
der beiden nun vorhandenen Gleichungen (22), (24) die Formen dies 
fer Bunctionen beftimmen, fo, daß der Angabe der Gleichung der de> 
veloppablen Släche, welche die Slächen (20) und (23) zugleich umhüllt, 
keine Schwierigkeit mehr im Wege ſteht. 

Da zwei Flaͤchen im Allgemeinen zwei verſchiedene ſie zugleich 


Werthe yon z, 3, * für alle den Berührungspuneten zugehören⸗ 
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berůhrende developpable Flächen zulaſſen, fo wird die aus den Glei⸗ 
dungen (10) abgeleitete Endgleichung im Allgemeinen in zwei Bactoren 
zerfallen, deren jeder gleich Null gefeht, eine einzelne diefer Beruͤh⸗ 
rungsflächen darftellt. 

Verlangt man, daß die developpable Släche durch eine gegebene 
Curve (11) geführt werde, und eine gegebene Flaͤche (20) berühre, fo 
beftimme man die Sunctionen P(a) und Y(a) mittelft der Gleichun⸗ 
gen (16) und (22). 

Befindet ſich endlich die Curve, durch welche die developpable 
Flaͤche gehen ſoll, auf der zu berührenden Flaͤche, (20) ſelbſt, fo erge⸗ 
ben ſich die Functionen $ (a) und Y(a), wenn man die Gleichun 
(25) FG,y, 2) — 0, 
welche die Lage dieſer Curve auf der Flaͤche (20) feſtſetzt, mit den Glei⸗ 
Hungen (10), (20), (21) zuſammen beſtehen laͤßt. 
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Acht und zwanzigſte Vorleſung. 
Über die Evolution wie immer beſchaffener krum— 
mer Linien. ' 


D. Kenntniſſe, welche wir uns bereits im Gebiete der analy⸗ 
tiſchen Geometrie erworben haben, ſetzen uns in den Stand, die in der 
zwei und zwanzigſten Vorleſung vorgetragene Theorie der Abwickelung 
der ebenen Curven zu erweitern, und auf alle anderen, nicht in einer 
und derſelben Ebene darſtellbaren Curven zu übertragen. 

Stellen wir uns vor, eine gerade Linie, welche nie aufhoͤrt eine 
gegebene krumme Linie zu berühren, werde an letzterer ſo fortbewegt, 
daß immer die naͤchſtfolgenden Puncte der Geraden mit der Curve zuſam⸗ 
men Eommen, die vorhergehenden aljo ſich davon entfernen, und daß 
jedes beftinmte Stud der Geraden demjenigen Bogen der Curve gleich 
ift, mit deflen Endpuncten die Endpuncte diefes Stüdes zufammenflelen ; 
oder mit anderen Worten: die Gerade werde, obne fich nach der Rich⸗ 
tung ihrer Länge zu verfchieben, an der Curve in eine wälzende Des 
wegung verfept, fo befchreibt jeder beliebige Punct der Geraden eine 
frumme Linie, welche die Evolvente der: gegebenen Curve heißen 
fol, während die letztere in Bezug auf erflere die Evolute genannt 
wird. 

Da die Pofition des die Evolvente verzeichnenden Punctes auf 
der beweglichen Geraden willfürlich ift, fo gehören jeder Evolute un: 
sählige Evolventen. Aus der ſechs und zwanzigften Vorlefung erhellet, 
daß alle diefe Evolventen in der developpablen Bläche fich befinden, wel⸗ 
her die Evolute als Wendungseurve zugehört. Um die Gleichung je: 
der einzelnen Evolvente zu entwideln, feyen x, y, 2 die rechtwinfli- 
gen Eoordinaten des befchreibenden Punctes, während die Evolute von 
der beweglichen Geraden im Puncte E, v, 2 berührt wird, fo beftehen 
befanntlich die Gleichungen 


(1) . x — 5 (2 — 0) a 
yvmc-yZ 


ferner iit, wenn A das zwifchen den Puncten x, y, z und &, v, € 
enthaltene Std der beweglichen Geraden anzeigt : 
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(23) (x—E) + (y— v)! + (—- 4) =; 


endlich, wenn a die Länge des von einem firen Puncte der Evolute an 
gerechneten, in dem Puncte E, v, > fi) endigenden Bogens dieſer 
Curve bedeutet, der Natur der Evolution gemaͤß, | 


(3) ds = Var dv Lid m ar 
oder s + Con. =; 
wir haben Demnach, wenn wir Die Gleichungen (1) mit (2) verbinden, 


Ad 
(4) . ze =Tt ir 
folglich den Gleichungen (1) gemäß 
(5) a ı-t=-t"%, 


- wobei rechter Hand des Gleichheitözeichend, nach Befchaffenheit der Um⸗ 
fände, durchgehends entweder die oberen oder die unteren Zeichen ge⸗ 
nommen werden müflen. Das leptere ift der Hall, wenn &, v, 2, 2 
zugleich wachien. 

Die Gleichungen der Evolute, welche wir durch 


(6) 9g(E,v,2)=o, 1 v,2)=0 
vorftellen wollen, geben ? wie auch 25 3, Sr nr * als Funetionen von 


E,v, 2, oder vielmehr als Sunctionen einer einzigen diefer Variablen ; 
fchaffen wir Daher aus den Sleichungen (4), (5), (6) die genannten 
Variablen weg, fo haben wir die beiden Gleichungen der Evolvente. 
Welche unter den unendlich vielen möglichen Evolventen durch diefe 
Gleichungen vorgeftellt wird , hängt von dem Werthe der Conftante in 
der Sleihung a + Const. = A ab. 


Es feyen nun die Gleichungen der Evolvente 
(7) Fa, yı)=0, fk,y‚)=0 
gegeben, und die Gleichungen der zugehörigen Evolute zu finden. _ 
Zu diefem Ende multipliciren wir die Gleichungen (4) und (5), 
in welchen wir die unteren Zeichen gelten Iaffen, der Reihe nach mit 
d2, dv, dE, und addiren die Producte, fo' ergibt ſich 
(«—H)dE - y—v)dvu + (g—2)dae u — Adı 
Aber aus (2) folgt 
«—H(ld— dd) +Y—V) (dy— dv) + (a — 2) (de— d2)zmrdR; 
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daher haben wir, wenn wir diefe Gleichung zus vorhergehenden addiren: 
e)  K—EDdx + (y—V)dyt+(e—e)de=o, 
Das Differenzial der fo eben gefundenen Sleichung ift, wenn 


wir dx als conftant behandeln; 


() O-Vay+ta—d)ar 
+ dx? + dy? + dz? — (dfax--dvudy + d2dz)=o. 

Allein durch Verbindung der Gleichungen (1) mit (8) ergibt fich 
(10) dEdx + dudy + dada==o, . 
mithin iſt 
G) G-VEyr +@— dr am Hay duo, 

Die Elimination der Variablen x, y, z mittelft der Gleichun⸗ 
gen (7), (8) und (11) führt auf eine endliche Gleichung zwiſchen 
E, u, 2, welche wir durch 
(18) (E,v,2)=o 
vorfiellen wollen; und dieſe ift offenbar die Gleichung einer frummen 
Flaͤche, welche die der Curve (7) entfprechende Evolute in ſich enthält. 

Um eine zweite Gleichung diefer Evolute zu erhalten, combinire 
man eine der Bleichungen (1) mit (7) und mit einer der Gleichungen 
(8) oder (11), Das Refultat der Elimination von x, y, z wird eine 
Gleichung zwiſchen E, v, 2 und den Differenzialien zweier der legte» 
sen Größen feyn, welche man mit Hülfe der Gleichung (12) auf eine 
gewöhnliche -Differenzialgleichung der erften Ordnung mit zwei veräns 
derlihen Größen reduciren kann. Integrirt man die legtere Gleichung, 
fo hat man die zweite Gleichung der verlangten Evolute. Aber in dies 
fem Sntegral erfcheint eine willfürliche Eonftante; ertheilt man derfel- 
ben verfchiedene Werthe, fo gelangt man zu verfchiedenen Curven, 
welche fämmtlich auf der Bläche (12) liegen, und durch Evolution die 
Curve (7) erzeugen. Es laͤßt alfo jede Curve unzählige Evoluten zu. 

In Bezug auf die legterwähnte Differenzialgleichung tft es einer- 
lei, ob man die erfte oder die zweite der Gleichungen (1), oder die aus 
denfelben folgende Gleichung 

«—H)dv=(y—v)dh 

mit (7), (8) und (11) in Verbindung bringt. Denn geht man von 
den Öleihungen (8) und (11) aus, fo gelangt man, weil aus (8) 
durch Differenziation die Gleichung (9) entfteht, durch Verbindung 
Diefer letzteren mit (11), zur Gleichung (10), Laͤßt man nun die erfle 
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der Sleichungen (1) gelten, fo verwandelt ſich dadurd (8) in 
G-V)dy+@— garten — 


oder da man wegen (10) 
dEdx + dädz = — dudy hat, 


= 0; 


n y-v=(z—:) ne. 


"Aber dieß ift die zweite der Gleichungen (1); man fieht daher, 
"daß jede der Gleihungen (1) eine nothwendige Folge der anderen wird, 
fobald man diefe mit (8) und (11) zufammenftellt. 

| Wir wollen jegt die Befchaffenheit der Kläche (12), welche der 
geometrifche Ort fämmtlicher Evoluten der Eurve (7) iſt, näher un: 
terfuchen. . 

Die Sleihung (8) fiimmt, wenn man x’, y/, z' flatt E, v, € 
feßt, mit der in der dreizsehnten Vorleſung erhaltenen Gleichung (5) 
überein; fie gehört demnach, hinſichtlich der Variablen E, v, 2, der 
zdu dem Puncte x, y, z ber Eurve (7) geführten Normalebene. 

Da nun bie Gleichung (11) dad Differenzial der Gleichung (8) 
iſt, in“ſo fern bloß x, y, z als variabel behandelt werden; ſo ſtellt 
die Gleichung (12), der in den vorhergehenden Vorleſungen vorgetra⸗ 
genen Theorie gemaͤß, jene developpable Flaͤche dar, welche ſaͤmmt⸗ 
liche Normalebenen der Curve (7) berührt oder einhüllt. 

Aber nicht jede auf dieſer developpablen Flaͤche verzeichnete Curve 
iſt eine Evolute der Eurve (7); hiezu wird erfordert, daß die Gleis 
hung, welche die erftere Curve auf der genannten Flaͤche beftimmt, 
und welche fih mit Hülfe der Gleichung (12) jtetd auf eine foldhe 
Form bringen läßt, daß in ihr bloß zwei der Größen E, v, @ erfchei: 
nen, einer der Öleichungen (1) Genüge leifte. 

Dieß vorausgefegt, werden wir im Stande feyn zu entfcheiden, 
ob die Curve, welche durch fämmtlihe Krünmmungsmittelpuncte der 
Eurve (7) hindurchgeht, und welche, da die Sleichungen (8) und (1 1) 
mit den in der fünfzehnten Vorlefung erhaltenen Gleichungen (11) 
und (12) übereinflimmen, nothwendig auf der Fläche (12) liegt, im 
Allgemeinen eine Evolute der Curve (7) ift, fo wie dieß, der zwei und 
zwanzigften Vorlefung gemäß, bei ebenen Eurven wirklich Statt findet. 

Die beiden Gleichungen des geometrifchen Orteö der Krümmmge:- 
mittelpuncte einer beliebigen Curve ergeben fih, wenn man auß den 
Gleichungen (18) der fünfzehnten Vorlefung mittelft der Gleichunge: 
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der gegebenen Eurve die Coordinaten x, y, s wegfchafft. Um jedoch 
su fehen, ob diefe Gleichungen der erften der Gleichungen (1), nämlich 
@—Ha2— e—2)di=o 
Genüge leiſten, ift ed nicht nöthig diefe Elimination wirflich vorzuneh» 
men. Gubftituiren wir die Werthe von —E, dE und z—2,d2 
gerade fo, wie fie die am angeführten Orte befindlidyen Gleichungen 
(18) darbieten, in obige Bleichungen, fo haben wir, nach Weglaifung 
des allen Sliedern gemeinfchaftlichen Factors u re 
ds®(Yd<—Xdy) 
x2 1 Y2 + 22 
3 — 
— (Tax —Xay) Jax-4. nl 
wobei dt = dx + dy? -de um 
dıd'y— dyd'x = Z, da dax — dıdz=Y, dydiz— dzdiy—X 
it. Es koͤmmt num darauf an, ob die fo eben gefundene Gleichung 
eine identifche ift, oder nicht. Im erften Falle ift der geometrifche Ort 
der Kriuimmungsmittelpuncte einer Curve jederzeit eine Evolute derfels- 
ben; im lebteren hingegen wird durch diefe Gleichung die Bedingung 
ausgefprochen, unter ivelcher einer Curve die erwähnte Eigenfchaft zu⸗ 
fommt. ' 
Verrichten wir die in genannter Öleichung angezeigten Differene 
jiationen, fo geht fle nach gehöriger Reduction in | 
(Zdy — Ydz) dz — (Ydx — Xdy) dx 
[(Xax — Xdy)d(Zdy — Ydz) 
— (Zdy—Ydz)d(Ydx — Xdy)]=o 
über, woraus durch fernere Rechnung 
(Xdx+ Zdz)dy — Y(dr? + dy*) 
in [Fi -ZAY)ds-+(ZdX-XdZ)dy-H(XAY-YaX)de) ) 
—0 


(Zdy — Ydz) [<= —d,. 


*— 0, 


-ds? 
+ vınyz 


+ [X(dy di — dad’y) + Y(ds dx — dı d’z) 


* 
Zeryarzı + 2 (dedy— Ay aa)] Y 


oder 
Kdx-+ Zdz) dy — Yldı? + dy?) + Yds® 


+ pr gr [U4Z-Zar)art(ZaX-Kazydy+(KAT-TaX)da]=o 


folgt. Seht man hier dx! dy da? ſtatt der, und bedenkt 
man, daß 
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Xdx + Ydy + Zde = 
ift, fo ergibt fich die Gleichung 
(YAZ— ZaY)dx-+ (ZaX—XdZ)dy + (XdY-—-YaX) de=o 
oder ' 
(Ydz — Zay)ÄX + (Zdax— Xdz)daY + (Xday— Yar)dZ = 0. 
‚Mittelft der durd) X, Y, Z vorgeftellten Ausbrüde findet man 


Yas — Ziymde.dZ, 


on 2 vd . 8 . — — 
2, dx Adz = ds’. d FÜ 


Kay — Yaxmde. az, 
daher haben wir es nur mehr mit der Gleichung 


awax+alartaliazeo 


gu thun , welche, da fie auch auf die Form 
4 ——— ——————— (za + Ya e7 + Zu z)=° 
gebracht werden tan wegen dem Derfetinden. — erſten Gliedes, in 
dt Z+Yel+zel=o 

übergeht. Diefe — * vereinfacht ſich abermals, wenn man die 
Differenzialien d* =, d* = ‚ d* * entwickelt, und auf die Glei⸗ 
chungen 
Xdx -Ydy+ Zdz=o: und Adxr-- Ydy- Zzag a6 
Ruͤckſicht nimmt, wodurd man endlich ' 

Xdx - Ydy + Zdza co 
erhaͤlt. Bis jetzt iſt noch Fein Differenzial als conflant angenommen 
worden. Wir können daher, fo wie es bereits früher geſchehen if, 
dx, und folglid auch d’x, gleich Null ſetzen. 


Hiedurch faͤllt aus ber vorliegenden Gleichung das erfie Olied 
weg; ferner wird 


— — dxıd'z, Zw dxdiy, 
alſo dat man 
d’zd’y — drd’zmo 
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dtyd’s.— disd'y | 
d: y⸗ 

woraus durch Integration 


dt? 
oder — 4 er = 0, 
dz = Cdty 
folgt, wobei C eine Conftante bedeutet. Integrirt man diefe Glei⸗ 
dung, oder vielmehr die ihr gleichgeltende 


ar _.Cay 
dı di 
nochmals, fo ergibt ſich 
er 243 oder ds = Cdy + Bdx 
de — um ‚ 


und hieraus endlich 

z=Cy+-Bx-+A, 
wobei B und A ebenfalls beftändige Größen anzeigen. Da nun bieß 
die Gleichung einer Ebene ift, fo fieht man, daß nur für ebene Eure 
ven der geometrifche Ort der Arummungsmittelpuncte zugleich eine. 
Evolute feyn kann. 

Zu den hier erhaltenen Reſultaten gelangt man auch durch ein⸗ 
fache, auf die Methode der Grenzen gebaute geometriſche Betrachtun⸗ 
gen, welche wir, da fie bei vielen Unterfuchungen der Eigenfchaften 
frummer Linien weitläufige und Fünftliche Rechnungen entbehrlich ma⸗ 
hen, in Kürze vortragen wollen. 

Man nehme in einer Curve AB (Fig. 20) mehrere von einander 
gleich weit entfernte Puncte M, M,, M,, M,, M,, . . . an, vers 

:binde je zwei nächfte derfelben durch gerade Linien, wodurch ein der 
Curve eingefchriebenes gleichfeitiges Polygon entſteht, und führe Durch 
die Halbirungspuncte N,, N., N,, N,, » » » feiner Geiten MM, , 
M, M,, M,M,, M,M,, . . . Ebenen, deren jede auf der ihr 
zugehörigen Seite fentrecht ſteht. Jede diefer Ebenen fchneidet die 
naͤchſtvorhergehende in einer geraden Linie. Es ſeyen H,h,, H,h,, 
H,h,, H,h,,... . . die auf einander folgenden Durchfchnittölinien 
genannter Ebenen. Da der Punct N, und die Geraden H,h,, H,h, in 
einerlei Ebene ſich befinden, fo wird eine Gerade, welche man aus N, 
zu einem beliebigen Puncte K, der Geraden H,h, zieht, der H,h, iu 
irgend einem Puncte K, begeguen ; durch N, und H, ziehe man wieder 
eine Öerade, welche die H,h, aus bemfelben Grunde in K, trifft, u. ſ. w. 
Wird nun um das auf diefe Weife gebildete Polygon R, K. K, R..... 
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ein Faden gelegt, und derfelbe von I, weg fo ausgeſpannt, daß fein 
Endpunet mit N, zufammenfällt, hernach aber von dem genannten Po⸗ 
Ingone abgewickelt, ohne daß feine Richtung aufhört, die Seiten des 
Polygons MM,M,M,;M, .... zu. verlaffen, fo muß der Endpunct 
dieſes Fadens nach und nad in N,, N;, N,, . . . . eintreffen, folg— 
lich ein Syſtem von Kreisbögen befchreiben, deren jeder zwei Seiten 
des Polygons MM,M,M,M,... berührt. on der Richtigfeit die: 
fer Behauptung überzeugt man fich fogleich, wenn man bedenft, daß 
den einfachften Süßen der Elementargeometrie zu Folge, K, von N, 
und N,; K, von N, und N,; u. f. w. gleich weit entfernt, und K,N, 
auf MM,, K,N,auf M,M, u. f. w. ſenkrecht ift. 

gäßt man nun die Puncte M, M,, M,, My, M,, .... 
einander unendlich nahe kommen, fo nähert fich fowohl das Polygon 
MM,M,M,M,..., wie aud) das Syſtem der erwähnten Kreisbos 
gen unendlich der Eurve AB; der Inbegriff der zwifchen den Geraden 
-H,h,, HR,h,, H;,h,, H,h,, - . . enthaltenen Theile der Ebenen 
hingegen einer developpablen Flaäche, und das Polygon K,K,K,K,... 
einer auf diefer Fläche verzeichneten Eurve, durch deren Evolution die 
Eurve AB entfleht. . Da die Lage des Punctes K,, durch welche die 
Pofition der Grenzeurve für das Polygon K,R,R,R,... auf'der 
developpablen Flaͤche bedingt wird, willfürlich ift, fo find dafelbft nothe - 
wendig nach unendlich viele andere Evoluten der Curve A B möglich. 


Der Punct C,, in welchem fid) die beiden aus N, und N, auf 


H,b, fallenden Perpendifel begegnen, verwandelt fich bei der unendli- 
"hen Annäherung der Puncte M, M,, M, in den Krümmungsmittel: 
punct der Curve AB für M,. Der nächfle Punct der durch C, geheu- 
den Evolute von AB befindet fich in C,, wo die Verlängerung von 
N,C, mit H,h, gufammentrifft. Aber C, ift nur in fo fern ein Krüm⸗ 
‚mungsmittelpunct der Curve AB, als N,C, auf H,h, ſenkrecht ſteht, 
was nur dann Statt findet, wenn H,b, mit H,h, parallel ilt, oder 
wenn die drei auf einander folgenden Geraden MM,, M,M,, M,M, 
in einerlei Ebene liegen. Es ift alfo die Curve der Krͤmmungsmittel⸗ 
puncte für AB nur dann eine Evolute derfelben, wenn AB in einer 
Ebene verzeichnet werden kann; und dann ift die developpable Flaͤche, 
welche alle Evoluten von AB enthält, eylindriſch. Auch befinden fich 
umgekehrt in einer cylindrifchen Flaͤche bloß Evoluten ebener Eurven. 
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Neun und zwanzigfte Vorleſung. 


Über den Gebrauch der Variationsrehnung bei 
der Beflimmung der mit einer Eigenfhaft des 
Brößten oder Kleinften begabten Linien und 


Sägen 


E. ſte Aufgabe. Man ſoll die kürzeſte Linie finden, welche 
von einem gegebenen Puncte zu einem anderen gezogen werden kann. 

Auflöfung. Es ſeyen a,, b,, c, die rechtwinkligen Cbordi⸗ 
naten ded einen, und a,, bz, C, jene des anderen Endpuncte® der zu 
beftimmenden Linie, ferner x, Ys 2 die Coordinaten eines beliebigen 
Punctes derfelben, fo wird ihre Länge s, wenn man y und z als ge: 
wiſſe, durch die Gleichungen der genannten Linie gegebene, Zunctionen 
von x betrachtet, durch dad von x a, bi x = 8; ausgedehnte In⸗ 


tegral 
= SVar Hay Hd 
. ausgedrüdt. Kömmt die geforderte Eigenfchaft diefer Linie wirflich 
zu, fo muß die Variation, welche das angeführte Integral erleidet, 
wenn die Seftalt derfelben unendlich wenig geändert wird, verſchwin⸗ 
den, d. h. e8 muß 
S/Var Harp do 

ſeyn. Aus diefer Gleichung folgt 

Var Lay Lie — dıödı->Hdyddy-+dıddz 
SEVdx: -dy? + da — — == 0 

Die letztere Gleichung geht, wenn man die Ordnung der Zeichen 
d und S verwechfelt, und fodann nach der befannten Formel 
Judv = uv— /vdu 

integrirt, in 
ds dx + dyöy-+ dez 
nn -/[ + 3ya57 +) =o 
über, wobei im zweiten Gliede, der Kürze wegen, da ſtatt 
Vida: + dy: + de: geſetzt worden iſt. Da aber die Integration an 
die oben genannten Grenzen gebunden ift, fo müffen diefelben bei dem 

Eitingspaufen’s math. Verlefungen. IL  . 15 
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erften Gliede fogleih in Anwendung gebracht werden; wir haben alfo 
da,öa, + db,ib, + dce,öec, _ da,da, + db,öb, de de. 
Vda: + dbi + de: Vida: + db! + de: 


(ste + °z 2147) =o, 


welche Gleichung, in fo ferne a, und a, von einander unabhängig find, 
in folgende drei Gleichungen 

da, da, + db, 2b, + dc, de, = 0, 

de, * + db,d5b, -de,de, = 0, 


Id + ya + ie o 


zerfällt. Die dritte diefer Gleichungen gibt die Geftalt der zu fuchen« 
den Linie an; wir wollen uns daher zuerft mit ihr befchäftigen. 

Kann diefe Linie wie immer im Raume gezogen werden, fo find 
die Variationen dx, dy, dz völlig willfürlich ; die genannte Gleis 
hung gibt und daher- 


dı dy dı __ 
d Fr = 0, d is = 07, d Ts = 0, 
woraus durch Integration 
dı dy dı 
art et un 


erhalten wird , wobei C,, C,, C, beliebige Eonftanten bezeichnen. 
Verbinden wir die erfte und zweite Gleichung mit der dritten, fo 


ergibt fi, wenn wir A flatt *, und B ftatt * ſchreiben: 
3 5 


dx == Adz, dy=Bds; 
und hieraus, wenn a und B beftändige Größen find: 


x=Az ta, y=Bz-+tß, 

welche Gleichungen einer geraden Liuie gehören, wie ed den erſten 
Principien der Geometrie gemäß ift. 

Sol aber von einem Puncte zu einem andern auf einer vorge« 
ſchriebenen krummen Flaͤche, deren Differenzialgleihung 

de = pdx + qdy 

fey, die kürzeſte Linie gezogen werben, fo find bie Variationen dx, 
Sy, da an die Sleichung diefer Fläche gebunden, denn bei dem über- 
gange unferer Linie in eine von ihr unendlich wenig verfchiedene iſt fie 
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hnmer genöthigt auf der gegebenen Fläche zu bleiben. Es beftebt alfo 
zwifchen den genannten Variationen die Gleichung 

$z = pdx + qöy. 
_ Verbindet man diefelbe mit ver Gleichung 


az +iraz idee, 
fo dat man 


(a3: + p« 2) 4636 az: !y=o, 


woraus wegen der Independen; von dx und dy, die Gleichungen 


folgen. Wird eine oder die andere derfelben integrirt, fo hat man die 
Gleichung einer Släche, welche die gegebene Flaͤche in einer mit der 
geforderten Eigenfchaft verfehenen Eurve durdsfchneidet. Statt jeder 
diefer zwei Sleichungen kann man auch die aus ihrer Verbindung ents 
fpringende 


nehmen. Es wird bier am rechten Orte feyn, die Bedeutung diefer 
legteren Gleichung genauer in das Auge zu faffen. 
Mit Hülfe einer leichten Rechnung findet man, die Gleichungen 


dst=dxt Lay -Ldz und dad: s—dxıd?x--dyd’y--dzdz 


berüdfichtigend: 
at Yas — Zdy ar — 74: Id: 
‚d ds’ 4 ds ds’ ⸗ 
wobei 


X == dyd’z— de dey, Y = de hhx — dıd’z, dxy — dyd’x 
iſt. Subſtituirt man dieſe Reſultate in obige Gleichung, ſo erhaͤlt man 
p(Zdx--Xdz) + q(Zdy— Ydz) =o 
oder (pX-+qY) da — Z(pdx--gdy) = 03 
mithin, wegen da == pdx + qdy: 
pfitquY— z=o 
Wie aus Ende der fünfzehnten Vorleſung erhellet, iſt 
KH LEN +ZE = 


15 ® 


— 
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die allgemeine Gleichung der zu dem Puncte x, y, z gehörenden 
‚Krümmungsebene jeder Curve; ferner ift 

pa@— 3) +47) - @—2)=0o 
die Gleichung der Ebene, weldhe die Flaͤche dz = pdx + qdy in 
dem Puncte x, y, 2 berührt; beide Ebenen flehen, der Gleihung 
pX+qY— Z=o zu Folge, auf einander ſenkrecht: es befigt 
demnach die Fürzefte Linie, welche zwei Puncte einer beliebigen Fläche 


mit einander verbindet, die Eigenfchaft, daß die Ebene, in welcher ie 


„zwei nächfte Zangenten diefer Linie liegen ‚, der Släche unter einem rech⸗ 
ten Winfel begegnet 
Wir haben nun noch die Bedeutung der Gleichungen 
da,da, + db,5b, + de,dc, = o, 
da,da, + db,db, + de,de, = o 

zu erörtern. Diefelben beziehen fich auf die Pofition des Anfangs. und 
Endpunctes der kürzeſten Linie. Sind diefe Puncte der Laggnach völe 
lig beftimmt, fo laſſen ihre Coordinaten Feine Variationen zu, d. h. 
es verfhwinden die Größen da,, Sb,, dc,, da,, &b,, de,, und 
diefe Gleichungen brauchen nicht weiter beachtet zu werden. Anders 
verhält fich die Sache, wenn über die Tage eines der genannten Puncte, 
oder beider, nichts weiter feflgefegt ift, als daß fie fich auf einer gege- - 
benen frummen Linie oder auf einer gegebenen krummen Flaͤche befins 
den follen. In diefen Ballen beſtimmen öbige Gleihungen die Neigung 
der fürgeften Linie gegen die gegebenen frummen Linien oder Blächen. 
Sie fagen nämlich, daß die kuͤrzeſte Linie, welche zwifchen zwei Eur: 
ven oder krummen Blächen gezogen werden Fann, diefelben rechtwinffs 
lig durchfchneider. In der That, fol der Punct a,, b,, c, auf einer 
gegebenen Eurve liegen, fo müllen die Variationen Sa,, Sb,, dc, 
den Sleichungen diefer Curve Benüge leiften. Die Gleichungen der zu 
dem Puncte a,, b,, c, gehörenden Zangente der genannten Eurve find 


b, 
x — = (!— c) 5—- b=(@'—c) 5,’ 
c 


ferner die Sleihungen der zu eben demfelben Puncte geführten Tan⸗ 
gente der fürzeften Linie: 


} da db 
x’ — a, — | (z’—c,) * y’ — b, — (2 — c,) de 


Die Bedingung, unter weldyer beide Zangenten auf einander 
‚fenfrecht ſtehen, wird durch die Gleichung 


r 
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Rn ga, + 2 8 Pi hı=o oder da, da, + db, db, +-dc, dc, = o 
— neben mit der erften der obigen Gleichungen übereinftimmt. 
Soll aber der Punct a,, b,, c, auf einer Fläche, deren Diffes 
tenzialgleihung da = Pdx + Qdy ift, fi befinden, fo muß 
Kir — Pa, + Q2b, 
ſeyn, folglidy geht die genannte Gleichung in 
(da, +Pdc,) da, + (db, +Qdc,)db, = 0 
über, welche wegen der Willfürlichfeit von Sa, und Ib, die Gleichungen 
da, + Pde, =o, db, + Qdc, =o 


d 
oder —=-P — a —RQ. 


darbietet. Diefelben finder man aber auch, wenn man um die Bedin- 
gungen fragt, unter welchen die zum Puncte a,, b,, e, der fürzeften 
Linie gezogene Tangente die 'zu demfelben Puncte gehörende Beruͤh⸗ 
tungdebene der gegebenen Fläche unter einem rechten Winkel trifft. 

Zweite Aufgabe. Es wird die Gleichung der Fläche verlangt, 
weihe in Bezug auf gegebene Grenzen complaniet, hinſichtlich aller 
durch diefelben Grenzen geführten Slächen ein Minimum darbietet. 

Auflöfung. Der Inhalt eines Stüdes der Flaͤche, deren 
Differengialgleihung dz = pdx + qdy ift, wird durch das zwi⸗ 
[deu den gehörigen Grenzen genommene Integual 


SSdxdyvp+gQ+tı 


ausgedrückt, in welchem die eine Integration auf die Veränderlidhe x,- 


und die andere auf y fich bezieht. Fuͤr die verlangte Fläche muß die 
Rariation diefes Integrals gleich Null werden. 

Nehmen wir die Grenzen, welde durd die geforderte Flaͤche 
mir einander verbunden werden ſollen, als fir an, ſo können wir bei 
dem Übergange diefer Släche in eine andere, von ihr unendlich wenig 
verfchiedene, x und y als unveränderlich, und bloß z als variirend be: 
trachten. Hiedurch wird 


SyfaxayVptgitı = SSdzdydvVp+P+T 
- (fr +48 urd 
J- 
Ver+e2+: 
Aber unter der gemachten Vorausfegung haben wir 


ds dir da döz, 
p$=I = + gg=!, = dy’ 
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die Befchaffenheit der verlangten Fläche iſt mus dk die Sleihumg: 


ad: | ddz 
xdy —— dyd 
— T a —— 


oder 
a 21 xt x —— dis 
Irre — * 
gegeben. Wenden wir auf beide Integralien die früher gebrauchte 
Reductionsformel au, fo ergibt ſich, weil in Bezug auf die firen 
Grenzen derfelben de verfchwindet, wenn man der Kürze wegen 





dy=o 





P ftatt — — und QO flatt chreibt: 
a 
SI (2 + +2) dxdy 32 = 0, 
dp ı aQ _ 
woraus 7 dy = 0, 


oder. nach gehöriger. Rechnung 

(( + )r— 2pa +ı +)t=o 
als Differenzialgleichung der verlangten Fläche erhalten wird, in wels 
cher, unferer gewöhnlichen Bezeihnung gemäß, 


dp dp dq da . 
mo Ta '-7 ift. 


Aus der in der fiebzehnten Vorlefung erhaltenen Gleichung (14) 
fehen wir, daß Die algebraifche Summe des größten und Fleiniten Kruͤm⸗ 
mungshalbmeiferd aller durch den Punct x, y, = auf irgend. einer 
Släche möglichen Eurven 

— [HM ps Fu + VP+PHı 
2 — rt 
iſt; dieſe Summe verfhwindet alfo für jeden Punct unferer Fläche, 
oder mit anderen Worten : die beiden Hauptfrümmungen diefer. Släche 
find in jedem einzelnen Puncte derfelben einander gleich und entgegen» 
geſetzt. 

Die obige partielle Differenzialgleichung der geforderten Flaͤche 
laͤßt ſich auf verſchiedenen Wegen integriren. Wir wollen uns hier bes 
gnügen, folgendes, von Monge herrührendes, Derfahren in der 
Kürze anzudeuten. 

Durch diefe Sleihung wird z als eine gewifle Sunction der von 
einander unabhängigen Variablen x und y erflärt. Man fann aber , 
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ach fowohl z, wie auch x und y als Yunctionen zweier anderen inde- 
pendenten veränderlichen Größen E und v betrachten, deren Relation 
zu erfieren Veränderlichen vor der Hand noch unbeftimmt bleibt. Denkt 
man ſich nun z durch x und y, und lebtere zwei Größen durch E und v 
audgedrüdt, fo hat man ' 

dı dıdı a2dy dı dzdı dady 


Fr ante en nnton 
dı dn __ dx dy. 
oder 4323443 —8 517 


ferner durch fortgeſetzte Differenziation dieſer Ausdrücke, mit Rückſicht 
auf die Bedeutungen von r, s, t: 
d?z dı2 dı dy 


Eterenttägte — 


de dıdı dıdy rar dydy 
dei —— — x*e 
des dı . F 2 dꝛ x 


rt SE 2: oa +4 13. 
Beſtimmt man aan diefer fünf Sleichungen p, q, vr, s, t 


ds dı dy dy dı dx dx d’y dy dy 
de’ du’ dE’ au’ de! dtdv du’ de’ didv’ dw’ 
und fubftituirt man die dafür gefundenen Austrüde in die obige Diffe» 
zenzialgleihung, fo findet man nach gehöriger Rechnung, wenn man 
der Kürze wegen 
dy ds dy dı. 
ad ar 
dı dx BR dı dı 


xo 


7 dE ds dudz’ 


fest: 


dx? irı 5) (X 242 =) 
de t7et+ dr at ıı du 


dxıdı , dydy , dıdı 
— * dia Rt) — aut? =) 





+ (7 + 5 + 2) (* at get zie 0 
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Diefer Sleihung wird Genüge geleiftet , wenn man ' 
dx? dy? d e _ dx? d yꝛ ds? 
zatzet ap BE iu 


dar 


day 
Em Ira —=o feyn läßt. 


net 


Aus den = o folgt, wenn man zwei Mal nad) einander, 
das eine Mal in Bezug auf E, und das andere Mal in Bezug auf v 
integriert, z= P(E) + Y(v), wobei p und ꝓ willkürliche Yunctionen 
anzeigen. Eben fo geben und die anderen Bleichungen bei ähnlicher 
Bedeutung von 9, Par Yır a: 


v2 Hd 4 . (V), 2 5. (2) + Hl). 


Vermöge den eriten zwei Öleichungen müffen die genannten Fune⸗ 
tionen die Bedingungen 


de(b + dg, (8) + me) 
in + * 2 aan da (N? 


erfüllen, und fomit wird das Integral unferer nalen Differenzial 
gleichuug durd) das Syſtem der drei Gleichungen 


x=e(d) + YO), 
y=9(E) + rw, 


de — ze) — (> >) 
+ fü V- (SP) - sa) _ (HD) 


auögedrüdt, wofür man auch, indem man bloß E und v flatt 9 (£) 
und Yylv), und 9, p flatt 9,, %, fchreibt, 
s=:+V0, ya) 56), 


nehmen fann. 

Aus den bier behandelten Beifpielen erhellet hinreichend, wie man 
fih bei der Audmittelung der mit einer vorgezeichneten Eigenfchaft am 
meiften oder am wenigiten begabten Linie oder Fläche zu verhalten habe, 
ed fey nun, daß diefe Eigenfchaft an der Linie oder Flaͤche in Bezug 
auf alle denkbaren, oder nur in Bezug auf alle eine beflimmte gemein 
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Ihaftlihe Eigenfhaft befigenden Linien oder Flächen im Zuftanbe des - 
Marimums oder Minimums erfcheinen fol, in fo ferne nämlich) in dem 
legteren alle bloß eine Relation zwifchen den Variationen der Coor⸗ 
dinaten jeded Punctes der Linie oder Bläche feftgefeht wird. Wir wol: 
Ien nun zeigen, wie die Rechnung einzuleiten ift, wenn die allen Linien 
oder Slächen gemeinſchaftliche Eigenfchaft darin befteht, daß ein inner: 
halb feftgefegter Grenzen genommenes Integral für alle Linien oder. 
Flaͤchen denfelben Werth habe. Zu diefem Ende wählen wir folgendes 
einfache Beifpiel. | 

Dritte Aufgabe. Es wird unter allen durch zwei gegebene 
Puncte gehenden ebenen Curven von gleicher Laͤnge jene gefucht, welche 
mit den aus diefen Puncten auf eine gegebene Gerade fallenden Per: 
pendifeln, und dem zwifchen diefen Perpendifeln liegenden Stüde der 
Geraden den größten oder Fleinftlen Raum einfchließt. . 

Auflöfung. Nehmen wir die gegebene Gerade für die Are der 
zan, fo muß, diefer Aufgabe gemäß, für alle Curven, in Bezug auf 
welche das Integral SVYdx? 4 dy? conftant iſt, /ydx innerhalb ge⸗ 
wiſſen, mit dem vorhergehenden Integrale gemeinfchaftlihen Grenzen, 
ein Größtes oder Kleinſtes feyn, d. h. es mülfen die Gleichungen 


S/ydx=o und I/ydx: + dy? = 0 
‚zugleich Statt finden. Dieß wird erreicht, wenn die Variation des 


Ausdrudes _ 
Sydx + A/Vdxt -dy?, 


wobei A eine Conftante ift, verſchwindet, und umgefehrt muß jedefte- 
lation zwifchen x und y, welche diefem Ausdrucke, hinſichtlich der oben 
gedachten Örenzen der Integralien, und bei einem beflimmten Werthe von 
/Vaxẽ + dy? den größten oder Fleinften Werth ertheilt, auch /ydx zu 
einem Marimum oder Minimum machen. Wir haben alfo die Bleichung 
-Sd(ydx > AVdx® +-dy)=o, 
welche nach gehörig ausgeführter Rechnung, wobei man ddx m o an: 
nehmen kann, die Gleichung 
47 
dx + Ad. Vaaraz 
darbietet, aus der die einem Kreiſe gehörende Integralgleichung 
(x—B)? +(y— Cj?=A? folgt. Die Einführung der Conflanten A _ 
ift hier nöthig, um.dem Integrale SVdx® + dy? den vorgeſchriebe⸗ 
nen Werth zu ertheilen. | ’ 








Dreißigfte Borlefung. 


Über den Gebrauch der Differenzenrechnung bei 
der Auflöſung geometriſcher Probleme. 


I, eine Linie oder eine Släche verlangt wird, bei welcher 
gewille, zu zweien oder mehreren in einem endlichen Abftande befind- 
lichen Puncten gehörende Größen in einer vorgefchriebenen Beziehung 
fteben follen, fo fömmt man, indem man die der geforderten Linie 
oder Släche beigelegte Eigenfchaft in die Sprache der Analnfid überfegt, 
auf eine oder mehrere, die Differenzen der Coordinaten einiger Puncte 
derfelben enthaltende Gleihungen, von deren Integration die vollftän- 
dige Auflöfung der vorgelegten Aufgabe abhängt. Obſchon die diefen 
Vorlefungen vorgezeichneten Grenzen feine umftänbliche Auseinander- 
fegung des Differengencalculs erlaubten, fo fönnen wir doch den fo eben 
erwähnten Gegenftand nicht gänzlich mit Stillſchweigen übergeben, ſon⸗ 
dern werden uns wenigftend bemühen, die zur Behandlung deſſelben 
erforderlichen Methoden an einigen Beifpielen in das Licht zu fegen, 
und zum weiteren Studium diefes intereffanten Zweiges der Analyfis 
den Weg zu eröffnen. 

1. Es fey eine ebene Eurve zu finden, bei welcher alle durch ei. 
nen gegebenen Punct gezogene Sehnen fämmtlich einerlei Länge haben. 

Nehmen wir. den gegebenen Punct für den Pol, und eine belie= 
bige Durch denfelben gehende Gerade für die Polarare an, und bezeich- 
nen wir, indem wir den Nadiusvector irgend eines Punctes der Eurve 
duch x, und den Winkel, welchen derfelbe mit der Polarare bildet, 
durch 9 vorftellen, die Polargleichung diefer Curve durch 

" . r=e(l), 

fo befteht unfere Aufgabe in der Beflimmung der Form der Function 9. 
M Der Radiusvector r ift offenbar ein Theil einer durch den geges 
benen Punct geführten Sehne; der übrige Theil diefer Sehne iſt der 
dem Winfel 0 -- = entfprechende Radiusvector , daher wird die Länge 
ber Sehne durch 9 (0) + HLO -+ =) ausgedrüdt. Mennen wir nun 
bie conftante Länge aller den gegebenen Punct enthaltenden Sehnen 
der Curve a, fo haben wir zur Ausmittelung der Befchaffenheit der 
Bunction 9 die Gleichung 


1 eo 
« 
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ge) r@+) =", 
welde, wie man fieht, eine Diffevengengleichung ij, Um das allger 
meine Integral derfelben zu erhalten, bemerken wir, daß 

co8.(d -r) = — cos.d, : ' 

folglib cos.0 + cos. (+ x) = 0 

iſt; es wird daher diefer Gleichung offenbar Genüge geleiftet, wenu 
man Ä 

(0) = ta -- A cos. 
fegt, wobei A eine Größe if, welche fich nicht Ändert, indem 0 in 
0 + x übergeft. Die allgemeine Gorm ‚der Größen dieſer Art iſt 
JS (cos.20), wobei feine beliebige Function bedeutet; daher haben wie 

re 2a --.cos.d , S (eos. 20) 

fie Die allgemeine Polargleichung aller Curven, welche die oben gefor- 
derte Eigenfchaft befigen. 

Will man diefelbe auf ein rechtwinkliges Coordinatenſoſtem redu⸗ 
eiren, deſſen Anfangopunct mit dem gegebenen Puncte übereinſtimmt, 
fo ſetze man Ve: + yi an die Stelle von r, und — 
Stelle von cos.d, alſo — an die Stelle von cos. ad. 

TI, Es wird eine ebene Curve von der Eigenſchaft verlangt, daß 
der Durchſchnitispunet der beiden Tangenten derſelben, welche zu den 
Endpuncten einer durch einen gegebenen Punct gezogenen Sehne ges 
hören, fich in einer gegebenen geraden Linie befindet. 

Bezeichnen wir die rechtwinfligen Coordinaten der Endpuncte ei⸗ 
ner Sehne der Eurve durch x, y mad x’, y/, und die Coordinaten 
des Durchfchnittöpunctes der zu diefen Endpuncten geführten Tangen⸗ 
ten durch X, Y, fo beſtehen die Gleichungen 





an bie 


Y— ya Ta) 


Die aus denfelben fich ergebenden Werthe von X und U müffen“ 
der Gleichung der Geraden, in welcher alle Durchfchnittöpuncte ber 
Zangenten liegen follen, Genüge leiften, wodurch wir fogleid eine zur 
Auflöfung der vorgelegten Aufgabe beitragende Gleichung erhalten. 
Um aber die Rechnung zu vereinfachen, ſey die Are der x auf die ers 


- — 


- folgt, 
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wähnte Gerade fenfrecht gezogen, fo, daß nunmehr bloß X dem Ab- 
flande diefer Geraden vom Anfangspuncte der Coorbinaten gleich ges 
macht werden muß, Nennen wir diefen Abftand a, fo Haben wir, da 
‚aus den obigen Gleichungen 


rennen ee: 


r+0-92%-(r+@-922 


oder W L(@— 3») 2) — 0, 
mithin durch Integration 
| ‚ra 253 —26 


wobei © eine Function von x und y niet, welche fich bei dem Über 
gange von x und y in x’ und y’ nicht ändert. 

Nehmen wir nun den Punct, durch weldyen alle Sehnen der 
Eurve geben follen, zum Anfangspuncte der Eoordinaten an, fo wird 
der Umftand, daß die Puncte x, y und x’, y’ ſich mit dem Anfangs⸗ 
puncte der Coordinaten in einer und berjelben Geraden befinden, durch 
die Sleichung 

‚_. r 


x x’ 
dargentelt⸗ woraus erheliet » daß überhaupt jede Funetion des Quos 
tienten = 2 bei der Verwandlung der Größen x, y in x’, 7 ungeaͤn⸗ 
dert Bleibt « muß demnad) 


0) 


_ angenommen werden, wobei 9 eine willfürliche einförmige Function be⸗ 
deutet, und fomit iſt 


+a-9z=er(!) 
die Differenzialgleichung der verlangten Curve. 
Um diefelbe zu. integriren , ſey - = u, alfe 
y=ux und dy= udxı + xdu, 
fo nimmt fie die Geſtalt 


dx du 
x(a—x) + au — (u) =o 
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an, in weldyer die Variablen x und = gefondert erfcheinen. Da | 
dx dx " 
Ss ax + I 
I x 


„* 





a 
- 117 
ift, fo haben wir 


Zers — — 
für die Gleichung der Curve. 
Es ſey z. ®. =: 
fo wird 
du udu . , 
Se - =; 
folgli, wenn wir Const. = Iy/b fepen, und gehörig redueiren, 
r * 9 (u —ı)=b, 
woraus wegen ux = y | 
y} — ıtmb(a — x) 





y 


folgt. 

Sepen wir hingegen (u) = — =, fo erhalten wir auf dem 

felben Wege die Gleichung 
’+r=büa— x). 

Beide Gleichungen koͤnnen nach Beſchaffenheit der Conſtante b 
jeder der Linien der zweiten Ordnung gehören, und führen Daher zur 
Kenntniß einer merkwürdigen Eigenfchaft diefer Curven. 

II. Nachftehende Aufgabe wurde zuerft von Euler, fpäter von 
Biot, und zulegt von Poiffon betrachtet ; deſſen Analyfe wir bier 
mittheilen. 

Man verlangt eine ebene Curve, bei welcher dad Quadrat jeder 
Normale das Quadrat der, in ihrem Durchfchnittöpuncte mit der Ab⸗ 
feiffenaxe errichteten Ordinate um eine gegebene Größe a überfleigt. 

Bezeichnen wir die Coordinaten des Puncted, in welchem eine 
Normale der Curve begegnet, duch x und y, y ift da8 Quadrat dies 


fer Normale = y + (2) = y! ( +7 5 die Abfeiffe ih⸗ 
res Durchſchnittopunctes mit der Axe der x iſt — x 4 * ‚ folglich, 
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wenn wir die Gleichung der Curve duch 
y=f() 
vorftellen, wobei f eine unbefannte Zunction andeutet, die durch den 
erwähnten Durchſchnitts punct gehende Ordinate = fl x +7 I 2 es 


wird demnach die Eigenfchaft, welche die aufzufindende Gurve befiden 
fol, durch die Gleichung | 


r(+2)=[s6@+ 72 


audgedrüdt. Diefelbe ift eine Dillevengengleicjung, und zwar erfcheint 











darin * als Differenz von x. . 


* ‚Knaiofen pflegen meiftens die Sechnung badurdy zu verein« 
fahen, daß fie die Differenz der independenten Variablen = ı fegen, 
und die Fälle, in welchen diefe Differenz von der Einheit abweicht, auf 
folche, in welchen diefer Umſtand Statt findet, reduciren. Zu diefem 
Ende fey 

56) und + Tagan), 
ferner 


SO=SC@)=r@, ale («+ F)= Yet 
fo haben wir, wenn wir der Kürge wegen 9 flatt 9 1 + ftatt 4 (z), 
9, Katt g(z+ 1), F, flatt 4 (a+ 1) fchreiben, die Gleichungen 

+ Fette 

++ 5. 95. 


Dieſelben enthalten drei veraͤnderliche Größen z, 9, 3 um eine 


dieſer Größen, nämlich $, wegzufchaffen, fubflituire man das aus der 
zweiten Gleichung folgende Refultat 


ydy ol 
7 Fe Se 


in die erfte, fo bat man | 
‚’+o9- Ver +3, 
und wenn man diefe Gleichung differenzirt, 
(=) U. —dH) = yıdtı — HdR. 
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Bezeichnet man die Bunction 9 (z 4 2) durch 9. , fo if offenbar 
‚dy, 
re = 9 — Pr 


folglich 

dr G — 9) da — (— pP) dp; 
und wenn man diefe Gleichung mit obigem Differenzial verbindet, 
(G. — 9) dp = (pe — pı)dy, oder (2 — 29 +9) dm 9 

das it Ary.do, =ao0, 
welche Sleihung in 
d,=o md A2e=o 
zerfällt. Die aus dp, == 0 folgende Gleichung 9, = Const. iſt aus 
genfcheinlich ein befonderer Fall der Gleichung A’p== 0 ; daher braucht 
die erftere Gleichung gar nicht beachtet zu werden. Die leptere Blei» 
ung gibt uns durch Integration Zn 
g=mAz—+B, 
wobei A und B Größen, auf welche der Übergang von z inz-+ ı 
feinen Einfluß hat, alfo Sunctionen von sin. 2x7z oder cos. 2xz au- 
eigen. 
Es ift alfo 
= — 5. —9A, 

wodurch ſich die Gleichung y + —— er ne =y ta in 


»— p.. =A:—a * A. 2 - Ar — a 
verwandelt, und daher durch Integration | 
# = (A? —a)z + C 
gefunden wird. Hier ift C gleichfalls eine Yunction von sin.2=z oder 


cos.2xz, aber von A und B nicht unabhängig. Denn bifferenziren 
wir die Ausdrüde für 4? und 9, fo ergibt ſich 


d da de 
ante 
dA, dB 
* —=A-+:z ds + 73 
mithin, wenn wir dieſe Reſultate in die Gleichung 
ydy + dy dp 
na Ada — =ArT einführen, 


4 


240 


ke: 


ober A=m— nt + V(2) +2 a, 


woraus der zwiſchen A, B, C beflchende Zuſammenhang erhellet. 
Schreiben wir nun wieder x flatt $, und y ftatt 4, fo haben wir die 
zwei Gleichungen 


“B_ »_V; ©, de ) =, 
r=c+(( (7) a ———— 


welche, ſobald für B und C beliebige Functionen von tin. 2x 2 ange⸗ 
nommen worden find, nach verrichteter Elimination von 2 die Glei⸗ 


dung einer mit der vorgefchriebenen Eigenfchaft begabten Curve dar⸗ 
bieten. 


Borlefungen 
über die | 
analytiſche Mechanik. 


— 


Ettingahaufen’s math. Borlefungen. II. ı6 


— 


A 








Erſte Borlefung. 


über die Kräfte im Allgemeinen, und über die 
Zufammenfegung zweier auf einen materiellen 
Punet unter einem rechten Winfel wirfenden 
Kräfte insbefondere 


IE, man fich einen Punet im Raume als unfähig vorftellt, 
feinen Zuſtand in Hinficht auf Ruhe und. Bewegung ohne Dazwifchen« 
funft einer eigenen Urfache zu ändern, fo heißt derfelbe ein mater 
tieller Punct; diefe Urfache aber wird eine bewegende Kraft, 
oder geradezu, eine Kraft genannt. | 

Sur fic) allein betrachter, ftrebt jede Kraft den Punct, dr wel: 
chem fie. angebracht ift, d. 5. ihren Angriffspu net, nad) einer be: 
fimmten Richtung und mit einer beftimmten Stärfe oder Energie, 
in welcher ihre Größe beiteht, in Bewegung zu fegen. 

Mehrere materielle Puncte, welche fo mit einander zuſammen⸗ 
hängen, daß es Bewegungen jedes einzelnen derfelben gibt, wodurch 
die übrigen in Bewegung gerathen, bilden ein Syftem. 

Die Wirfungen, welche mehrere, einen materiellen Punct oder 
ein Syſtem materieller Puncte, zur Bewegung anregende Kräfte her: 
vorbringen, find von zweifacher Art: es findet entweder Öleirhge- 
wicht Statt, d. h. das Streben jeder einzelnen Kraft wird durch die 
Segenthätigfeit der übrigen, verbunden mit den der Bewegung etwa 
entgegenjtehenden Hinderniſſen, aufgehoben; oder es erfolgt Bewes 
gung. | 

Deßhalb zerfällt die Mechanik, welche von den Wirfungen ber 
bewegenden. Kräfte handelt, in zwei Theile; in die Statif, welche 
da8 Bleichgewicht der Kräfte betrachtet, und in die Dynamif, 
welche die durch die Kräfte erzeugte Bewegung zum Gegenftande hat: 
Wir werden diefe zwei Theile der genannten Wiffenfchaft in unſerem 
Vortrage genau fondern, und zwar, da die Dynamik auf die Statif 
gegründet werden kann, diefe jener vorangehen laſſen. 

ı6 * 
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Wir nehmen uns hier vor, die Mechanik analytiſch zu behandeln; 
deßhalb müſſen wir vor Allem die Art und Weiſe angeben, auf welche 
wir die Kraͤſte in das Gebiet der Analyſis verſetzen. 

Den Angriffspunct einer Kraft beziehen wir im Allgemeinen ſtets 
auf drei einander rechtwinklig durchfchneidende, fonft völlig willfürliche 
coordinirte Ebenen, indem wir die Lage dieſes Puncted durch 
feine Entfernungen von den genannten Ebenen, d. 5. durch feine recht» 
winfligen Eoordinaten, mit gehöriger Beachtung ihrer Vor- 
zeichen, angeben, oder falld fie unbefannt ift, zu beftimmen fuchen ; 
indeffen werden wir auch, wenn wir e6 für zwedmäßig erachten, von 
den in der analytifchen Geometrie üblichen Polarcoordinatenfyftemen 
Gebraud machen. 

Die Richtung einer Kraft beſtimmen wir mit Hülfe der Winkel, 
welche diefelbe mit dreien den Durchfchnittslinien der coordinirten Ebe⸗ 
nen nad) der Gegend der pofitiven Eoordinaten hin parallel gezogenen 
geraden Linien bildet. Diefe drei Winfel find, wie aus der in der er⸗ 
ſten Vorlefung über die analytifche Geometrie erhaltenen Sormel (3) 
erhellet, unter einander durch die Bedingung verfnüpft, daß die Qua⸗ 
drate ihrer Eofinuffe zufammen genommen die Einheit außmachen. 

Um endlic die Größe einer Kraft durch eine Zahl vorzuftellen, 
wählen wir irgend eine Kraft für Die Einheit der Kräfte, und beſtim⸗ 
men den Erponenten bed Verbältnifles jeder und vorfommenden Kraft 
zu diefer Einheit, indem wir annehmen, daß überhaupt eine Kraft 
als die Summe mehrerer anderer betrachtet werden fol, wenn fie 
denfelben inögefammt gerade entgegenwirfend, das Gleichgewicht Hält, 
wodurch der Begriff gleicher Kräfte, ferner eines Vielfachen, eines 
aliquoten Theiles einer Kraft u. f. w. feftgeftellt ift. 

Wenn mehrere Kräfte nach beliebigen Richtungen auf einen ma⸗ 
teriellen Punct wirken, fo wird derfelbe, in fo. fern diefe Kräfte nicht 
im Oleichgewichte find, nach einer beflimmten Richtung, mit einer be« 
ftimmten Energie zur Bewegung angeregt, gerade fo, ald ob eine 
einzige Kraft nad) diefer Richtung und mit diefer Energie an ihm an- 
gebracht wäre. Die lektgenannte Kraft, welche in Bezug auf die er⸗ 
fteren Kräfte die Refultirende beißt, kann daher der Wirkung 
nach denfelben fubftitwirt werden, und eine ihr gleiche und der Nich« 
tung nach gerade entgegengefegte Kraft hält den übrigen Kräften das 
Gleichgewicht. Ed koömmt nun darauf an, die Größe und Richtung 
diefer Refultirenden audzumitteln, oder, wie man ſich dem gewöhnli- 


—— —— — - 
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chen Sprachgebrauche gemäß auszubrüden pflegt, mehrere gegebene 
auf einen gemeinfchaftlihen Angriffspunet- wirfende Sräfte zufam- 
men zu feßen. — 

Wirken mehrere Kräfte P., P., Par - » » » . nach einer und 
derfelben Richtung Auf einen Punct, fo ift ihre Nefultirende,, der obi- 
gen Annahme zu Folge, gleich der Summe 


P,+-P,+-P;,+...., 
und hat die Richtung, nach welcher die einzelnen Kräfte angebracht Yind. 

Wirken hingegen mehrere Kräfte theild nach einer, theild nach 
der gerade entgegengefepten Richtung, und ift die Summe diefer = X, 
die Summe jener =Y und. X>Y, fo wird die Reſultirende aller 
Kräfte offenbar durch die Differenz 

x—Y 
ausgedrüdt, und fie hat die Richtung der größeren Kraft X. 
» Wir haben daher nur den Kal in Erwägung sfziehen, wehn die 
Richtungen der zufammenzufeßenden Kräfte nicht übereinftimmen. 

Betrachten wir zuerft den Fall, wenn auf einen Punct zwei 
Kräfte X, Y wirken, deren Richtungen einen rechten Winkel ein⸗ 
ſchließen. 

Die Richtung der Reſultirenden R befindet ſich notwendig in der 
Ebene der Richtungen der Kräfte X und Y; denn es ift fein Grund 
vorhanden, warum die Richtung diefer Kraft eher auf eine, als auf 
die andere Seite diefer Eben? fallen follte. 

Es fey co» der Winkel, welchen die Richtung der Nefultirenden R 
mit jener der Kraft X bildet, fo ift diefe Refultirende völlig beſtimmt, 
wenn die numerifchen Werthe von R und « befannt find. 

Diefe Werthe find Sunctionen der Größen X, Y. Begeichnet 
man die Formen diefer Functionen durch 9 und p, fo kann man 

Ro (X, Y) ud o == (X, 1) 
ſetzen. Denkt man ſich aus dieſen Gleichungen Y eliminirt, fo erhält 
man eine Gleichung 
F (RB, &, x) = 0, 
wobei F ebenfalls eine unbefannte Function anzeigt. 


Die Einheit der Kraͤfte, auf welche fich die Zahlen X und R he: 
ziehen, iſt willfürlich ; eine Veränderung biefer Einheit hat zwar auf - 


die abfoluten Werthe dieſer Zahlen Einfluß, jedoch kann dadurch der 
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Quotient J, welcher das gegenſeitige Verhaͤltniß der durch X und R 


vorgeſtellten Kraͤfte mißt, keine Änderung erleiven. Es ift alfo diefer 
Quotient fowohl von X, ald auch von A unabhängig, d. h. die Glei⸗ 
chung F(R, o, I = o läßt ſich auf die Form 


(:) . = /(wo) oder XK=Rf(o) 
bringen, fo daß die durch f angedeutete Zunction weder X nod R 
enthaͤlt. 

Da die Richtungen der Kräfte Rund Y den Binfel = — bil⸗ 
den, fo “ man aus . demieben Srunde 


(2). & ar —R —726) oder Y= Bf(® — 0), 


Man bringe nun an dem gemeinfchaftlichen Angrifföpunste der 
hier betrachtete Kräfte, fenfrecht auf die Richtung von R, und eins 
ander entgegen wirfeud die Kräfte 


(3) voxXf 724) md Y=Yf(o) 


fo an, daß die Richtung von X ziwifchen den Richtungen von X und 
R, folglid auch die Richtung von X zwifchen jenen von Y/ und R 
liegt; ferner laſſe man nad) der Richtung von R die Kräfte 


(4) X = Xfe) und Y— 1s(® —o) 


wirfen, fo ift den Formen der Größen x, Y’, X, Yo zu Solge 
X die Refultirende von X‘ und X, 
und Y >» » "2 Yı , Yu, 
alfo R die Refultirende der vier Kräfte X, Xu, Y, Yu, 


Die Öleigungen (3) und (4) geben, mit Rüdficht auf (1) und () 


xY xXY. 

(5) . x — Tui Yı —— Bu 
x2 Y 

Um — = —. 

von, mg: 


Es ift demnah X’ —=Y. Dieſe Kräfte wirfen aber einander 
gerade entgegen, folglich heben fie fi auf, und es kann R aud) als 
die Reſultirende ber noch übrigen zwei Kräfte X“ und X“ betradhtet 
werden. Allein X’ und X Haben die Richtung von R, daher ift 
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R == Xu + Yu \ 
x. Yı 
oder Am » + ge > ß. 


(6) RotıY der Roy\ü+-Y, 

durch welche Gleichung die Größe der Refultirenden zweier unter einem 
rechten Winkel auf einen materiellen Punct wirkender Kräfte angege- 
ben wird. 

Um den Winfel « zu beflimmen, laffe man die Kraft X um eine 
beliebige Differenz, AX wachfen, fd wählt offenbar die Refultirende 
der Kräfte X und Y, und ihre Richtung tritt jener der Kraft X näher, 
d. h. es geht RinR--AR, ud o in» — Aw über. 

Man lege nun in die Richtungen der Kräfte X’ und X noch die 
Kräfte 


(7) OX = AX. 6- )* 
und AxXuAX. F (o), 


fo iſt AX die Reſultirende von AX’ und AX. Aber RAR ift 
die Reſultirende von RPAX und Y, und R ift die Reſultirende von 
X und Y, daher ift R--AR die Refultirende von AXx und R-+AX;. 
ſotzich, da die Richtungen der Kräfte R-- AR und AX- den Win⸗ 


fe - _— Aco einfließen: 

(8) BUS (RAR FS(2 — 9 

df(w@ 
do 


2* 





Setzen wir = fı(o), ſo haben wir, der ſechs und vier⸗ 
gigften Vorlefung über die Analyfis gemäß! 
x xW 
(2 - Au) =/(?) of (@ _ öde), 
wobei & nicht größer ift al& die Einheit. 
Bür w *7 erhält die Reſultirende BR die Richtung der Kraft 


Y, wadnur dann gefchehen fann, wenn X verfchwindet, und daher 
ATY wird. Diefe Werthe in die Gleichung X=Rf(o) ſubſti⸗ 
tuirt, geben 


) C) =: 


wir koͤnnen daher die Gleichung (8) auch unter der Form 
(0) Ak — (R+AR)An Sf 6- ao) 
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vorftellen, and daher befteht mit Rüdficht auf (7) die Gleichung 
YAX _ _(RLAR)An Sf: ( — 80) 





do x Y 


Laflen wir jegt AX unendlich Flein werden , wodurch iX — in den 


partiellen Differenzialqustienten 7 de 2 übergeht, fo haben wir, wenn 


wie die conftante Größe (cv der Kürze wegen R nennen: 
du j 


Vertaufcht man.» mit -60 alſo auch dw mit do, und 
Y mit X, fo wird 


@ x 
(11) - "ar 


Aber es iſt do = = dx +2 Sy 4Y, folglich ; 


Kur — Ydx — — X4X 
Be x? + Y2 
et - RdY — Tax 2 Y 
u x "x 

— 


En 


woraus durch Integration - | 
(11) Ko + H == Arc. 1. H oder = ig. (Ko 4 H) 


folgt, wenn H eine unbeftimmte Conftante bedeutet. Um HI zu beflim- 

mer, bedenfe man, daß, wenn @ in die Nulle übergeht, XK=R und 

Y=o wird, Unter diefer Vorausſetzung gibt und die Gleichung (12) 
H = Arc. g.O=ZrFR, 


wobei r eine pofitive ober negative ganze Zahl anzeigt. Wir haben 
alfo 


Kdw 


= = 15. (Ko +rx) == 16. (Ho) 


und = «= co. (Ku) 
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Für Ko="oeram wird cot. ¶ o, daher muß 
in dieſem Falle auh X = o ſeyn. Aber X verfchwindet nur dann, 
wen va == - iſt, daher kann HK Feine andere Zahl ald die Einheit 
bedeuten, und fomit ift 


(13) o == Arc. tg. = = Are. cos. TREE em Are. 06. =, 
fo daß zwifchen », R und X die einfache Gleichung 
(14) XwmRcos.o ' 
beſteht. | | 
Wir find alfo auch im Stande, die Richtung der Reſultirenden 
zweier unter einem rechten Winkel auf einen Punct wirkenden Kräfte 
zu verzeichnen. " 
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Zweite Borlefung. 


Über bie Zufammenfeßung beliebiger, auf einen 
materiellen Punct wirkender Kräfte. 


j De Ergebniſſe der vorhergehenden Vorleſung ſetzen uns in 
den Stand, die Größe und Richtung der Reſultirenden R dreier einen 
Punct nach wechfelweife auf einander fenfrechten Richtungen zur Be“ 
wegung anregender Kräfte X, Y, Z zu beflimmen. 

Vezeichnen wir nämlich die Reſultirende der zwei Kräfte X und 
Yodurh RB’, und den Winkel der Richtungen von R‘ und X dur wo, 
fo haben wir \ 

(0) VVF m o—_n. 

Da nun die Kraft BR’ den Kräften X und Y der Wirkung nach 
fubftituire werden fann, fo ift die Nefultirende der Kräfte X, Y, Z 
mit der Nefultirenden der Kräfte BR’ und Z einerlei. Es liegt aber 
bie Richtung von B’ in der Ebene der Richtungen von X und Y, auf 
welcher Ebene die Richtung von Z fenfrecht ſteht; daher bilden R’ und 
Z einen rechten Winfel, in deſſen Ebene die Richtung der zu fuchen- 
den Refultirenden R fällt. 

Werden die früheren Formeln auf diefen Sal angewendet, fo hat 
man, wenn „den Winkel der Richtungen von R und R/ vorftelit: 


(2) R=yRe - zZ m cos. = * 

folglich, wenn man aus dieſen Gleichungen mittelft (1) die Größe R⸗ 
wegſchafft: 

(3) | Re yXk I + zZ 


X 
und Cos.w . cos. = — 


Es ſey nun a der Winkel der Richtungen von R und X, fo iſt 
(zweite Vorlef. über die anal. Geom. (17)) 
c05.@ - COSs.p = CO6.G), 
mithin 
(4) cos. = 


Ko 
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Auf diefelbe Art findet man, wenn B und y die Winfel anzeigen, 
welche die Richtung der Refultirenden R mit jenen, der Kräfte Y und Z 
bildet: 


Y Z 
(5) co. ß 5 syn 


Sind alſo drei unter einander rechtwinklig auf einen Punet wir⸗ 
kende Kräfte X, Y, Z gegeben, fo erhält man durch die Formel (3) 
die Größe, und durch die Sormeln )/ (5) die Richtung ihrer Reſul⸗ 
tirenden R. 

Da die drei Winkel a, ß, y durch die Gleichung 


cos.a? 4 cos.ß? + cos. y? = ı 

mit einander in Verbindung jtehen, fo ift, wenn man zwei diefer Win- 
tel, 5. B. a und ß, bereits kennt, der drittey nur zweier Werthe fäs 
big, wovon der eine auf die Lage einer innerhalb und der andere einer 
außerhalb des Förperlichen Winkels XYZ fallenden geraden Linie ſich 
bezieht. Die Richtung der Refultirenden R fann aber nur innerhalb 
des genannten Förperlichen Winkels liegen, folglich find von den Kor: 
meln (4), (5) zur Beſtimmung dieſer Richtung im Grunde nur zwei 
erforderlich. 


Die erwähnten Formeln dienen zugleich zur Auflöfung oder 
Zerlegung einer gegebenen Kraft R in drei auf den Angrifföpunct 
der erfteren unter wechfelweife auf einander fenfrechten Richtungen 
wirfende Kräfte. Vezeichnen wir nämlich die Winfel, unter welchen 
die Richtungen der zu fuchenden Kräfte X, Y, Z gegen BR geneigt 
feyn folen, durch a, ß, y, fo haben wir 
(6) X=Roco.a, Y=Rcosß, Z=Rocosy. 


Die Auflöfung der Aufgabe: für beliebige auf einen materiellen 

Punet wirfeude Kräfte 
P,, P., P,, Pır » - - » 

die Refultirende auszumitteln, hat nunmehr Feine Schwierigkeit. 

Man ziehe durch den gemeinfchaftlichen Angriffspunct der gegebe: 
nen Kräfte drei auf einander wechfelweife fenfrechte gerade Linien (der 
Einfachheit wegen laͤßt man diefelben, wenn der Angriffspunct auf ein 
rechtwinfliged Coordinatenfoftem bezogen wird, den Axen der Coordis 
naten nach ihrer pofitiven Richtung parallel Iaufen), und meſſe die 
Winfel, welche die Richtung jeder Kraft mit diefen Geraden bildet. 
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Es feyen a,, Bi, yı die genannten Winkel für die Kraft P,, 


ferner a,, Be, yı » nd „9 » » P,, 
ası Bsr Ys > > > .» >» » P, 
u. ſ. w. 


Man zerlege jede der Kräfte P., P., Ps, » » . nach den Rich⸗ 

tungen der erwähnten Geraden in drei Kräfte, fo zerfällt 

pP, in P, cos..a,, P, cos. B., Pı cos. y., 
ferner P, » P,cos.a,, P,cos.ß,, P, cos. Yr 

P, » P,cosa,, P,cos.ß;, Ps cos. y. 

f. w./ 

wobei die Zeichen der Coſinuſſe entſcheiden, ob die einzelnen Kraͤfte 
nach der einen oder nach der anderen der in jeder dieſer Geraden moͤg⸗ 
lichen entgegengeſetzten Richtungen wirken. Vereinigt man die laͤngſt 
einer und derſelben Geraden thätigen partiellen Kräfte in eine einzige 
Kraft, ſo laſſen fih fämmtliche Kräfte P,, Br Psr +»... » auf die 
drei ihnen gleichgeltenden Kräfte \ 


() X P,cosa, + P,cos.a + P,;os.a3 +.... 

Y= P,c0s.ß, + P,eos.ß, 4 P,co.ß, £.... 

Z = P,cosy, + P,cos.y + P,cos.y +... 
rebneiren, deren Richtungen wechfelweife auf einander ſenkrecht ſtehen, 
folglidy mittelft der Formeln (3), (4), (5) in eine einzige Refultirende 
“vereinigt werden Fönnen. 

Iſt alfo RB die Nefultirende fämmtlicher Kräfte P,, P., Ps, - - - 
und find a, ß, y die Winkel, welche ihre Richtung mit jenen der 
oben angenommenen ®eraden bildet, fo haben wir 


= ve? +- + 2 


Z 
und an, cs.ß=x cs.y=n- 


Statt die Kräfte P,, P., Ps, - » » » fo wie auch ihre Refulti- 
sende R durch Zahlen auszudrüden, kann man diefelben auch durch 
gerade Linien vorftellen, welche man, von ihrem gemeinfchaftlichen 
Angriffdpuncte ausgehend, in ihren Richtungen abfchneidet, und deren 
Längen unter einander in denfelben Werbältniffen ftehen, wie die 
Kräfte felbft. Dann find den in der dritten Vorlefung über die analy⸗ 
tifhe Geometrie vergetragenen Säben gemäß, P, cos.a,, P, cos.ß,, 
P, c0s.y, die Projectionen der Linie P, auf die drei firen geraden Li⸗ 
nien, wobei die Zeichen der Cofinuffe anzeigen, ob biefe Projectionen 
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dieffeitö oder jenfeitö einer durch den Angriffspunet der Kraft P, auf 
die Projectiondare ſenkrecht geführten Ebene liegen. Ein Gleiches gilt 
von den Ausdrüden P,cos.a,, P,cos.ß,, P, eos.y,, ferner P,cos.a,, 
P,cog.ß;, P,cos.y; u. fe w. in Bezug auf die Linien P,, P;,. 
und von Rcos.a, Rcos.ß, R cos.y in Bezug auf die Einie R. 

Die Sleihungen (6) auf (7) angewandt, geben uns 
(8) Rcos.a = P;cos.a, + P,cos.a, + P,oos.a +.... 

Rcos.ß = P,cos.ß, + P.cos.ß, + P, cos. B, +.... 

‚Recos.y = P,cos.y, + P,cos.y, + Pseös.yy +... .5 ° 
ed iſt alſo die Projection der Reſultirenden R mehrerer Kraͤfte P,, P,, 
P,, - » » » aufirgend eine Gerade der algebraifchen (d. i. mit gehöris 
ger Ruͤckſicht auf die Vorzeichen genommenen) Summe der Projectios 
nen diefer Kräfte auf eben diefelbe Gerade gleich. 

Vergleicht man diefe Eigenfchaft der Refultirenden mehrerer 
Kräfte mit der eines jeden gefchloffenen Polygons, feine Seiten mögen 
in einer und derfelben Ebene liegen, oder nicht , vermöge welcher die 
Projection jeder einzelnen Seite auf eine beliebige Gerade der algebrais 
{hen Summe der Projectionen aller übrigen Seiten auf diefelbe Ge⸗ 
rade gleich fommt, und bedenft man, daß eine. Gerade durch ihre Pros 
jeetionen auf drei fich rechtwinklig durchfchneidende gerade Linien der 
Lage und Größe nad) völlig beſtimmt wird, fo ergibt ſich aus den Gleis 
dungen (8) zur Auffindung der Größe und Richtung der Nefultirenden 
R mehrerer auf einen materiellen Punct wirfender Kraͤfte P,, Par 
Pr, - . folgende einfache Eonftruction. 

Man ziehe durch den Endpunct der Linie P, eine Gerade zur 
Linie P, parallel, und mache diefelbe der legteren gleich; ferner führe 
man durch den Endpunct der fo eben gezogenen Linie eine der P, pas 
tallele und gleiche Gerade, und fege diefed Verfahren fort, bis alle 
übrigen Linien P,, P;, ꝛc. an bie Reihe gelommen find. Die Ver⸗ 
bindungdlinie des Angrifföpunctes aller Kräfte mit dem Endpuncte der 
legten fo gezogenen Geraden flellt die Größe und Richtung der ver- 
Iangten Refultirenden vor. Es ift übrigens klar, daß man zu diefer 
Operation die Linien P,, P., Ps, + +. . in jeder beliebigen Ordnung 
verwenden fann. > 

Die gewöhnliche, unter dem Namen ded Parallelogramme 
der Kräfte befannte, Methode zur Beflimmung der Kefultirenden 
zweier unter einem beliebigen Winkel auf einen Punet wirfender Kräfte 
ift nur ein befonderer Fall des fo eben erflärten Verfahrens. 
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- Wird ein gegebener Punet von allen Puncten eined Körpers ans 
gezogen, und ift dad Geſetz befannt, nach welchem die Größe der An= 
jiehung von der Pofition jedes angiehenden Punctes gegen den angezoges 
nen abhängt, fo laßt fi) die Sefammtwirfung des Körpers auf den 
gegebenen Punct mit Hülfe des oben gelehrten analptifchen Terfahrens 
befimmen, nur s#reten tu den Sormeln (7) jept Integralien an die 
Stelle der dort rechter Hand des Gleichheitögeichend erfcheinenden 
Summen. 


Es feyen a, b, c die rechtwinkligen Coordinaten des gegebenen 
angezogenen Punctes, x, y, » die Coordinaten eines Punctes des 
anziehenden Körpers, und u die Entfernung beider, fo iſt 


(9) ‚= Va—n) + 6° + (2). 

Man führe durch den Punct x, y, z zu jeder der coordinirten 
Ebenen eine parallele Ebene, und laſſe ſodann die Coordinaten dejjel- 
ben in x+-dx, y+dy, z--dz übergehen, fo ändert fih ein 
wo immer anfangended und an den durch den Punct x, y, z ges 
benden Ebenen fi) endigendeds Stuͤck des Körpers um ein recht⸗ 
winkliges Parallelepiped , deſſen Bolum, oder Förperlicher Juhalt 
durch das Product dx dy dz feiner drei Dimenfionen ausgedruckt 
wird. Um die Menge der in diefem Parallelepiped enthaltenen anzies 
henden Materie, oder die Maſſe deifelben, zu beflimmen, bezeichnen 
wir die auf eine beliebige Einheit bezogene Maſſe, weldhe in der Eins 
heit der Förperlichen Räume enthalten wäre, wenn diefelbe gerade fo 
wie dad Parallelepiped dx dydz mit Materie erfüllt würde, d. 5. 
in jedem Raumtheile = dx dy dz eben fo viel Materie als das ge: 
nannte Parallelepiped enthielte, durch a, fo iſt die Maſſe dieſes Pa⸗ 
rallelepipeds — pn dx dy.dz. 

Es fey nun A die Kraft, welche der Punct x, y, z auf den 
Punct a, b, c ausüben würde, wenn in erſterem die Einheit der 
Maifen vereinigt wäre, fo wird der’ letztere von dem’ Differenzial 
pdxdydz mit der Kraft Au dx dydz angeyogen. Hier find die 
Größen A und a gegebene Yunctionen der Coordinaten x, y, z. 

Die Kraft Ap dx dydz wirft auf den Punct a, b, c nad 
der Richtung u; die Cofinuffe der Winkel, welche diefe Richtung mit 


den Aren der x, y, z bildet, find —, 2, —; zerlegt 





man daher die genannte Kraft in drei den Aren der x, y; z parallele 
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Kraͤfte, fo werden diefelben durch | 

Ip a—ı)dxdyds. Ap(b—y)dsdyds Aplc—s)dıdyde 
ö—————⏑.. ————— —— 
ausgedrückt. 

Heißt nun die Totalanziehung, welche der Körper auf den Punct 
a,b, c ausübt, R, und find X, Y, Z die Kräfte, welche aus der 
Kraft R durch Zerlegung derfelben nad) den Richtungen der x, y, z 
entfpringen,, fo haben wir, da das Parallelepiped dx dy dz offenbar 
als ein durch drei auf einander folgende, auf x, y, z fich beziehende, 
partielle Differenziationen entfpringendes Differenzial des oben erwähne 
ten Körperftüdes anzufehen ift, den in der neunzehnten Vorlefung über 
die analytifche Geometrie ngewandten Principien zu Folge, | 


(10) x (feat, 


| vo ff ernisare, 
; 
— Tr u [4 


wobei die Integrationen, deren eine auf die Variable x, die andere 
aufy, und die dritte auf fich bezieht, über den ganzen Körper aus» 
zudehnen find. M | 

Hat man X, Y, Z berechnet, fo geben die Formeln (3), (4), 
(5) die Größe und die Richtung von R an. 


In allen Faͤllen, in welchen die Formeln (10) practiſche Anwen⸗ 
dung finden, iſt die Kraft A eine Function der Entfernung u des Punc- 


.te8 x, y, z, von welchem fie ausgeht, vom Puncte a, b, c, auf 


welchen fie wirft. Es ſey alſo A==F (u). 
Die Gleichung (9) gibt und 
du__a—x du b—-y du __c—s 
da W' m anti ur’ 
wir haben daher 
x 7 dx dydz. F(u) =, 





Y = /S/S». dxdy ds. . . F(u) &2 ir 


2 ydsa. F(u) ir 
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oder, wenn wir auf die Formel (102) der drei und fünfzigften Vorle⸗ 
fung über die Analyfis Rädficht nehmen, und. 


(11) /SF(u) du = F’(u), 
ferner ‘ , 
(12) S/S/pdaxdydz. F(u) = U 
feßen: | 

- (13) i=Z, =, z=-Z 


Diefe Formeln kann man in dem vorliegenden Galle, wenn man 
es für vortheilhaft erachtet, ftatt der Formeln (10) anwenden. 

Daß man durch diefe Bormeln auch die Sefammtwirfung eines 
Körpers, deſſen Puncte fänmtlich einen gegebenen Punct nach einem 
: beftimmten Geſetze abftoßen, auf diefen Punct berechnen kann, ift 
für ſich klar. Nur müffen in dieſem Falle alle oben betrachteten Kräfte 
nach entgegengefegten Richtungen thätig gedacht werden. 


) 
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Dritte Borlefung 


Über die Beftimmung der Anziehung eines Kör 

pers gegen einen Punct, wenn die zwifchen jeden 

zwei Puncten beftehende Anziehung demQuadrate 
ihrer Entfernung verfehrt proportionirt ifl. 





>, Pa in der Natur Statt findenden, in angebbaren Entfernuns« 
gen noch wahrnehmbaren Anziehungen zwifchen zwei Puncten, nehmen 


in demfelben Verhältniffe ab, in welchem das Quadrat der Entfernung 


der auf einander wirfenden Puncte waͤchſt. Es wird daher räthlich 
ſeyn, auch in der reinen Mechanik diefen Fall mit befonderer Aufmerfe 
famfeit zu erwägen. 

Das erwähnte Attradtiondgefeß wird der, den Sormeln der vor» 
hergehenden Borlefung zum Grunde liegenden Bezeichnung gemäß, 
durch die Gleichung 


F (u) = 


ausgebrüdt, in welcher x die Ynyieung anzeigt, welche die Einheit 
der Maffen in der Entfernung ı auf den gegebenen, der Gefammtwir: 
fung eined Körperd unterliegenden Punct ausübt. Nehmen wir, der 
Einfachheit wegen, die Größe der fo eben genannten Anziehung für die 
Einheit der Kräfte felbft an, fo haben wir = ı, folglich 


F (u) = * * 
Dieſe Gleichung gibt uns 
F' (u) = /F(u) du - [= _ ni 


u 


fegen wir alfo, im Einflange mit der vorhergehenden Vorleſung / 


SIE = (ff tt — edıdydz = U 
—/u 
| — — — 


ſo ſind 
XÆ — WU — a „_ AU 
db’ = Te 
bie Kräfte, mit welchen der Körper, auf den ſich das obige dreifache 
Integral erfireft, den Punct a, b, c parallel mit den Aren der x, 
Y, 8 afficirt. 
Ettingshaufen's math. Verlefangen. It: 17 
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Die zur Beſtimmung von U erforderlichen Sntegrationen laſſen 
fi in den wenigften Faͤllen vollftändig Durchführen, fondern man wird 
meiftend genöthigt, zu Annäherungdmethoden feine Zuflucht zu nehmen. 

Laplace hat die Berechnung der Größe U von der Integration 
einer partiellen Differenzialgleichung der zweiten Ordnung abhängig 
gemadt. Da diefe Differenzialgleihung mandhmal mit Vortheil ges 
braucht werden fann, und bei mehreren anderen Unterfuchungen ebens 
falls zum Vorfchein ram fo wollen wir diefelbe Hier kennen lernen. 


Wegen — * = — = haben wir 





—* OR . 2, folglich 
zu . $(a— x)? 
EU = sSfndxayde — Tan, * 


Auf dieſelbe Art findet man 
AU 6— 
Ti = SISndxdyda [— "U +5 





RU —— 
Ta = S/Indxdydz - _——. rn z|- 
Addirt man die legteren drei Steihungen, fo ergibt fich 
RU, AU | 
(@) at 720, 


welches die erwähnte partielle Differenzialgleichung iſt. Man kann ihe 
aber noch eine andere Geſtalt geben, wenn man ftatt der rechtwinkligen 
Coordinaten a, b, co des angezogenen Punctes den vom Anfangs» 
puncte der Coordinaten zu diefent Puncte gehenden Nadiusvector r, 
ferner den Winfel 0, welchen derfelbe mit der Are der x, und den 
Winkel wo, welchen die durch r und die Are der x gelegte Ebene mit 
der Ebene xy bildet, in diefe Gleichung einführt. 

Betrachtet man U unmittelbar als eine Function von r, 6, @, 
und denft man fidy die legteren Größen durch) a, b, c ausgedrückt, 
fo hat man 


folglich 





259 


EU _dU dm » AU dedd „ KU dr da , dU Ar 
m nrnratraaatanahrt de 


man 


(2) 


und 


RU dr dd „ dU de RU dddo , dU d:9 
trat tıon nd tr Tıe 
d:U dr do RU d9 do dꝛu dw? dU u 
Taraaahtr de 
_duUdr |, dUdR | AU du | 
= In Tat 78 dat Ta Te 
AU dr do RU dr do dıU do do 
+ a T3hunmnt? — Tr Fi dödo dada 
dU dr du 9 dU du U 
—F de 
du 
Entwidelt man eben fo TE 
die gefundenen Refultate in (3) ſubſtituirt: 
dU rdr dr dı27 
= latmtzl 
RU rd ,„ da, db: 
tele tmrt =] 
RU do2 duo? de? 
+ gar [7=+ mt Ta] 
RU [dr dd dr dd dr =] 


und Te fo erhält man, wenn 


Tryaslan taae tz 
Ha [Ernte tee 
Hmm lETtEEtET 
[—34533 45] 
131344 
4454 

Nun iſt r=etbte 


a=ercoa.d, bm=rsindco.w, c = rsind sin, 


folglich _ 


a dr b rn dr e 
— =. cos. == _- = sin.ß cos. -- m is 
75 c05. 0, Go, 0 208.0) 2”: sın.dsin.s, . 


Die Sleihung a==r cos. gibt und, wenn wir biefelbe in Be⸗ 


zug auf a, b, e nach einander partiell differenziren : 


179% 


860 


dr . do 


da da 

— dr 6 . f 46 

o 75 608.0 — rsin.d ur 

. dr . dd 

O = 7 008.0 — r sin. Te? 

Daher haben wir | 
do sin.d d6 __cos.dcos.o d® _ cos.dsin.w 
da 7 'db — r de ‘  r 

Aus der Gleichung tg. = = folgt endlich 


du nu da mt FO sin.o do cos. _ cos.w 
ee um nd db 77 

Differenziren wir dieſe Reſultate noch ein Mal, ſo erhalten wir 
nach gehoͤriger Rechnung 


dar sind? dr cos.d?cos.w? —— dir cos.Öisin.u? „ cos.w? 
SO |") — in 


— — — — — rr m — —— —— — 
da, r ' dk r r ' de r r 
d9 asin.dcos.d did cos. O sin. w? 2 sin. 8 cos. O cos. w2 
. f — — en — | ,—_—, 
dai r2 db? r2 sin. 6 r? 
29 cos.0 cos. w? a sin.d cos.9 sin. w? 
de? '‘ rR2sin.d r2 r 
do oo du _.sin.acos.w + cos. 0? sin.» cos.» + sin. cos.» 
da _ db: r2 r? sin. 62 r2 sın.02 
Au sin.@ COS.w cos.d? sin.w Cos.w sin.wCos.@ 
dc? r2 r? sin. 6? r? sin. 0° 
Es ift alfo 
dr? dr? dr 
— — 222 
da? + db2 + de? 1 
d 62 + dor + de 1 
— — — 
da? db: de 'r - 
duo? do? ', do? 1 


dat a tern 
natantzen- 
, Antantanme 
N Batrnatan= 
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2 nn . 1 en 
ri 2” 


d2 9 00. 
* + Tr ‚db? + * T Fn 
duo 


retten ni 
wodurd) fie die Gleichung ” nad) verricheeter et aller 
Glieder - en. .. . eh 
(3) x dr tet 7 —F 4* —— 
verwandelt. Um dieſe Gleichung noch uch jufammen zu liehen, ” 
denfen wir, daß Herz 


,„ KU "AU: . de. —* . * 
Ir + "dr =r dr: u z" 
ift; ferner, wenn wir cos. 0. =» Ten, wegen Wo. ah 
ch I. * 
= = — > einen a — Yı mr und m —* co. F y/ 
du du 'd; j —— . ·1 —6 er DD 
sn mn Ev | J 
AU an a Tan ii au 


de de‘ Htin= AN) ET? dv’ 





alfo 
c0os.d dU 

Te + em 

. daber.wird - ze. \ | J ey 
a a ehe 
u 6-97 I d.rU 


(4... Ra ER ID en 

Die Integration diefer Gleichung verhilftn wenn ſie ie aufuhrbat 
iſt, zur Kenntniß der Größe U. ..- —*8 — Urs) 

Um bievon ein Beifpiel zu geben, nefmen wir an, der auf einen 
gegebenen Punct einwirfende Körper fey von cylindriſchen Flaͤchen, de⸗ 
ren erzeugende Geraden faͤmmtlich einander parallel laufen, begrenzt; 
die Dichtigkeit deſſelben (die Groͤße naͤmlich, welche wir in der narhers 
gehenden Vorleſung durch a bezeichnet, Haben) ändere fi ich nicht ‚wenn, 
man in einer zu diefen Geraden parallelen Richtung fortfchreitet ‚ und 
die Länge deſſelben fey ſo groß, daß bie Anziehung, welche die entferns 
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teſten Theile auf den gegebenen Punct ausüben, vernachlaͤßiget wer⸗ 
den kann: fo liegt die Richtung der Gefanımtwirfung des Körpers of⸗ 
fenbar in der Ebene, welche durch den angezogenen Punet ſenkrecht auf 
die geradlinige Dimenfion des Körpers geht, und bleibt, auch wenn 
ber genannte Punct in einer diefer Dimenfton parallelen Geraden fort⸗ 
ſchreitet, ihrer früheren Cage parallel/ fo wie auch die Größe dieſer 
Gefammtwirkung Dadurch’ Feine Änderung: erleidet. Wird alfo die Are 
ber x den erzeugenden Geraden der Grenzflaͤchen des Körpers parallel 
gelegt, und die Entfernung deö angegogenen Punetes yon diefer Are 
durch p p ; vorgeftellt, fo ift U nothwendig bloß eine‘ Function von p und 
0, und hängt von rund 8 oder » nur in fo.ferne ab, abs p durch dieſe 
Größen beſtimmt wird. 

Wir haben demnach in ‚dem ‚gegenwärtigen Falle 


du dUdp dU__ dUdp 
dr de dr’ a ds de d»’ 


d:U "KU dp 3 U &o dU __ dU dp 
et zer di In Er 


Es ift aber per sin d = ya pt, Zu 


Via, Er: = op, 


15 dr Bu d va J 
eh "dp ESTER ir a, _ nr .,07 
Yı dy? (1 — 2)» 





y 

ni \ oo 
en VS "AU, . _ fu. vr 
dr — ” 75 * dp 2 


dU: dU sm dU : r 
an) 


AU 

Eu, du "da ıT a dp" 7 
ergibt. Sußffteniren. wir Biene lit In die mit (4) gleichbedeutende 
Hlejchung 5— | * 
nr +. — EU sr U. 4 


fo krhaiten Bi na gehöriger Reduction u 
u + u aU . 
zul ES uk Er +FrTs Tan 9; 
und ben wir dieſe mit ı — » multiplieiren, wegen 
ryi ⸗ * pr "au 


265 
Diefe Sleihung nimmt, wenn wir 
= pdp -gdo, dpmrdp -sduo, dq=sdp +ido 
fegen, die Form | 
(6) re pp+-tm=o 


an. Um diefelbe zu integriren , fchaffen wir aus ihr die Groͤßen r und 
t mittelſt der Subſtitutionen 


dp — sdo __dq— sdp 
—— —— 
weg, ſo ergibt ſich 
pP pdp)do —dgdp = s(ptdot 4 dp). 
Betrachten wir s al6.eine willfürliche Größe, fo wird diefer Glei⸗ 
hung Genuͤge geleiftet, wenn wir die zwei Gleichungen 
p(pdp+pdr)do + dq “ = 0, 
. p: dw? + dp = — 
beſtehen laſſen. Aus der Fa folgt 


alfo, wenn wir integriren, und durch ZA eine Conftante vorftellen, . 
p— IA wuyoı oder IE = uy— 1, | 
Ze d. h. £ FE avi and 


(7) 0 . A. 

Die erſte Gleichung gibt f wenn wir in derſelben pduay-—.ı flatt 
dp fohreiben: 
‚ pdp Hpdp ++ dqVY—ı == oder d(pp) + dgqV—ı 0, 
alfo 
Bet eeVen 
wobei B ebenfalld eine Conftante anzeigt. Der in der fieben und fünf: 
zigften Vorleſung über die Analyfis vorgerragenen Lagrange'fchen 
Integrationsmethode gemäß, welche auch hier ihre Anwendung findet, 
folgt aus (7) und (8) die Gleichung 
(9) pp + qV-ı = pßer*/7), 
wobei 9 eine willfürliche Bunction vorftellt, als ein erfted Integral der 
Gleichung (6). Dieſes laͤßt fich nach derfelben Methode weiter behan⸗ 
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deln. Es iſt 
1. 
Dieſer Ausdruck, in (9) eingeführt, gibt 
dUy—ı — dagp(pe=® =) = p(pVY—ı— pduo), 
welche Gleichung folgende zwei | 
dUy—ı — duphper/YH)=o, 


dpVv— 1 — p do = 0 Bu . 
darbietet. Das Integral der legteren ift | 
(10) perY-ic, 


wobei C eine Conftante "bedeutet; bie erftere hingegen mit ber lebteren 
combinirt, verwandelt fich in 


Es = 0 oder dU — J——— 


woraus, wenn man 
a\. — 
SSR 10) re, 
ſetzt, 


C(11) v — ——— —=D 
folgt. Die Gleichungen (10) und (21) verhelfen uns endlich zum letz⸗ 
ten Integral der partiellen Differenziafgleichung (5), nämlich 
U Yen Ti) 9 per’) 
oder Um Ela’) Elner®Yn, 
in welchem & und % willfürliche Sunctionen vorftellen. 
Da e® Yı cs. Yen zin,wift, fo kann man Diem 
Integral auch die Form 
U= (0 cos. a4-vV-—ı. psin.o) J Pfp cos, a—yY-ı ıpsıa. N 
geben. Um im Stande zu feyn „ die Formen der Functionen, Hund Kr 


zu Beflimmen, muß man die Veſchaffenheite von U für zwei verſchiedene 
Werthe von «u fennen. 
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Vierte Vorleſung. 
Über die Anziehung einer Kugel gegen einen 
gegebenen Punct. 


D. Berechnung der Anziehung, welche ein Koͤrper auf einen 
Punct ausübt, wird in manchen Faͤllen dadurch betraͤchtlich erleichtert, 
daß man das Differenzial dieſer Anziehung durch Polarcoordinaten aus⸗ 
drückt. Dieſelben dringen ſich von felbft auf, wenn man nad) der Wire 
fung eined von zwei concentrifchen Kugelflächen begrenzten Körpers (ei⸗ 
ner Hohlfugel) auf einen Punct unter der Vorausſetzung fragt 
daß die Dichtigkeit dieſes Körpers in allen von feinem Mittelpuncte 
gleich weit entfernten Puncten gleich groß ift. 

Die Richtung der Refultirenden R fämmtlicher, von der Hohlku⸗ 
gel ausgehenden Kräfte, fällt offenbar in die Gerade, welche den ane 
gezogenen Punct mit dem Centrum der Hohlfugel verbindet. Nehmen 
wir diefes Centrum für den Pol, und die genannte Verbindungslinie 
für die Are des Coordinatenfyftems an, und bezeichnen wir durch r den 
Hadiusvector irgend eines Punctes der Moffe der Hohlkugel, ferner 
durch © den Winfel, welchen diefev Radiusvector mit der Are bildet, 
endlich durch co die Neigung der Ebene: des Winrels 6 gegen eine durch 
die Are gefegte fire Ebene. 2 

Zwifchen den: zwei concentrifchen Rugelfägen, deren Halbmeffer 
r und r-+-dr find, befindet fich eine Schichte der gegebenen Hohlku⸗ 
gel, deren Maſſe wir, in fo fernſdie Dide ‚dr.derfelben im Zuftande 
des unendlichen Abnehmens gedacht wird, ald durchgehende gleichfoͤr⸗ 
mig dicht betrachten dürfen. Alle Puncte dieſer Kugelſchichto, für 
welche der Winkel 6 eine beſtimmte Größe beſttzt, liegen in dor gegels 
fläche , deren Seitenlinien gegen die Axe des ängertonitiieheniPolarcoots 
dinatenſyſtems unter dem genannten Winkel geneigt“ ſind; diebriden, 
den Winkein 6 und 04 dd entſprechenden Regelkäthen 1Bagvenizenieie 
nen tingförmigen Theil den Kugelſchichte, von dem zwei durch die Pos 
laraxe gelegte, gegen die oben erwähnte fire Ebene unter den Winkeln 
“und w do geneigte Ebenen ein &tüd abſondern, welches -fich 
bei dem unendlichen Abnehmen von dr, d$, da einem m techewnrugen 
Parallelepiped unendlich nähert: es Kurze 
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Die drei in dem Edpuncte deſſelben, welcher den Eoordinaten 
r, O, o» entfpricht, an einander floßenden Kanten find: dad Differen 
zial des Radiusvectors r; ferner ein aus dem Pole mit dem Halbmefs 
fer r zwifchen den Schenfeln des Winfels dd verzeichneter Kreidbogen ; 
endlich ein dem Winfel dw entfprechender Kreibbogen ‚, welcher das 
‚aus dem bier betrachteten Eckpuncte des Parallelepipedd auf die Po- 
larare fallende Perpenditel zum Halbmeiler, und den Durchſchnitts⸗ 
punct dieſes Perpendifeld mit der Polarare zum Mittelpuncte hat. Bes 
geichnen wir nun die Dichtigfeit.des erwährtten Parallelepipeds, welche 
eine befannte Function von r ift, durd) p, fo wird die Maſſe dejlelben 
durch das Product 

pa.dr.rdd.runddo m yursinddrdßdo 

ausgedruͤckt. 
Dieß vorausgeſetzt, ſey u die Entfernung des Punctes r, 6, 
von dem angezogenen Puncte, und a die Entfernung des letzteren vom 
Mittelpuncte der Hohlkugel, alſo 
6) u? on a? — r? — 2arcos.d, 
fo ift der Coſinus des Winkels, welchen die Geraden u und a mit eins 
auder bilden: 
_.&a—rcos.d _ du 
und wenn F (a) die Anziehung anzeigt, welche bie Einheit der Maſſen 
auf den gegebenen Punct ausübt, die Kraft, mit welcher das Paral« 
lelepiped ur? sin.0 drdd dw diefen Punct gegen dad Gentrum der 
Hohlkugel treibt: 


== ur? sin. Odr dd u . 76) 7 


Br Integtirt man pieſes Differengiel ĩ in Bezug auf hie Variable o 
innerhalb -der Grenzen o und ax, ſo hat man Die Anziehung eines 
Gen Hroͤßen x und 8 entſprechenden) ringfoͤrmigen Theiles der auf Die 
Halbmeſſer und r Ar ſich beziehenden Schichte der Hohlkugel 
gegen den gegebenen Punct; das hinſichtlich der Veraͤnderlichen 6, von 
0=0 hi 02 æ genommene Integral des fo eben erhaltenen Refulta= 
te& gibt die Anziehung dieſer Kugelſchichte felbft ; eine dritte Integra- 
tion endlich nad) der Variablen r, welche, wenn x, und r, die Halb- 
weſſer der inneren und der Außeren Grenzflaäche der Hohlkugel vorftel« 
Ien, fih von r==r, bid russ, erilreden muß, verhilft und zur Keunt⸗ 





267 


niß dee von der Hohlkugel auf den gegebenen Punct ausgehenden An⸗ 
ziehungsfraft R. Es ift alfo, wenn die Integrationen auf die fo eben 
erflärte Weile vorgenommen werden: 


R = /S[u® sin.Odrdödw. F(a) © * 


Da a von r, d, o nicht abhaͤngt, und, wenn man 
(2) SF(u) du = F(u) 


ſetzt, F(e) 5 m ift, fo Fann man die Differenziation in 


Bezug aufa er nach dem Integriren bewerfflelligen; man bat fomit 
dff[fpr?sin.ddrdödu.F(u 
Ra I 0, 
da 
Die Integration Binfichtlich e gibt uns offenbar 
d/ffeıWsin.ddrd®. F(@) 
da 
Um die Integration nad) 8 auf eine bequeme Weife auszuführen, 
‚ bedenken wir, daß aus der Gleichung (1) 


R. == 23x 0 


du u du 
u— = arsind oder rind = -. — 
do a 9 


folgt. Hiedurch wird 
1 du 
di -/[erdr.uF(u) — dd 
R us 3X, meeronel o 
Dun fey 
(3) SaF(u)du = F(a), 


fo Bat man uF’(a) a — =, folglich 


ı —— 
d „/Sprdr . ug dd 
RA = ax. 24 


da 
Für Hex wird offenbar u=a-tr; 
für = 0 hingegen entweder u=a—r oder umr—a, je 
nachdem r <a oder r>a ift; integrirt man daher nach B, von d=a 
biä 9=x, fo findet man 


al:sirartea+n Pan] 
j 44 | 





(4) Rzaar, 


268 ® 


wobei die oberen Zeichen gelten, wenn r <a, und die unteren, wenn 
»>a ift. Es bleibt bemnach bloß noch die Integration in Bezug auf 
rübrig, welche man aber, ohne die Befchaffenheit der Function F, 
und die zwifchen „ und r beftehende Relation näher zu kennen, nicht zu 
Stande zu bringen vermag. | | 

Laffen:wir nun die Anziehung, welche ein inaterieller Punct auf 
einen andern ausübt, dem Quadrate ihrer Entfernung verfehrt propor⸗ 
tionirt ſeyn, d. 5. feben wir 


Fo)=o, 


⸗ 


fo ergibt ſich F’(u) = /% = — - 
und F’(u) = — Sdu=— u, alfo 
F(a ) — Fl(a—r) = — (a+r) + (a—r) = — ar 
und oo | 
F"(r +a) — FU(r—a) = — (rta) + (r—ı) — — 23; 
. mithin haben wir, unter der Vorausfegung, daß der größte Werth, 
welhen r im Bereiche der Integration erhält, nicht größer ift ald a, 
b. 5. daß.der von der Hohllugel afftcirte Punct außerhalb derfelben, 
oder hoͤchſtend in ihrer Außeren Grenzflaͤche liegt, 
d [: Jen ar | 


nm on 


1 
d- 
ober, weil Sur: dr fein a euthaͤt, und — — = il 


= Inder dar 

Aber 4rp?dr ift, wie man leicht fieht, das Differenzial des 
Volums, folglih Axur? dr das Differenzial der Maſſe eines durch 
die mit dem Halbmeſſer r befchriebene Kugelfläche begrenzten Körpers; 
das von r=r, bis r=—r, genommene Integral 4x/prdr drüdt 
bemnach die Maſſe einer Hohlkugel aus, welche r, und r, zum inneren 
und Außeren Halbmeſſer hat, und deren Dichtigkeit an jeder Stelle eine 
gegebene Function der Entfernung diefer Stelle von den Mittelpuncte 
it. Der für R gefundene Ausdrusf zeigt alfo, daß bei dem angenom- 
menen Attractiondgefeße eine Hohlfugel, welche in ‚gleichen Ensfernuns 
gen von ihrem Mittelpuncte gleich dicht iſt, auf einen außer ihr befind» 
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lichen oder in ihrer äußeren Släche Tiegenden Punct fo wirft, als ob 
ihre gefammte Maife in ihrem Mittelpunete vereinigt wäre. Was hier 
von einer Hohllugel gefagt wurde, gilt auch von einer foliden Kugel, 
weil diefe aus jener entficht, wenn der Halbmeſſer der inneren Örens 
fläche verfchwindet. 

Nehmen wir aber an, daß der Fleinfte Werth des veränderlichen 
Halbmeſſers x nicht Fleiner it ald a, d. 5. daß der von der Hohlfugel 
angezogene Punct innerhalb ihrer Höhlung oder höchftend in ihrer inner 
ren Grenzflaͤche fich befindet, fo haben wir 
d/[ur: dr 
— — 
‚weil (partdr von a frei ift, alfo das Differenzial diefer Größe in Ber 
zug auf a verfchwindet. Bei dem vorausgefegten Anziehungsgefege wird 
demnach ein im Innern unferer Hohlfugel oder auch auf ihrer inneren 
Srenzflähe wo. immer liegender Punct nad allen Seiten gleich ftarf 
gezogen, und bleibt fomit, wenn feine andere Kraft ind Spiel fommt, 
in Ruhe. Bei einer foliden Kugel tritt diefer Umſtand nur dann ein, 
wenn der angezogene Punct mit dem Mittelpuncte berfelben überein« 
flimmt. 

Die in der vorhergehenden Vorlefung erhaltene Gleichung (4) 
führt auf diefelben Nefultate. In Bezug auf eine Hohlfugel nämlich, 
deren Dichtigfeit in gleichen Abftänden vom Mittelpuncte Feiner Ände⸗ 
zung unterliegt, ift, wenn der Anfangspunct der Coordinaten in den 
Mittelpunct verfegt wird, die Größe, welche wir durch U- vorgeftellt 
haben, von » und « unabhängig; Taffen wir überdieß die Are der x 
mit der Berbindungslinie des Mittelpunetes der Hohlkugel und. des 
angezogenen Punctes zufammen fallen, fo wird der NRadiusvector r 
(nach der am angeführten Orte gewählten Bezeichnung) a: es redu- 
eirt fich alfo die Gleichung (4).gegenwärtig auf 


Rz — 4x = 0, 


®. au 
.aU 
woraus Ts eeA nd aU = Aa — B 





folgt, wobei A und B beftändige Größen anzeigen. Hiedurch wirb 
dU RB 
da a’ 


Va? und 
a 


AU B 
alfo wegen AR = Fr ad R=-—. 
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Die Conftante B ift von a unabhängig, jeboch erhält fie für 
Puncte, welche außerhalb und innerhalb der Hohlkugel liegen, ver: 
fchiedene Werthe, welche man durch Betrachtung einfacher fpecieller 
Sälle Fennen lernt. Befindet ſich der angezogene Punct im Mittelpunete 
der Hohlfugel, fo verfchwindet die Sefammtfraft, welche diefelbe auf 
ihn ausübt, weil die von jedem einzelnen Punct der Hohlkugel auf den 
Mittelpunct ausgehende Kraft durch die Gegenthaͤtigkeit des Punctes 
aufgehoben wird, welcher in der Verlängerung der Verbindungslinie 
des erfterem mit dem Mittelpuncte in gleicher Entfernung von dem Mit« 
telpuncte vorhanden iſt. Die Conftante B hat alfo hier den Werth o, 
und es ift Fein Grund vorhanden, ihr, fo lange der gegebene Punct 
nicht in die Maſſe der Hohlkugel eindringt, einen anderen beizulegen. 
Entfernt fich der angezogene Punct von dem Mittelpuncte der Hohlku⸗ 
gel unendlich, fo nähern fich die Kräfte, welche die verfchiedenen Theile 
diefes Körpers auf ihn äußern, ohne Ende der Bleichheit, und die Ges 


RB —— M 
fanımtfraft 7 aller hat nothwendig den Ausdruck — dur Grenze, wenn 


M die Maffe der Hohlkugel vorſtellt. Allein B ändert ſich nicht, wäh 
rend a ſich verändert; es iſt alfo nothivendig B=M. 

Aus den fo eben vorgetragenen Säben erhellet, daß eine aus 
gleihförmig dichten concentrifhen Schichten beftehende Kugel bei dem 
angenommenen Attractionsgefege auf jeden Punct ihrer Maffe fo wirft, 
als ob die Theile derfelben, welche vom Mittelpuncte weiter abjtehen, 
als der erflere Punct, gar nicht vorhanden wären. 

Eine folide und gleichförmig dichte Kugel übt alfo auf einen 
Punct, deifen Entfernung von ihrem Centrum = r ift, die Kraft. 
— = ser aus, wobei A die Dichtigkeit der Augel anzeigt; 


denn I° ift das Volum, folglich TFT die Maffe jened Theiles 


derfelben, welcher innerhalb einer mit ihe concentrifchen und mit dem 
Halbmeſſer r befchriebenen Kugelfläche liegt. Hieraus erhellet, daß die 
Kräfte, mit welchen zwei Puncte der Maffe einer gleihförmig dichten 
Kugel bei dem angenommenen Attractiondgefeße gegen den Mittelpunct 
getrieben werden, im geraden Verhaͤltniſſe der Entfernungen diefer 
Puncte vom Mittelpunste fichen. 

Es bietet fih nun die Frage bar, ob das Anziehungsgeſetz 


F(u) = * das einzige iſt, bei welchem eine aus gleichförmig dich⸗ 
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ten concentriſchen Schichten beſtehende Kugel auf einen außerhalb der⸗ 
ſelben gegebenen Punct fo wirft, als ob ihre geſammte Maſſe im Mit⸗ 
telpuncte vereinigt wäre Um dieſe Frage zu beantworten, wollen wir 
die Sorm der Zunction F beftimmen, für welche die Gleichung 


d BE Ser ar {a4 Pr an] | 
' da 


Statt findet. Diefe Gleichung gibt uns, wenn wir fie in Bezug auf 
r differenziren, nach gehöriger Tilgung der beiderfeits des Gleichheits- 
zeichens übereinſtimmenden Factoren, 


d |: [F’ (a+r) — F" an] 





= Ax/pr?dr.F(e) 


da = ar Fa), 
woraus [Fu (ar) — Fula—r)] = 2r/Fla)da und 
(5) Fu(a4+r) — FY(a—r) = ara /F(a) da 


folgt. Die Größe linker Hand des Gleichheitszeichens gibt in Bezug 
auf a, zwei Mal nad) einander differenzirt , denfelben Differengial- 
quotienten, weldyer aus der ziweimaligen Differenziation nach: r ent⸗ 
ſpringt; denn ſetzt man im Allgemeinen 

dF'(u) = F,(u)du und dF,(u) = F(V) du, 


fo bat man offenbar 


d:F’(a+r) ‘ d:F’(a+r), 
m. Faeyrn)= — 


ferner wegen 
Fun m =Fia—r) um 
d:F’(a—r) d:F' (a—r) 
da? dr ’ 
es muß alfo diefelbe Eigenfchaft auch der rechter Hand des Gleichheits- 
zeichen vorhandenen Größe ra /F(a)da zufommen. 

Nennen wir das Integral /F(a)da, fo wie es die Rechnung 
gibt, unſerer obigen Bezeichnung gemäß, F’(a), fo wird hiezu im 
Allgemeinen noch eine durch die Gleichung (5) bedingte, von - allein 
abhängende Größe H (an die Stelle der gewöhnlichen Conftante) ge⸗ 
fest werben muͤſſen. Differenziren wir nun die Oröße 


ra(F'(a)-- H) 


dF' (a—r) 
dr 


= Fa— )= 


= — Fan) 
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zwei Male Hinter einander fowohl nad) a ald auch nad r, und ſetzen 
wir die hiedurch ſich ergebenden Differenzialquotienten einander gleich, 


fo haben wir 
r (Fa) 4 a —e)=: „E: Bil 
2F(a) dF() ı.d.rH 
| a * da r dr 
Aber die Größe linfer Hand des Gleichheitszeichens ift hier von r, 
und die Groͤße rechter Hand dejfelben von a unabhängig, daher iſt jede 
diefer Größen nothwendig eine Eonflante, und man kann 





oder 








aF(a) dF(e) _ 
a + da =3A 


oder safFla) da 4 ardF(a) = 3Aatda 
annehmen, woraus durch Integration . 

a®F(a) m Aa? p B, d.h F(a)= Aa 2 
folgt , welches der allgemeinfte Ausdruck des Anziehungsgefeges ift, bei 
dem die oben ausgefprochene Befchaffenheit der Einwirfung einer Ku: 
gel auf einen außer ihr befindlichen Punct eintritt. 
Soll aber die Refultirende aller Kräfte, mit welchen eine aus 

eoncentrifchen gleihförmig dichten Schichten beftehende Hohlfugel auf 

einen in ihrer Höhlung angenommenen Punct wirft, gleich Null feyn, 
fo muß die Sleihung 


ı d : Serdr[F”Y(r+a) — F” ea | 
2x 
da 
beſtehen, welche 
d- [F*(e+a) — F’(r—a)] 
| da 
folgid Fre -$a) — Fi(r— a) = Ka 
gibt, wobei K bloß von r abhängt. Differenzirt man diefe Gleichung 
zwei Male nad) einander in Bezug auf a, fo erhält man 
RF'(r+a) MF”(r—a) ÜFP'(r$)) deF’(r—a) 
gg 7 mt oder = = Freue 
Mittelft der willkuͤrlichen Groͤße r kann man für jedes a die _ 
Summe ra jeder beliebigen Größe, und zugleich Die Differenz; r — a 





= 0, 
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jeder anderen Größe gleih madıen, woraus folgt, daß im Allgemeinen 
a 





der Differenzialquotient einer Conftante , welche wir A nen« 


nen wollen, gleich ift. gie Haben fomit buch Integration 
dF" (u) 
du 


mitfin P)=A—=.. 


odee urF(u) = Au—B, 





Differengict man diefe Drehung, ‚ oo ergibt fi wegen (2) 
Fu)= — | 


Es ift alfo der Fall, wenn die Anziehung mit dem Quadrate der 
Diftanz der auf einander wirfenden Puncte im verfehrten Verhaͤltniſſe 
flieht, der einzige, in weldyem ein Punct innerhalb einer aus gleichför- 
mig dichten concentrifchen Schichten beftehenden Hohlkugel an jedem 
Orte im Gleichgewichte bleibt. 


Giiiugsgaufen’s math. Vorleſungen. IE, 18 


. 


Fünfte Borlefung 


Über die Einwirfung eined gleihförmig dichten 
elliptifhenSphäroids auf einen gegebenen Punct 
bei dem in der Natur Statt findenden Unzies 


bungegeſebe. 


J 


N sen wir an, » jeder Punct eines. gleihförmig dichten ellip— 

tifchen E phäroids übe auf einen gegebenen Punct eine dem Quadrate 
feiner Entfernung von dem legteren verkehrt proportienirte Anziehung 
aus, und fuchen wir die Größe und Richtung der Kraft, mit welcher 
der genannte Körper diefen Punet zur Bewegung anregt. 
SOo ſeyen die drei Hauptaren des elliptifchen Sphaͤrbids, deren 
Hälften wir dur a, ß, y vorftellen wollen, die Axen der x, y, z, 
fo daß = 4 4 == ı die Öleichung der Oberfläche des Sphaͤ⸗ 
roids ift; ferner a, b, c die Eoordinaten des angezogenen Punctes, 
und X, Y , Z die durch Zerlegung der zu fuchenden Refultirenden nad) 
den Richtungen der x, y, 2 fich ergebenden Kräfte: fo fann man die 
Aufgabe als aufgelöft betrachten, fobald man diefe Kräfte ausgemittelt 
hat. Wollte man fich hiezu der in der zweiten Vorlefung aufgeftellten 
Sormeln bedienen, fd würde man die Rechnung bald wegen der Schwies 
rigfeiten, mit welchen die zu verrichtenden Integrationen verfnüpft 
find, aufgeben müſſen; durch einen fchidlichen Gebrauch der Polars 
eoordinaten hingegen läßt-fid) die Rechnung ihrem Ende näher führen. 

Bezeichnen wir den Radiusvector, welcher von dem Puncte a, 
b, © zu irgend einem Puncte im SIunern des elliptifchen Sphäroids 
geht, durch r; den Winkel, unter welchem derfelbe gegen die Richtung 
der x geneigt ift, durch 0; und den Winfel, welchen die Ebene des fo 
eben genannten O mit jener der xy bildet, durch co: fo haben wir offen- 
bar die Anziehung, welche das den unendlich Fleinen Änderungen dr, 
dd, dw entfprechende Parallelepiped auf den Punct a, b, c aus⸗ 
übt, wenn wir die Maſſe ur? sin. dr dd dw deflelben mit dem Aus⸗ 
drude der Kraft, welche der Einheit der Majfen bei dem angenommes 


nen Attractiondgefeße zukommi naͤmlich mit * multipliciren; die 
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Kraft, welche diefes Parallelepiped parallel mit der Are der x auf den 
genaunten Punct Außert, iſt demnach = psin.d cos. PLArdOdG, 
woraus 

X= //[/fpsin. D 605. dr dd do 
folgt. Bringen wir die ald conftant vorausgefeßte Zahl a vor die In⸗ 
tegralzeichen, und verrichten wir ſodann die Integration in Bezug auf 
7, fo erhalten wir, wenn r, und r, die beiden der Oberfläche des 
Sphaͤroids für ein feſtgeſetztes 8 und w cofrefpondirenden Werthe von 
T anzeigen: 


Xmu//(r, —r,) sin.O cos.0 d$ do. 
Um r, und r, durch 0 und w darzuftellen, müffen wir zur Glei— 


hung der Oberfläche des Sphaͤroids unfere Zuflucht nehmen. Es iſt, 
wie man leicht fieht, 


a — xmrcosdh, 
b — y= rsin.0'c0oso), 
e— z=rsin.dsino; 


fubftituirt man die aus diefeu Ausbräden N ch ergebenden Werthe von 
x, y, 3 in die Steigung 7 +IL an + — = 1, fo bat man, wenn 
man der Kürze wegen | 


cos. 6? sin. 62 cos. w2 sin. 8° sin. @? 
a cos. b sin.8 cos. o esin.dsin.w 


Stats-ı=L 


— H, 


fegt: 
Hr — 2Kr L 03 


eine Gleichung, deren beide Wurzeln die Werthe von r, und r,-find. 
Da H nothwendig ſtets poſitiv, L Bingegen pofitiv oder negativ 
ift, je nachdem der Prnet a b,c ußerhalb oder innerhalb des el⸗ 


liptiſchen Sphaͤroids +] * : +5 — == ı liegt, fo bat die gefundene 


Gleichung, wenn ihr anders reelle Wurzeln zufommen, im erften Salle 

dem Zeichen nad) übereinjtimmende, und im zweiten ginander entge: 

gengefeste Wurzeln. Aber in dem obigen Ausdrude für X find ſtatt 

r, und r, ihre numerifchen Werthe zu fegen; man wird daher für 

r, —r, die Differenz oder die Summe der Wurzeln der erwähnten 
ı8 » ’ 


7 
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. ‚ r 
Gleichung nehmen , je nachdem der Pnuct a, b, © fih außerhalb oder 
innerhalb des elliptifchen Sphäroids befindet. 

Der zweite diefer Fälle ift bei Weiten einfacher als der erfte, da 
in jenem r, — r, unter einer rationalen Form, in diefem hingegen 
r,. —r, mit einem Wurzelzeichen behaftet erfcheint. Wir wollen da⸗ 
ber den Sal, wenn der angezogene Punct innerhalb des Sphäroids 
liegt, zuerſt vornehmen. 


In demſelben it r, — rı = 22; folglich, wenn man flatt RK 
feinen Werth ſchreibt: 


— 2p EN a en .Bcos. 62.d8 do [few .8> cos. _ cos. od dw 
' ea —— .62 cos. sin.o dd da 


Diefe Integralien müffen über die ganze chertach des ellipti⸗ 
ſchen Sphaͤroids ausgedehnt werden, was man dadurch erreicht, daß 
man dieſelben innerhalb der Grenzen 0, 02 und wo, vr 
ninmt. 


Betrachtet man, den in der neun und vierzigiten Vorlefung über 
die Analyſis vorgetragenenLehren gemäß, dad Integgat [ge 
als die Grenze, welcher fi .die Summe aller Werthe des Bruches 
—— bei dem uͤbergange des Bogens 6 von o in x um fo mehr 


nähert, durch je Fleinere Intervalle dabei 0 fortfchreitet ‚ fo überzeugt 


man fich leicht, daß | 
„N x sin.62.cos.0 dd — 
*0 


iſt; denn die von 6 = = bis 0 = x aiſcheinenden Werthe des genann- 
ten Bruches find den zwiſchen 6= o und 6= = fi ergebenden in 


verfehrter Ordnung glei und den Zeichen nach entgegengefept. Wir 
haben fomit bloß 


p FA 0 coS. d0 du 
der X sin.0 cos.0? dd dw 
‚cos. 62 Er sin. 62 cos. w? sin. 02 sin. 2° 


ß2 -+ y 


Ze q7ı 

Es iſt nicht ſchwierig zu zeigen (man fehe unter andern bie acht _ 

zehnte Vorlefung über die Geometrie), daß SE den Werth des In⸗ 
tete N von oo bid ax darftellt. 


2 cos.0 + B? sin. w2 


Wendet man diefes Refultat auf"den obigen Ausdruck für X an, 
indem man im Nenner deffelben cos. 67 cos. a? + cos. sin ſtatt 


cos. 8 


a? 





fest, fo erhält man 


zei f" sin. cos.0? dd , 
a”. o (+ 02 sin. 3) (= + 6? sin. =) 
a? 


Man tan fi) damit begnügen, das Integral in Veng auf 6 
bloß von 0 0 bis 9 = ! x auszudehnen, wenn man den Coefficiens 
ten deſſelben verdoppelt. Es ſey nun cos.9—t, fo wird 

sin.odd = — dt; 
nennen wir ferner die Maffe des Sphaͤroids M, fo ift Mtuxaß y 
(neunzehnte Vorlefung über die Geometrie) ; wir haben fomit 
m dt ' 
—— 
3Ma i t? dt , 
° Ver &— a) r][a +? — er) ] | 

- Um ähnliche Formeln für Y und Z zu finden, bedarf es Feiner 
neuen Rechnung, fondern ed ijt hinreichend in der fo eben erhaltenen 
e und a im erften Galle mit b und B, und im zweiten mit c und y zu 
verwechfeln. 


Das Integral 














X= — 4praßy 








ne laͤßt ſich, 
wenn a, ßr Kämmtfich vo von einander verfchleben find, nicht auf die 
gewöhnlichen trandcendenten Zunctionen zurückfuͤhren; es bleibt daher 
nichts anderes zu thun übrig, als ſich der unendlichen Reihen zu bedie⸗ 
nen, welche um ſo ſchneller convergiren werden, je weniger das gege⸗ 
bene elliptiſche Sphaͤroid von der Kugelgeſtalt abweicht. 
Gibt man dem für X gefundenen Ausdrucke die zur Rechnung be⸗ 
queme Form 


ulm — > —, 
Z —— 











fo ſteht man, daß X, und folglich auch Y, Z Feine Anderung erleis 
den, wenn bei einer Veraͤnderung der Dimenfionen des eNiptifhen 


. Sphäroids die Quotienten b, — ungeaͤndert bleiben, und zugleich der 


angezogene Punct aus dem Inneren diefes Körpers nicht heraustritt. 
Jedoch ift ed erlaubt, die Dintenfionen des Sphärpids. dabei fo zu ver- 
ringern, daß diefes Punct fich in der Oberfläche deffelben befindet. 
Wird alfo durch einen im Innern eines elliptifhen Sphäroids anger 
nommenen Punct die Orenzfläche eines‘zweiten mit erſterem concentris 
fhen Sphäroids verzeichnet, deſſen Hauptaren der Tage nach mit jenen 
ded vorigen übereinjlimmen, und der Größe nach beziehungsweife in 
demfelben Verbältniffe ftehen, fo ift die Wirfung des zwifchen: den bei» 
den krummen Flaͤchen enthaltenen Körperftüdes auf den genannten 
Punct gleich Null, welcher Sab bloß eine Eriveiterung des von der 
Kugel bewiefenen iſt. Man nennt zwei elliptifhe Sphäroide von ber 
befchriebenen Art ähnliche und ähnlich liegende. | 

Die Kräfte, welche ein elliptifches Sphäroid auf einen außer 
halb deſſelben befindlichen Punct parallel mit den Hauptaren ausübt, 
Iaffen fich, des bereitö oben erwähnten Umſtandes wegen, nicht durd) fo 
einfache Ausdrüde angeben, wie dieß angeht, wenn der angezogene 
Punct innerhalb des Sphäroids liegt. Aber zum Glüde hat Yvory 
gezeigt, daß jener fehwierigere Fall Feine eigene Rechnung erheifcht, 
fondern ganz auf den leichteren redueirt werden fann. Wir wollen die 
hiezu dienliche Analyfe nad) Legendre's Anfeitung vortragen. 

Die in der zweiten Vorlefung aufgeftellten Formeln geben und 


x -./[f ws — erde, 


wenn wir, wie ed oben gefchehen ift, durch r die von dem angezoge⸗ 

nen Puncte a, b, c zu dem im Sunern des elliptiſchen Sphaͤroids be⸗ 

findlihen Puncte x, y, z gezogene Gerade vorftellen. Da 
= ve > +6-M+Cc—n 


— X 


ift, fo haben wir — oo — — ei folglich 


1 
— ——— = 7, " dxdy dz. 


Integriren wir in Bezug auf x, ſo erhalten wir wegen 
2 ar wenn rn; und r, die an ber Oberfläche ded Spha: 


r? 


' N) 


279 


roids ſich endigenden Nadienbectoren bedeuten, welde gewiſſen feſtge⸗ 
ſetzten Werthen von y und z correſpondiren, 


CGA. 


Hier iſt, in fo fern x mit y und z durch die Gleichung der Ober⸗ 
ſlache des elliptiſchen ernten) nämlich durch 


u '5+% +3 = 


verbunden wird, .. 
= Va +b—y® + * — 7, 


, ⸗ VG +b— + (— 2). 
Die Kraft, welche ein zweites mit dem vorigen gleich Dichte con 
. centrifches und ähnlich liegendes elliptifches Sphaͤroid 


. Gr 


12 y* —A 
7 *575 


auf einen Punct a’, br, c! parallel zur Are der x ausübt, wird ‚aus 
demjelben Grunde durch die Formel 


. S[@-: dy/’de! 


ausgedrüdt, in. welcher nn | 
pı = V@ +3): + (by + (2 
md = Va@— x) + by ea iſt. 


Suchen wir nun a, b/, e/, al, Bl, ylı x’, y’r 2 fo zu wäh« 
Ien , daß p, mit r,, folglich auch p, mit r, identiſch wird. ‚Zu dieſem 





Ende fen erſtlich W — 
ax ax“, by =b’/y', cz == clzi, 
fo muß noch der Sleichung 


a -.b2.Lct ı -t+-P+ = bare 4 te | 
Senüge geleitet werden. 
Seben wir 
b 
wsrehr 
ſo gebt diefe Steihung nach volbrachter VWesſchafung von a’, b/,.c’ 
und x’, y’, z’ in | 


27 
— — — v 
y ' 
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| 2, (Aı)bt., ( 
Et Henne EHI STE, 
über. Diefed Nefultat muß offenbar mit der Gleichung 


2 ,y2,.n 

=t * + 78 
harmoniren. Um dieſer Forderung gu entſprechen, ſey 
Zu 2 u folgih au w — ı = = #2 — 1 
fo wird A durch die Gleichung 

a3. h? e3 
aentantzm 

gegeben. Dieß ift eine Gleichung des dritten Grades; nehmen wir den 


Punct a, b, o außerhalb des elliptifchen Sphäroids, deſſen Halbaxen 
4) B, 7 find, alt, fo " 


34843 21, 


daher faͤllt die Summe drer Hand des Sleichheitszeichens für Am o 
größer als ı aus: durch dad negativ Werden von A wird diefe Summe 
noch mehr vergrößert, und zuletzt negativ; waͤchſt aber A von o ange: 
fangen bis ind Unendliche, fo nimmt diefelbe fortwährend in das Uns 
endliche ab, und wird alfo gewiß ein Mal der Einheit gleich; woraus 
erbellet, daß es jederzeit einen pofitiven reellen Werth für * gibt, wels 
her diefer Gleichung entfpriht, daß aber diefelbe fonft feine andere 
zeelle Wurzel zuläßt. 
Iſt 2 gefunden, fo hat man 


e=Vırn v tm = tz 


ur de 
wodurch die Pofition des Punctes a’, b/, c/ feftgefept iſt. 

Aus x m 2 y- L, z um = folgt durch Subftitution dies 
fer Ausdrüde in die ieichung des gegebenen Sphäroide 


2’? 
* + — v2 * +2 


weiches die Gleichung des zweiten —* iſt; fuͤr dieſes haben wir 
Demnach 


und a = 7 b’ ws ce = 


rd 











! | 0981 


a«mfa, Bl muß, Yyzayı 
woraus fich wegen | 

Eat ma: LA, "Rp AR, ty — +2 

ar — Bit = a? —ßt, al? — yl? — 42 —yt, Bea — == ß? —yr 
etgibt. Es flimmen alfo die Brennpuncte der Hauptfchnitte des zwei⸗ 


ten Sphaͤroids mit jenen der Hauptſchnitte des erſten überein. 
Endlich beſtehen die Gleichungen 


a2 , br e'2 ca 
atratzm und taten 


woraus erbellet, daß der Punct a, b, o in der obe ſache des zwei⸗ 
ten, und a, b, c’ in der Oberfläche des eriten Sphäroids fich bes 
finder. 


Die Gleichungen y’=vy, z/==22 geben dy/==udy, dz/wmädz. 
Da nun au p,=r, und J iſt, ſo ergibt ſich 


—— -) dydz=vceX, 
= ! | 


Es kommt demnach, um X zu erhalten, nur mehr auf die Ber 
rechnung von x an. Da der Punct a’, b’, c’ innerhalb des Sphär 


soids — — -+L gr +5 = ı liegt, fo fann diefe mittelft der oben 


gegebenen Formeln vollzogen werden. Denfelben gemäß ift, wenn 
M = Zaxa/ß/y! geſetzt wird: 





Yo 3M’a S 1? dt 
| “ Vie@ + (Pr — ar)u] [a + (3er) a 
alfo mit Rüdfiht auf 


Br — ar m BP — 02, yl— alt m yt — at 
a aa MM a’ß’y’ 
’ - m _._ — 2 PYT 
und a =: 7 237 
8Ma 1 t? dt 





x 





fe? + — ) ta) [er HP A)R) 
Durch Vertaufchung von a’, a mit ß’, ß erhält man Y, und 
durch Vertaufchung der erfleren Größen mit y’, y ergibt fi Z. 
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Sechste VBorlefung. 


Über das Princip der virtuellen Geſchwindig— 
keiten. 


Zyiſchen der Reſultirenden mehrerer auf einen Punct wirken⸗ 
den Kraͤfte und dieſen Kräften ſelbſt findet eine merkwürdige und fol 
genreiche Relation. Statt, mit deren Entwidelung wir in gegenwärti- 
zer Vorlefung den Anfang machen wollen. 
| Es feyen an einem Puncte, deſſen rechtwinflige Coordinaten 
durch x, y, 7 bezeichnet werden mögen, die Kräfte P,, P., Pz, P, 
u. f. w. angebracht. Shre Kefultirgnde heiße R. Sn den rüdwärts 
verlängerten Richtungen aller diefer Kräfte nehme man, von dem ges 
meinf&aftlihen Angriffspuncte derſelben ausgehend, beliebige Stücke 
an, welche beziehungsweife ps, Pzı Par Psr - - » » FT genannt wers 
den follen. Denft man fi) nun den Punct x, y, z aud feiner ur⸗ 
fprünglichen Lage unendlich wenig. verrüdt, und ſtellt man die hies 
"durch erzeugten unendlich abnehmenden Änderungen der Coordinaten 
deffefben durch Sx, Sy, Iz vor (wobei wir den Buchflaben 2 an die 
Stelle des Differenziglgeichens d treten Taffen, damit die durch willfürs 
liche Rerfchiebung eines Punctes fich ergebenden Änderungen feiner 
Coordinaten, welche ganz die Befchaffenheit der fogenannten Varia: 
tionen haben, von den eigentlihen Differenzialien unterfchieden wer⸗ 
den, zu welchen der Übergang von einem Puncte zu einem nächften, 
an diefelben Gleichungen gebundenen, führt), fo erleiden die Linien 
Pır Par Par Par » » » » T, deren Endpuncte als fir betrachtet wer⸗ 
ben, ebenfalld gewiſſe Änderungen $p,, Ipzr IPsr pure. «or 
Nennen wir die Koordinaten des Puncted, in welchem fich die Linie p, 
endigt,.a,, b,, C, , fo haben wir 


= y@-a% FG-—b) reed 
folglich | 


ap = U. dr 4 I 3, +. de. 
Aber x—a,, y—b,, 2—.c, find die Projectionen der Geraden 


. . . — i -—} — j . 
Pı auf die Aren der X, Yı 2, mithin — hr — die Co⸗ 
1 1 
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finuffe der Winfel, unter welchen die Verlängerung diefer Geraden 
nach der Richtung der Kraft P, gegen drei durch den Punct x, y, = 
gezogene den pofitiven Zheilen der Aren der x, y, z parallele Gera, 
den geneigt ift; bezeichneh wir daher diefe Winfel durch a, , Rır-Yır 


ſo beſteht die Gleichung 


dp = cos.a, . dx + cos. B,. My + cos. v.. Os. 
Auf diefelbe Art findet man, wenn a,, Br, Yıj ası Bar 9; 


ar Bar Yu; ie. in Bezug auf P,, P;, P,, . . . Diefelbe Bedeutung 


haben, wie a,, ßı, yı in Bezug auf P,, , 
&p, = cos.a, . dx + 005, . dy -F cos. „x 
dp; = c0s.a, . dx + cos.ß, .dy + cos.y, . da 
dp, = cos.a, . $x + cos. Pr 7 + cos. d⸗ 
Multipliciren wir diefe Sleicjungen der Heiße nach mit P,, P;, 
P,, P,, 2c., und addiren wir fie fodann, fo ergibt fih, wenn wir 


- P,cos.a, + P,cos.a, -F- P;cos.a;, + P,cos.a -.... =X 


P,cos.ß, + P,cos.ß, + P,cos.ß; + P,cos.ß, —....=Y%Y 
P,cos.y, + P.cos.y; I P,cos.y, + P,cos.yy +... =2 
ſetzen, 


P,öp, + P,dp, + P,dp, +P3: + --- 
== Xdx + I 35 + 23z. 


Es feyen nun a, ß, y die Winkel, welche die Neigung der Rich⸗ 
tung der Refultirenden RB gegen jene der pofitiven Coordinaten beſtim⸗ 
men, fo ift bekanntlich 

Rco.a>=XxX, Rco.ß=Y, Rocos.y = 2 
ferner ift aus den oben angeführten Gründen 

dr = co.a. dx + coß. er+ cos.y. 82, 
wir haben baber 
G) - Rör= Xx 4 Yy4+ 238, 
und fomit'gilt die Gleichung 


() Röro P,dp, + P,dp + Bin + Pin ti... 


Man pflegt den unendlich Fleinen Weg, welchen ein Punct vers 
möge einer willfürlichen Verruͤckung befchreibt, feine virtuelle es 
fhwindigfeit zu nennen; die Variationen $p,, Sp, Ipz,'Ips, 

. Sr Sonnen ald die Projectionen des vom Puncte x, y,'z be 
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fchriebenen Weges auf die Richtungen der Kräfte P,, P., Ps, P,... R 
angefehen werden; deßhalb heißen diefe Variationen die nach den 
Richtungen der genannten Kräfte geſchätzten oder ger: 
legten virtuellen Befchwindigfeiten ihres gemeinfchaftlichen Angriffs⸗ 
puncted x, y, 2. Mennt rian nun noch mit Lagrange das Pro- 
duct einer Kraft mit der nach ihrer Richtung gefhäpten virtuellen Ge⸗ 
fhwindigfeit ihres Angriffspunctes dad der vorgenommenen Verfchie: 
bung dieſes Punctes entfprechende Moment derfelben,, fo dDrüdt die 
Gleichung (2) nachftehenden Satz aus: 

“Wenn mehrere Kräfte auf einen Punct wirfen, fo ift in Bezug 
uf jede unendlich Kleine Verrüdung diefed Punctes das Montent ihrer 
Refultirenden der Summe der Momente der einzelnen Kräfte gleich. 


Die Sleihung (1) üt, in fo fern R die Nefultirende der Kräfte 
X, X, Z vorjtellt, unter der Gleichung (2) enthalten, denn dx, dy, 
Os fönnen offenbar als die nad) den Richtungen der Kräfte X, Y, 2 
geichäpten virtuellen Geſchwzadigkeiten des Punctes x, y, z betrach⸗ 
tet werden. 


Es ſeyen nun die auf den Punet x, y,.z wirkenden Kräfte 
P., Pz, Pr Par » . - . mit einander im Gleichgewichte. Iſt der 
genannte Angriffspunct ein freier, d. h. nad) allen denkbaren Nich» 
tungen beweglicher Punct, fo kann das Gleichgewicht diefer Kräfte 
‚ nur in fo ferne beftehben, als die Nefultirende derfelben gleich) Null it, 
denn die Eriftenz jeder Mefultirenden würde nothwendig eine Bewegung 
des Angriffspuncted zur Folge haben. Es iſt alfo unter der gemachten 
Borausfegung Ro, folglih auch 


(3) P,°p, + P,öp, + P. »t Pin +t....=0. 

Iſt aber der Angriffspunet der gegebenen Kräfte nur jener Be⸗ 
wegungen fähig , bei welchen er nie aufhört eine vorgegeichnete Släche 
oder Linie zu verlaſſen, d. h. ift er an irgend eine Släche oder Linie ges 
bunden, fo wird zum Beſtehen des Bleichgewichtes diefer Kräfte bloß 
erfordert, daß die Richtung. ihrer Nefultirenden AR in die Normallinie 
der vorgefchriebenen Flaͤche oder in die Normalebene der vorgefchriebes 
nen Linie falle, damit die Wirfung der Kraft R durch den Widerftand 
der Fläche oder Linie gänzlich vernichtet werden koͤnne. Dann iſt aber, 
in fo ferne man von dem Angriffspuncte diefer Kraft zu einem nächften 
Puncte der Fläche oder Linie übergeht, wie eine leichte Rechnung 
lehrt, Ir == 0; wovon man fi auch ‚überzeugt, wenn mon dr 
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ald die Projection des ‚vom Angrifföpuncte der Kräfte befchriedenen, 
in der Släche oder Linie liegenden unendlich Fleinen Weges auf die 
Richtung von R betrachtet, da hier die projicirte Linie der Projec« 
tionslinie unter einem rechten Winfel begegnet;' e8 befteht alfo wie: 
der die Sleihung (3), welche demnach eine nothwendige Bedingung 
des Gleichgewichtes mehrerer einen Punct zur Bewegung anregender 
Kräfte ausfpricht. 

Aber-niht nur allein, wenn fi Kräfte an einem Puncte bad 
Gleichgewicht halten, ift die Summe ihrer Momente in Bezug auf 
jede, den Bedingungen, welchen diefer Punct unterliegt, angemeffene 
unendlich Fleine Verfchiebung deffelben gleich Null; fondern 'diefer Sag 
läßt ſich auch für Kräfte beweifen, welche an irgend einem Spfteme 
von Puncten im Sleichgewichte ftehen, vorausgefegt, daß die diefem 
Spiteme, eigenthümliche Verbindung der Puncte durch die denfelben 
ertheilten unendlich geringen Anderungep ihrer Poſitionen nicht verletzt 
wird. 

Es ſeyen m,, m,, m,, m,, . . . . was immer für ein Syſtem 
bildende materielle Puncte, auf welche, nachdem man alle an einem 
und demfelben Puncte angebrachten Kräfte zu einer einzigen Kraft vers 
einigt hat, beziehungsweife die Kräfte P,, P., Ps, Par - - - » Wite 
ken. Vermoͤge der unter den genannten Puncten beftehenden Verbin« 
dung werden durch jede einzelne Kraft nebit ihrem Angrifföpuncte auch 
mittelbar die übrigen zur Bewegung angeregt, gerade fo, ald ob im 
Allgemeinen jeder Punct auf jeden anderen eine gewille Kraft ausübte. 
Sind nun die Kräfte P,, P., Ps, Ps, » » . . im Öleichgewichte, fo 
muß die an jedem einzelnen Puncte des gegebenen Syſtems unmittele 
bar thätige Kraft, den Aräfteır, welche von den übrigen Puncten auf 
diefen geäußert werden, das Gleichgewicht halten ; eine Bemerkung, 
die uns in den Stand fest, von der Öleichung (3) auch bei der Bes 
trachtung mehrerer auf ein Spftem von Puncten wirfender Kräfte Ge⸗ 
brauch zu machen. 

Bezeichnen wir überhaupt die Kraft, mit welcher der Punct 
mu don dem Puncte m, afficirt wird, durch Qu, v, und die Länge ei⸗ 
ner in der rücwärts verlängerten Richtung derſelben "von ihrem Ans 
griffspuncte m, aus angenommenen Geraden dur) Qu, v, fo wie auch 
die Fänge einer eben fo in. der rüdwärts verlängerten Richtung ber 
Kraft Pu angenommenen Geraden durd) pu , fo haben wir für die an 
den Puncten m,, my, my, m, im Öleichgewichte befindlichen Kräfte 
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die Gleichungen: 
Pd: + Q,,8qg,.+ Q,38q,3 +-Q ud... = 


P. d. + Qu 99, + 0,339, +4 0,43 q@,4 +... =0, 

P3 Spa + Q3,. °q3,. + 03, 0g,. + 03,499, ,; 4+....-=0 

pP; dp. Q4, °q4,: +04: —X + Qu °q4u,3 + ....=0 
u. ſ. w 


Addiren wir diefelben, und bedenfen wir, daß im Zuftande des 
Gleichgewichtes offenbar die Wirfung Qu, v, weldye ein Punct mu un 
ſers Syftemd auf einen andern m, ausübt, der Gegemwirfung Qr, 
dieſes auf jenen gleich iſt, fo finden wir; 


P,3p + P$p + P!p + Pu +. ... 

+ Qu: [dq,.+°9:]+ Q,3 [%q,3+ %ga, ı ] 

| + Qu [3 + 3dquı ])+-- 
+0, [39,5 +39,» + Cu dies +3 +. 
HRS +. 


Es ſey nun Eu, „ die Entfernung der Puncte, m,, „und X Eu, v 

„die partielle, bloß durdy eine unendlich geringe Verrüdung des Punc 
tes mu , d. i. während m, an feinem urfprünglichen Orte bleibt, herr 

vorgebrachte Variation diefer Entfernung ; fo it, da, wie man leicht 

fieht , die Summe oder die Differenz der Größen gu,» und Eu, „ da⸗ 

bei ungeändert bleibt, je nachdem die Kraft Qu, „ von mu gegen mr hin 

oder umgefehrt wirft, im erften Galle ga, , = — E,,r, und im 

zweiten Squ,, = + Eu, ,. Aber die Kraft Q,, iſt der Kraft 

Qu, „ entgegengefegt; alfo aus denfelben Gründen im erften Falle 

Sg, am — ME, u, und im zweiten Sg, u = + WE,, u, folglid 


Sg, Hi FE, + DE.) 

Betrachtet man Eu, ald eine Bunction der Coordinaten der bei⸗ 
den Puncte mu , m, , fo überzeugt man fich durch die befannte Re 
gel des Differenzirend einer Function mehrerer Variablen, daß 
VE,» + #E,, u die totale, oder der gleichzeitigen Verruͤckung bei 
der Puncte mu , m, entfprechende Variation der Entfernung derfelben 
E,,v voritellt. Bezeichnen wir diefe legtere Variation durch SEu, vr 
fo ift alfo 


Iqn, v + gr, u + SEu, . 
Diefes Refultat, auf obige Gleichung angewandt, gibt und - | 


’ “ l 


by 


(4). P,8pı + Pöp + Pöp + Pödp + .... 

+ Qu ME. + Qu3 EL,S + Q,40E,4 F - 

+ Qua SEns # Que Pens H .... =0, 

+ Q4°E,4 + - u 

u. ſ. w. 
wobei die Zeichen der Variationen der Entfernungen je zweier Puncte 
nach Beſchaffenheit der Umftände zu nehmen find. 

Bis jept haben wir über die Befchaffenheit der unendlich Fleinen 
Verrücdungen der Puncte m,, m,, my, my, . . . . nichts Mähered 
feftgefegt, fo dag die Sleihung (4), ohne Rüdficht auf die zwifchen 
diefen Puncten beitehende Verbindung, für alle folche Verrüdungen 
gilt, bei welchen .diefelben die Slächen oder Linien, an welche fie etwa 
gebunden find, nicht verlaffen. Puncte, welche unbeweglid) feyn fol: 
Ien, dürfen natürlich in diefer Gleichung gar nicht verfommten. 

Wir wollen nun annehmen, daß die Variationen SE,, 2, SE1,37 0 
SE,,37 + . . . der Natur des gegebenen Syſtems der Puncte m,, m,, 
Tor oo. . gemäß beſtimmt feyen. 

Iſt dieſes Syſtem ein unveränderliches, d. h. Fönnen die einzel: 
nen Puncte deſſelben ihre relativen Pofitionen, oder was daffelbe heißt, 
ihre gegenfeitigen Entfernungen nicht ändern, fo haben wir ſtets 

SE, .==0; SE, 3=0; °E, == 03. 0.0. 
SE, s == 0; JE, — 022... ' « 


folglich verwandelt fich die Gleichung (4) in 


Pop: + Padpı + Paöp Pape ho mon 
welche mit (3) einerlei iſt. 

Dieſelbe Gleichung laͤßt fich auch noch dann rechtfertigen, wenn 
das vorhandene Syſtem zwar eine Änderung der gegenfeitigen Entfer⸗ 
nungen der einzelnen Functe geftattet, aber doch die Summe der Ent- 
fernwigen gewiſſer Puncte von einander ſtets diefelbe bleibt. Um fi 
ein ſolches Spftem klar vorzuftellen, denfe man fich gewiſſe Puncte defr 
Teiben ; paarweile mit einander durch völlig biegfame, aber weder einer 
Verlängerung noch einer Verkürzung fähige Linien oder Faͤden ver: 
bunden, auf welchen die übrigen Puncte fo Hin und her gleiten, daß 
das zivifcheh je zwei nächften Puncten enthaltene Stud der Linie oder 
bed Fadens geradlinig geſpannt iſt. Die Spannung aller Theile jedes 
einzelnen Fadens wird, wenn dad Syſtem unter der Einwirkung der 
Kräfte P., Pr, Par Par. - - » im Gleichgewichte ift, gleich -groß 
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ſeyn; find alfo z. 8. die Puncte m, und m, durch einen folchen Faden 
verbunden, auf weldhem der Punct m, frei zu gleiten vermag, fo wer⸗ 
den in der Gleichung (4) Ds Glieder 


+ c, w dEn,w + Qw,r? w,v 
vorfommen, welche, wegen Qu, w=Qr, x und der bier nothwendig 
Statt findenden übereinſtimmung der Zeichen vor SE,, w und SER, vs 
ſich auf 
+ Qu, “ [dE., v 7 SEn, e] 
reduciren. Allein vermöge der Befchaffenheit der wilden Ma, Mur 
m, bejtehbenden Verfnüpfung haben wir 
SE,, w 4 SE„,v =2 0, 
daher fallen die fo eben betrachteten Glieder auß der Gleichung (4) weg. 
Da ein Bleiched auch von, den übrigen Parthien der Glieder gefagt 
werden kann, welche von den mit Q bezeichneten Kräften abhängen, 
fo verwandelt ſich die Sleihung (4) in die Gleichung (3). 

- Umgekehrt, befieht zwifchen den auf ein Syſtem der hier betrach⸗ 
teten Art wirkenden Kräften P,, P,, Pz, Pı, » + . in Bezug auf 
jede der Natur diefes Syflemd angemeſſene unendlich geringe Verrüs 
dung ihrer Angrifföpuncte m,, m, , my, my, . . . . die Gleihung 

P, dp. + P.°p + P,dp, +P,dp, +....=0, 
fo befinden fich die genannten Kräfte inn Sleichgewichte. Denn fände 
diefes nicht Statt, fo müßte eine Bewegung erfolgen, bei deren Ans 
fange die Puncte n,, m., my, m,, » ... - die unendlich Fleinen Wege 
Pır Bar Par Bar = + » » befchreiben mögen. 

Durch Hinzufügung neuer, auf die genannten Puncte der Rich⸗ 
tung der beginnenden Bewegung gerade entgegen wirfender Kräfte 
Tr Var Tar Tor » » . © könnte das Gleichgewicht hergeftellt werden, 
und es beflände, wenn t;, ty, kyy tar « + + in Begug.auf T, , D., 
Tor Tor»... diefelbg Bedeutung haben, wie p., Pay Psr Par +» «>» 
in Bezug auf P., Pı, Pr, Pi, . . . ., dem bereits bewiefenen Sage 
zu Folge, die Sleihung 
P,öp, + P.dp + P,dp + Pd +... 

+ TFT, T.dt, HT IS, + ....=m0o 
oder Tedt, + Tr, + T,9, - TI + .... = 0, 

Wir können ohne Zweifel die Puncte m, , m. , m, m, .... 

ohne Verlegung der Bedingungen des Syſtems fo verſchieben, daß fie 
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die unendlich Fleinen Wege p,, Par Kar Har + - +». befchreiben; dann 
haben wir =—n, dt. ⸗— Ot —- dt 
folglich 
T.. + Tr + Ts» + Tu, +....=0. 

Sn diefer Gleichung find offenbar alle Glieder pofitiv; fie gibt da⸗ 
hr T, . = 0, m. =0, Tu =0, Tu, = 0, u. ſ. w. 

Aus der erften diefer Gleishungen folgt entweder T, = o oder 
a, = 0; in beiden Fällen bleibt m, in Ruhe. Da nun daffelbe auch 
von m,, Dis, My, « . +. gilt, fo herrſcht unter den Kräften P,, P,, 
P,, Pır » . . . nothwendig Sleihgewicht. 

Der in gegenwärtiger Vorlefung bewiefene allgemeine Gap, wel« 
chen wir der ganzen Statif zum Grunde legen werden, heißt das 
Prineip der virtuellen Geſchwindigkeiten. 
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fiber. die Bedingungen des Gleichgewichtes gege- 
bener, auf einen einzelnen Punct, oder auch auf 
ein Syſtem mehrerer Puncte wirkenden Kräfte 


I. Denen wir und an einem materiellen. Punete, deilen recht» 
winflige Coordinaten x, y, z feyen, beliebige Kräfte thätig, und 
unterfuchen wir, unter welchen Bedingungen fich diefelben dad Gleich« 
gewicht. halten. Zerlegen wir jede einzelne der gegebenen Kräfte in 
drei, den Aren der Coordinaten parallel wirfende, und bezeichnen wir 
die algebraifhe. Summe aller zur Are der x parallelen Kräfte Durch X, 
ferner die Summen aller zu den Arsen der y und der z parallelen Kräfte 
dur Y und Z, fo ſtehen die urſprünglich vorhandenen Kräfte, und 
folglih auh X, Y, Z im Bleichgewichte, wenn, in Bezug auf jede 
mögliche unendlich geringe Verſchiebung ihres gemeinſchaftlichen Au⸗ 
grifföpunctes, die Gleichung 
(1) Xöx + Yöy-L- Ziz=o 
Statt findet. 

Hier find nun mehrere Fälle zu erwägen. Es fen euftlich der Ans 
grifföpunct der Kräfte völlig frei, alfo jeder dDenfbaren Verfchiebung faͤ⸗ 
hig, fo find die Variationen &x, Ry, dz willfürliche unendlich abneh⸗ 
mende Größen, und deßhalb zerfällt die Gleichung (1) in die drei Glei⸗ 
dungen 


weldye | 
(2) X=0, Y=o, Z=o 
ald Bedingungen des Sleichgewichtes der vorgelegten Kräfte darbieten. 

Zu derfelben Folgerung gelangt man fogleich durch die Bemer- 
fung, daß ein freier Punct unter der Einwirfung mehrerer Kräfte 
nur dann im Bleichgewichte bleibf, wenn die Nefultirende diefer Kräfte 
verſchwindet. Aber die Refultirende der in Dem vorliegenden Galle thaͤ⸗ 
tigen Kräfte wird durh VX?--Y:-- 2? ausgedrüdt; ed muß dem» 
nach für dad Gleichgewicht 

X -V” - 2 =0o 

feyn, woraus ebenfalls X=o, Y=o, Z=o folgt. 


Xöxeo, Yöyzo, Zis=o, 
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Es fen zweitens der Angrifföpunct aller Kräfte auf einer beſtimm⸗ 
ten Fläche zu bleiben genöthigt, deren Differenzialgleihung durch 
dz = pdx + qdy 
vorgeftellt werde, fo können die Variationen der Coordinaten diefes 


Angrifföpunetes nicht mehr ald völlig willfürliche Größen gelten, ſon⸗ 
dern fie müffen der Gleichung der genannten Fläche Genüge leiften, 


d. h. es muß 


öz = pdx + 985 
feyns Dieſer Ausdrud für dz in (1) ſubſtituirt, führt auf 
(A+Zpdx + (YHZ)I oo, 
in welcher Gleichung x und Sy nad Belieben angenommen werben 
dürfen. Wir haben fomit 
(3) _ X\+-Zp=o, Y+Zqyq=o 
als Bedingungsgleichungen des Gleichgerwichtes der auf den gegebenen 
Punct wirkenden Kräfte. Die Gleichungen (3) fagen bloß, daß die 
Richtung der Nefultirenden diefer Kräfte auf der Släche, an welche ihre 
Angriffspuner gebunden. ift, fenfrecht fteht. Denn nennen wir R dies 
fer Refultirende, fo ift 
' R=syXk ir Zt, 
und die Winkel, welche die Richtung -derfelben mit den Aren der x, 
y, z bildet, entſprechen den Eofinuffen 
x 1-2 

R’R’ RK 

Mittelfi der Gleichungen (3) finden. wir für diefe Coſinuſſe die 
Ausdrücke 

— ——, —z — — —, 
— VT Ver+eHt 


welche bekanntlich die Coſinuſſe der Winkel anzeigen, unter welchen die 


dem Puncte x, y, 2 gehörende Normale ber Fläche dz= pdx-}qdy 
gegen die Aren der x, y, z geneigt ift. 
Es fey drittens der Angriffspunct der Kräfte an eine beſtimmte 
Linie gebunden, welcher die Differenzialgleichungen | 
dy==pdx, dz = qdx 

gehören mögen, ſo muß die unendlich geringe Verfchiebung deſſelben, 
auf welche ſich die Gleichung (1) bezieht, fo eingerichtet werben, daß 
bie Gleichungen 


ıg * 


= — — 2——— — 


292, 
J dy m pſx, Is m qgöx 
beftehen. Hiedurch nimmt die Gleichung (1) die Geftalt 
(X+Yp+ 2g) do 
an, in welcher 3x willfürlich ift. Wir erhalten mithin 
) xX+Yp+Zqy=o 
als Bedingungsgleichung des Gleichgewichtes der gegebenen Kräfte. 
Gibt man diefer Gleichung die Korm | 
x oa Y p zZ 4 — 
KV TE Ve ⏑ 
fo fieht man, daß fie die Bedingung darftellt, unter welcher die Re⸗ 
fultirende diefer Kräfte eine die Tangente der Bahn des Angrifföpunce 
“ te8 fenfrecht treffende Richtung befi itzt. 
DM, Auf ein Syſtem unveränderlich mit einander verbundener 
Puncte m,, my, m;, . . . . folen nun beziehungsweife die Kräfte 
P,, P., Ps - - . . wirken, und. die Bedingungen näher beflimme 
werden, unter welchen ſich diefe Kräfte das Gleichgewicht halten. 
„Stellen wir die rechtwinfligen Coordinaten des Puncte m, durch 
Xır Yır Zu, ferner die Kräfte, welche ſich durch Zerlegung der Kraft 
P, parallel mit den Aren der x, y, z ergeben, durch X,, Yı, Z, 
vor, und laffen wir eine ähnliche Bezeichnung in Bezug auf die übrigen 
Puncte m,, m;, . . . gelten, fo gibt und das Princip der virtuellen 
Geſchwindigkeiten für das Gleichgewicht aller das vorhandene Spyitem 
afficireuden Kräfte die Bedingungsgleichung 
xx, + Ydy +2,32, + X, x, + Y,dy, + 2,3, 
+ Ns, + Yly + ZI, homo, 
Bezeichnen wir durch x, y, z die Coordinaten eines unbeflimms 
ten Punctes m diefed Syſtems, und durch X, Y, Z die an demfelben 
parallel mit den Aren der x, y, z angebrachten Kräfte, fo können 
wir die legtere Gleichung der Kürze halber auf die Form 
.(5) ...Z(X8x--Y°y + Ze) = 0 
bringen, wobei das Summengeichen S andeuten mag, daß die Größe, 
über welche es fich erſtreckt, auf jeden einzelnen Punet des gegebenen 
Spftemd zu beziehen, und die Summe aller hiedurch fich darbietenden 
Ausdruͤcke zu nehmen fey. 


Führen wir nun durch einen belichigen Punct £,.v, 2 drei auf 


O7, 
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einander fenfrechte Ebenen, und bezeichnen win die Coorbinaten bes 
Punctes m in Hinficht.auf diefelben durch x’, y’, 2’, fo haben wir, 
mit Hulfe der aus der erflen und zweiten Vorlefung über die analpti- 
fhe Geometrie befannten Sormeln für die Transformation der Epordis 
naten, wenn die Cofinuffe der Winfel, welche 
die Richtung der x’ mit jenen der x, y, z bildet, durch 9, %, a, 
er Lee ee nennen chb,b,, b; 
een ey Car 65 
vorgeftellt werden, 
(6) x=£.L ax + b,y Lo,2, 
=uv4t 3.,x’ + by‘ + c,z, 
ze =2+ 3x + by + 02. 
Laffen wir die Aren der x’, y/, z’/ mit dem Spfteme der Puncte 
m,, Mm,, m;, 26. imeine unveränderliche Verbindung treten, fo erleis 
den die diefen Aren parallelen Coordinaten der genannten Puncte durch 
feine Verrüdung des Syſtems aus feiner urfprünglichen Pofition eine 
Anderung ‚ fondern diefe findet nur bei den Srößen E, v, 2; a, a, 
a5 b,, b,, ıc. Statt. Wir haben fomit 
() - $ıx=dE + ud, + y sb, + zdc,, 
= dvt ra, +yöb, + zide,, 
dz=d2 + rda, + ydb, + zdc,. 
Da zwiſchen den Coſinuſſen a,, a,, as; b,, b,, ꝛc. die Glei⸗ 
dungen 
a? a? =ı!ab, a,b, + abe = 0 
b+b! +b =ı | ac, + 3,0, + 80, = 0 
ce +ce = b,c, +b,c, + b;c, = 0 
beftehen , fo erhalten wir durch Multiplication der Gleichungen (6) mit 
a, Ay, A;, Und Addition der Producte 


= 3(—H) + 2,(5—v) + 8,(2—2), 
und auf —* Art mittelſt der Multiplicatoren b, , b., ba 5 o., 6 
y =b.(x—5) +b.(5—v) + bi(@—2), 
= c,(x—}) + .(—v) + 0(2—2); | 
‚folglich, wenn wir diefe Ausdrücke in die Formeln (7) einführen: 
= dE + (x—H(a,da + bb, + c‚dc,) 
+ (y—v) (a,da, + b,ob, 4 c,dc,) 
+ @—2) (ade, + b,5b, + c18c,), 
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Syeadv + (z—E) (ad, + b,3b, + 0,8c;) 
+ (y—v) (a,da, + b,öb, -F c,$c,) 
+ (3— 2) (3,88, + bb, + c,8c.), 
82 = d2 + (zx— 5) (e,da, +'b,öb, + c,do,) 
+ (y—v) (a,da, + b,$b, + 0,°c,) 
+ (ze— 2) (a,da, + b.öb, * C,8c,). 
Nun iſt aber auch 
2\+b5 +er=ı, folglih 2,82, + b. db. + do, = 0, 
+-b + ci! =ı, » 20, + beb, > 0,3. = 0, 
+ b Fo =ı, > 0,92, + b, 9 da 0; 
feruer are +bb 4 0 . 0, 
82 + b,b, + 0,0, = 0, 
8,3 b,b 0,0, = 0 
folgtid 280 4 3 4 3 ’ 
2,33, + b,db, + 0,3c, = — (8,83, + b,db, + da), 
a, da, + b,db, + o, de, = — (a,8a, + b,öb, + c,8c,), 
a,08, + —** + 0,80, = — (3,93, + b,db, + 0,80,); 
ſetzen wir nun 
(8) a,da, + b,2b, + c,dc, == du, 
a,da, + b,db, + c,dc, = SA, 
0,32, + b,öb, + 0,80, = dx, 
fo haben wir 
(9) KmdE+ a) — (u) du, 
| dy — du + (v—E) dp — (z— 2) $x,. 
d$z=d2 + (y-v)dr — (x—E) 91 
Subftituiren wir diefe Ausdrüde in die Gleichung (5), fo finden 
wir, da E, v, &, dE, du, 32, dx, dA, I durch den bloßen Über» 
gang von einem Puncte des Spftemd zum anderen feine Änderung er» 
leiden, folglich ald gemeinfchaftliche Bactoren aller hinter den Sum: 
menzeichen erfcheinenden Glieder vor diefelben geftellt werden Dürfen, 


(10) ESX -IvSY + 32 =Z 
= 0 


4 


Löus(Yr— X) FT AZ(X2— Zi) LE S(Zy— Yo), = 

+ (vba — 28) EX + (28 — Ede) ZY (EI — VOR) EZ 

Diefe Gleichung wird und zur näßeren Kenntniß der Bedinguns 
gen des BSleichgewichted eines Syſtemes unveränderlich mit einander 
verbundenen Puncte verhelfen, Hiebei find folgende Bälle zu betrachten : 
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Es fey erfiens dad Syſtem ein freies, d. 5. aller Bewegungen 
fähig, durch welche die gegenſeitigen Entfernungen der Puncte deſſel⸗ 
ben nicht geändert werden, fo kann man dem mit dem Syſteme fir ver⸗ 
bundenen Puncte E, v, 2, wie aud) dem Inbegriffe der durch denfels 
ben gelegten Aren x‘, y’/, 2’ jede möglicdye Bewegung ertheilen; unb 
umgefehrt, jede beliebige Verrüdung des Syſtems aus feiner gegen» 
wärtigen Pofition fann durch Verrüdung ded Punctes E, v, 2’ und 
der durch ihn gezogenen mit dem Syſteme in unveränderlicher Verbin» 
dung ftehenden Axen realifirt werden. . 
Man erfieht hieraus, daß für ein freies Syſtem die Variationen 
SE, Su, 32, wie auch diejenigen unter den neun Variationen da, , 
öb,, dc, , da,, Sb,, °c,, %a,, Sb,, cz, durch welche fi die. 
übrigen ausdrüden laffen, völlig willfürlich angenommen werden koͤn⸗ 
nen. Da zwifchen diefen neun Größen ſechs Bedingungsgleichungen 
Statt finden, fo bleiben nur die Werthe dreier derfelben der freien 
Wahl überlaffen. An die Stelle der drei independenten unter den 
genannten neun Variationen fönnen auch dx, 8°, Ip treten; in der 
That laͤßt fich jede der erwähnten neun Variationen durch die letzteren 
drei ausdrüden. Multiplicire man z. B. die drei ©leichungen 
a, da, 4 b.db. 4 e. deo. Zr 0, 
a, da, + b,Sb, + dc, = — Op, 
8,83, + b,db, + c,dc, = Or 
nach der Reihe mit a,, a,, a,, und addirt man die Producte, fo ers 
gibt fich mit Rückſicht auf die oben angeführten Gleichungen 
da, m 2,81 — 2,01. 
Eben fo findet man durch Multiplication obiger Gleichungen mit 
b,, b,, b, und c,, Car ©; J 
db. = b,dr — b. h, 
Ic, = 0,8% — du Ä 
Um.de,, Sb,, dc, zu erhalten, muß man zu den Gleihungen 
2,88, + b,Sb, + c,3c, = by, 
a,3a, + b,$b, + c,dc, = 0, 
a, da, + b,db, ++ dc, = — du 
feine Zuflucht nehmen. Es ergibt fich aus denfelben- 
da, = a, du — 2,0%, Sb,—b,du—b,dx, Io,=m0, dp —c, dx 
Eben fo geben die Gleichungen 
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e,da, + b,db, + 0,80, = — 81, 
2,33, + b,$b,  c,dc, = 3x, 
a,da, + b,öb, + 0,80, = 0, 
da, =a,0x—a,d1, Sb,=b,dx—b,8rR, Se, —c,dxr—c, dA. 
Wegen der Independenz der Variationen SE, Iv, de verſchwin⸗ 
det jedes der Blieder der Sleihung (10), welche diefelben ald Facto⸗ 
ren entbolten, für fih; wir haben fomit 
(11) zX=o, ZY=o, 2220 
Die Gleichung (10) redueirt ſich hiedurch auf 
(12) $eS(Yx—Xy) H5R>(Xz— Zr) + 32 3(Zy— Yz)=o; 
woraus, wegen der Unbeflimmtheit von dx, 8°, Sp, die Gleichungen 
(13) Z(Yx—Xy)=o, Z(X2—Zı)=o, Z(Zy—Yı)=o 
‚folgen. Die ſechs Gleihungen (11) und (13) drüden die Bedingungen 
aus, unter welchen die auf ein freies Syſtem unveränderlich mit ein= 
ander verbundener Puncte wirkenden Kräfte im Gleichgewichte find. 
Es enthalte zweitens dad gegebene Syftem einen firen Punct, 
um welchen e& nach Belieben gedreht werden kann. Nehmen wir -die- 
fen firen Punet für denjenigen an, deflen Eoordinaten wir E, u e 
genannt haben, fo it. der Natur deffelben gemäß 
85 2 0, $vm0, demo, 


Aus der Gleichung (10) fallen daher die drei erften Glieder weg. 
Mählen wir überdieß nod) den firen Punct zum Anfangspuncte der 
Coordinaten x, Y, KZ fo verfchwinden wegen Emo, v=0,2=0 
auch die drei legten Glieder diefer Gleichung, und fie geht in (12) 
über, woraus fich wegen der Independenz von dx, 0°, d die drei 
Gleichungen (13) ergeben. Diefe Gleichungen ftellen demnach die Bes 
Dingungen dar, unter welchen die an dem gegebenen Syſteme ange: 
brachten Kräfte einander das Gleichgewicht halten, wenn der Anſangs⸗ 
punet der Coordinaten unbeweglidy gedacht wird. 

Es feyen drittens zwei Puncte des vorhandenen Syſtems fir, 
oder was daffelbe Heißt, dajfelbe fen bloß einer drehenden Bewegung 
um die durch diefe zwei Puncte gehende Gerade, welche wir die fire 
Are diefes Syſtems nennen wollen, fähig. 

Nehmen wir diefe fire Are für diejenige an, welcher die Coordis 
naten 2 parallel find, fo haben wir, da der Punct E, v, 2 unter 
den gegenwärtigen Umfiäuden nothwendig unbeweglich iſt, SE, 
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Sv=o, d2=0; ferner find bie Winfel, welde die fire Are mit 
den Richtungen der x, y, 3 bildet, unveraͤnderlich, und bephald ver⸗ 
ſchwinden die Variationen Sc,, 65, 865. 
Aber wir haben, der obigen Rechnung zu Folge, 

Ic, = 0, 0° — ec, du, 9, = 0, dp — 0,0%, 9, =0,d2—0,22, 
daher beſtehen die Gleichungen 
cr — Ip =0, spa — c,dr=0, IR —,NR=0, 

welche uns . 
Im Zu, Ju 2dı 
c cz 


: geben ; woraus hervorgeht, daß nunmehr bloß eine der drei Variatios 
nen dx, I%, Ip als willfürlic angenommen werden darf, und ſich 
demnach im vorliegenden Balle bloß eine Bedingungsgleichung des 
Gleichgewichtes der Kräfte ergeben wird. Um diefelbe fogleich in der 
einfachiten Form, deren fie fähig ift, zu erhalten, laſſen wir die Are 
ber z mit der firen Are zufammenfallen. Hiedurch verfchwinden c, und 
c, als Eofinuffe rechter Winfel, und c, wird der Einheit gleich; daher 
ergibt fih dꝛ 0, $R = 0; ferner ift, der angenommenen Lage der 
Are der z zu Folge, E=o, v=o: es redueirt ſich demnach die Gleis 
hung (10) auf $g=(Yx— Xy)=o, woraus 

(14) _ Z(Ix — Xy) =o 

für Die verlangte Bedingungsgleichung des Gleichgewichtes erhalten 
wird. 

"Könnte dad gegebene Syſtem langſt der Are, um welche es dreh⸗ 
bar ift, auch verfchoben werden, fo wäre unter der Vorausfegung, daß 
diefe Are mit jener der z übereinflimmt, de nicht nothwendig =o; 
daher müßten, wenn Gleichgewicht Statt finden fol, die auf diefes 
Syſtem wirkenden Kräfte nebit der Gleichung (14) auch noch der Be: 
dingung 

22 20 
Genüge leiſten. ⁊ 

Aus der Vergleichung der Bedingungsgleichungen (13) und (14) 

geht der Sag hervor , daß ein Spftem, worin ſich ein firer Punct bes 
"findet, im Bleichgewichte bleibt, wenn fich die daſſelbe afficirenden 

. Kräfte, in Bezug auf drei durch diefen firen Punct gelegte, einander 

rechtwinklig Durchichneidende Aren , dad Gleichgewicht halten. 
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Achte Vorlefung, 


Über einige Folgerungen aus den Refultaten der 
vorhergehenden Borlefung. 





I, mehrere auf ein Syſtem unveränderlid mit einander 
verbundener Puncte einwirfende Kräfte einander nicht dad Bleichges 
wicht halten, fo bietet fich die Frage dar, ob fidy diefelben, wie dieß 
bei Kräften, welche an einem und demfelben Puncte angebracht find, 
der Ball ift, auf eine einzige ihnen der Wirkung nad) gleichgeltende 
Kraft zurüdführen laſſen. 

Es feyen x,, Yır 25 Xyy Yar 235 Kay Yar 25 U. f. w. die 
rechtwinkligen Coordinaten der Puncte ded gegebenen Syſtems; X,, 
V., 25 Kr V., Zi; Xs, Yr, 23; u. ſ. w. die auf diefelben paral- 
[el mit den Aren der x, y, z wirfenden Kräfte. Gibt es für diefe 
Kräfte eine Refultirende R, fo muß diefelbe, nad entgegengefepter 
Kichtung genommen, mit deh genannten Kräften, abgefehen von je- 
dem die freie Bewegung des Syſtems hemmenden Hindernilfe, im 
BSleihgewichte fliehen. Bezeichnen wir die Coordinaten irgend eines 
Puncted der Richtung der Kraft R dur) x’, y/, z’, und die Kräfte, 
welche durch Zerlegung einer der AR gleichen und gerade entgegengeſetz⸗ 
ten win parallel mit den Aren der x, y, z entfpringen, duch X’, 
Y’, 2°; ferner dur x, y, z die Coordinaten jedes Punctes unferes 
Sultems, und durch X, Y, Z die auf denfelben wirfenden Kräfte 
im Allgemeinen, fo müjfen, wenn anders zwifchen den-Kräften X, 
Y, zuwX,, Y, 235 X., V., 2,7% Gleichgewicht Statt fin⸗ 
den foll, die ſechs Gleichungen 

v+-XIoo V+z2Yao Z+-22=0, 
Yx’ — Xy/ 2 2(Yx — Xy) = 0, 
zz — Zi - 2(Xz — Zx)o 0, 
‚Zy — Yz! + Z(Zy— Yı)= 
erfüllt werden, in welchen die durch Z angedeuteten Summen auf alle 
Puncte des gegebenen Syſtems auszudehnen find, . 


Die erſten drei diefer Gleichungen geben uns 
= —_ „I, Va — 2Y, 2. — 22, 
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wodurch fich die drei letzten ih 
(1) «ZsY — ſ(Vx —Xy), | 
EIZX— v 32 = 2(Xz — Zr), 
y122 — 21! 2Y=>2(2y — Yo) 
verwandeln. Diefelben gehören den Projectionen der Richtung der 
Kraft R auf die drei coordinirten Ebenen. Da zwei diefer Gleichun⸗ 
gen zur ungweideutigen Beflimmung der Geraden, in welche die Rich» 
tung der Kraft R fällt, hinreichen, fo muß jede derfelben eine Folge 
ber beiden anderen ſeyn, was jedoch nur bei einer gewiſſen Befchaffen- 
beit der Groͤßen ZX, ZY, 32, ZS(Yx —Xy), Z2Xz— Zx), 
Z(Zy— Yz) möglid ift, welche durch eine eigene Bedingungsglei⸗ 
chung ausgedruͤckt werden kann. 
Um zu diefer Gleichung zu gelangen, multiplicire man die obi⸗ 
gen Sleihungen (1) der Reihe nah mit SZ, ZY, zX, und addire 
fie fodann, fo erhält man 
(3) 22. 2(Yx—Xy) -2Y:2(Xz Zi) + 2X. Zi 19 ==o, 
* Leiften die auf daB gegebene Syſtem einwirfenden Kräfte diefer 
Gleichung nicht Benüge , fo laſſen fie ſich auch nicht durch eine einzige 
Kraft erfegen. Erfüllen fie aber diefe Gleichung, fo gehört denfelben 
im Allgemeinen eine Refultirende, deren Größe durd) 


Revo renrez 
audgedrüdt wird, und deren Richtung gegen jene der pofitiven x, y, 2 
unter Winfeln, welde den Coſinuſſen 

® | ZEX zY zZ 

Ra’Rr’ m 
entſprechen, geneigt ift. 
Wir müflen hier jedoch den Fall ausnehmen, wenn 
. ZX=o0, ZY=0, ZZ =0 

ift, ohne daß die Gleichungen 
ZS(Ix — X) =0, ZXz—Zı)=o, Z(Zy—Yz)=o 
Statt finden. In diefem findet man R = 0, ohne daß die vorhande⸗ 
nen Kräfte das völlig freie Syſtem der gegebenen Puncte im Sleichges 
wichte zu erhalten vermögen, was offenbar ungereimt ifl. Es bedarf 
aber bloß einer Erinnerung an den Umftand, daß die Gleichung (2) 
aus den Gleichungen (1) durch Multiplication der legteren mit ZZ, 
ZY, >X abgeleitet wurde, um ſogleich einzufehen, daß bie ganze 
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"Nechnung feinen fiheren Schluß gewährt, fobald dieſe Multiplicatos 
ren ſaͤmmtlich verfehwinden. In aben übrigen Sällen entfcheidet die 
Gleichung (a) mit völliger Sicherheit über die Anwefenheit einer Res 
fultirenden für. die das vorliegende Syſtem materieller Puncte affici= 
renden Kräfte. 

Laſſen diefe Kräfte fich nicht auf eine.einzige Kraft reduciren, fo 
fann man denfelben doch auf unzählige Arten zwei, ihnen der Wirfung 
nach gleichgeltende Kräfte fubftituiren. Die GSefammtwirfung der ges 
nannten Kräfte auf dad Syſtem, an welchem fie angebracht find, wird 
nicht geändert, wenn man zu denfelben zwei an einem mit dem Sy» 
fteme in unverärderliche Verbindung tretenden Puncte nach gerade 
entgegengefegten Richtungen thätige Kräfte binzufügt, da die beiden 
legteren Kräfte fich gegenfeitig aufheben. Durch Änderung der Rage 
der Geraden, in welche die Richtungen Diefer zwei Kräfte fallen, wie 
auch der Größe derfelben, Fann man ed auf unzählige Arten dahin 
bringen, daß der Gleichung (2) Genüge gefchieht, folglid eine der 
beiden Kräfte, in Vereinigung mit den urfprünglich vorhandenen, eine 
Refultirende darbietet. Die übrig gebliebene der beiden neu hinzuge- 
kommenen Kräfte, und die fo eben erhaltene Refultirende erfehen alfo 
die anfänglid) gegebenen Kräfte der Wirfung nad) vollfommen, wos 
durch obige Behauptung gerechtfertiget iſt. 

Iſt in Bezug auf die urfprünglich vorhandenen Kräfte SX=o, 
=Y=o, 2Z2=0, fo fommen , wenn man zu denfelben eine neue 
Kraft treten läßt, in den Sleihungen (1) an die Stelle von IX, 
=Y, 22 bloß die durch Zerlegung diefer letzteren Kraft nachgden 
Richtungen der Uren der Coordinaten fich ergebenden Kräfte, und die 
Refultirende aller erhält fomit eine der neuen Kraft parallele Richtung, 
und fallt ıhr der Groͤße nach gleich aus. 

Sind alfo für die auf. ein gegebened Syſtem wirfenden Kräfte 
die Sunmen 2X, ZY, 22 gleih Null, fo laffen ſich dieſe Kräfte 
durch zwei einander gleiche, nach parallelen und entgegengefetten Rich⸗ 
sungen ſtrebende Sträfte erſetzen. 

HR ein Syſtem um einen firen Punct, welchen wir zugleich den 
‚ Anfangspunet der Coordinaten feyn laffen, im Gleichgewichte , fo fin⸗ 
den, wie wir‘ in der vorhergehenden Vorleſnng gefehen haben ,,., die 
Gleichungen 


Z(Yr X) = d, 2 (X — 235) =o, Z(Zy—- Ya)=o 
ex 
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Statt, und fomit wird die Gleichung (2) befriediget. Es gehört alfo 
in diefem Falle dem Snbegriffe aller Kräfte nothwendig eine Refultirende, 
deren Richtung, wie die Gleichungen (1) zeigen, durch den Anfangs: 
punct der Coordinaten geht. Dffenbar. fann nur auf diefe Weife die 
Gefammtwirfung aller Kräfte durch den Widerftand, welchen der fire 


. Punct Teiftet, vernichtet werden. Die Beftimmung der Größe und der 


Nichtung des Drudes, welchen der fire Punct auszuhalten hat, ift 


nach den oben borgetragenen Formeln leicht zu vollziehen. 


Man wird nun auch einfehen, daß es nicht möglich ift, ein freies 


Spftem, welches durch mehrere Kräfte zur Bewegung angetrieben wird, 
durch Sefthalten eines. einzigen Punctes in den Zuſtand des Sleichge- 
wichtes zu verfegen, wenn fich diefe Kräfte nicht auf eine Refultirende 
zurücführen laſſen. Geht dieß aber an, fo wird durch Fixirung jedes 


in der Nichtung diefer Refultirenden liegenden, mit dem erwähnten 


Spfteme unveränderlich verbundenen Puncted das Gleichgewicht her⸗ 
geſtellt. 

Hingegen kann ein Syſtem materieller Puncte bei jeder beliebi⸗ 
gen Ynordnung der darauf wirkenden Kräfte auf unzählige Arten durch 
unveränderliche Verbindung deffelben. mit einer firen Are in das Gleich⸗ 
gewicht kommen. Legen wir dieſe Are den durch z bezeichneten Coordi- 
naten parallel, und find h, k die Entfernungen des Puncted, in wel: 
chem fie der Ebene xy begegnet, von den Aren der yundx, fo errei⸗ 
chen wir unferen Zweck, wenn die Größen h, k der Gleichung 
Z(Y(x—b)—X(—b))=o oder HEY— AZX=2(Yr—Xy) 
®eniige leiften. 

Wir wollen nun die Summen 3(Yx — Xy), Z(Xz — Zx), 
3(Zy — Yz), welche im Folgenden der Kürze wegen L, M, N bei: 


ben mögen, ‚näher betrachten. Es fen P die auf einen unbeitimmten 


Punct des gegebenen Syſtems wirkende Kraft, aus deren Zerlegung 
nach den Richtungen der x, y, z die Kräfte X, Y, Z hervorgehen; 
die Winfel, welche die Richtung von P mit jenen der pofitiven x, y,_2 
bildet, feyen a, B, y, fo üt . 
X == Poos.a, Y=Pcos.ß, Z= P.cos.y. | 
Mit Hülfe diefer Ausdrücde nehmen obige Summen die Formen 

(3) ' L= ZP(xcos.ß — ycos.a), 

M = ZP (2cos.a — x c0s.y), 

N = 3P(ycos.y— 2cos.ß) 
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an. Um zu zeigen, wie diefelben weiter trandformirt werben können, | 


wird es hinreichend feyn, uns bloß mit der Größe L zu befchäftigen. 
Stellen wir den Winfel, welchen die Projection der Richtung 

der Kraft P auf die Ebene xy mit dem pofitiven Theile der Are ber x 

bildet, durch A vor, fo haben wir, da die projicirte Richtung gegen 


die Projectionsebene unter dem Winkel - — y geneigt ift, offenbar 


cos.a == sin.y . cos. x und cos.ß = sin,y : sin.A, alſo 
(4) L = 3Psin.y(xsin.A — ycos.A), | 


Wird die Kraft P bloß in zwei Kräfte zerlegt, wovon die eine . 


mit der Are der 8, und die andere mit ber Ebene xy parallel wirft, 
fo ift die erflere =Pcos.y, und die legtere, welche Q heißen mag, 
—=Psin.y. Es fey ferner „ der Winfel, weldhen der aus dem An 
fangspuncte der Coordinaten zu dem Puncte x, y der Ebene xy gezo⸗ 
gene Radinsvector r mit der Are der x darftellt, fo ift 
x = rcos.p, y=rsinu, alfo 
xsin.A — yCos.R = r(sin.A cos. — C0s.Asin.a) & rsin.(A—p). 
Das Product rsin.(A— u) gibt, ohne Rüdficht auf fein Zeichen, 
offenbar Die Länge q des Perpendifeld an, welches aus den: Anfangs 
puncte der Coordinaten auf die Projection der Richtung von P in die 
Ebene xy, oder was baffelbe heißt, aus der Are der = auf die Ride 
tung der Kraft Q, oder auch der Kraft P, fällt; es ift Daher 
Psin.y(xsin. A ycos. 1) = + 0a. 


Denft man fi) alle durch Q vorgeftellten Kräfte auf die Puncke, 
in welchen ihre Richtungen von den Perpendifeln q getroffen werden, 
umnittelbar wirfend, und diefe Perpendifel um ihre Durchfchnittdr 
puncte mit der Are der z zu drehen ftrebend, fo überzeugt man fid 
durch Betrachtung aller möglichen alle an einer Figur fehr leicht, daß 
für Kräfte, welche entgegengefeßte Drehungen anregen, q mit entges 
gengefegten Zeichen genommen werden muß. . 


Mit gehöriger Ruͤckſicht auf diefe Bemerfung haben wir alfo 
(9) L= 204 

Da zur Aufhebung jeder Drehung ded gegebenen Syſtems um 
die als fir gedachte Are der z bloß das Stattfinden der Gleichung 
L= o nöthig ift, fo tilgt eine Kraft das Beftreben mehrerer ande: 
ten, ein. Syflem materieller Puncte nm eine fire Are zu drehen, wenn 


- 
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der ihr zugehörige Werth des Produetes Qq der algebraifchen Summe, 
der diefen anderen Kräften entfprechenden Werthe bed genannten Pros 
ductes ‚gleich Fommt. 

Hieraus folgt, daß das Beſtreben einer Kraft, eine Drehung 


um eine fire Are zu erzeugen, durch das Product der durch Zerlegung | 


derfelben parallel zu einer auf die Rotationsare fenfrechten Ebene fich 
ergebenden Kraft mit dem Abftande ihrer Richtung von der Rotations⸗ 
are gemefjen wird. Man nennt diefed Product das Moment jener 
Kraft in Bezug auf die gegebene Are. ' | 

Sieht man jene Momente, welche entgegengefegten Drehungen 
um eine Are entfprechen, als entgegengefepte. Größen an, fo fann 
man die Bedingung, unter welcher fich mehrere Kräfte in Bezug auf 
eine fire Axe das Gleichgewicht halten, durch den Satz: »die Summe 
ihrer Momente in Bezug auf die gegebene Are muß verfchwinden,« in 
Kürze darftellen. . 

Ein freies Syftem ift Daher im Sleichgewichte, wenn jede "der 
Summen der Kräfte, welche fi durch Zerlegung aller dajlelbe affici- 
renden Kräfte nach drei auf einander fenfrechten Richtungen ergeben, wie 
auch jede der Summen der Momente aller diefer Kräfte in Bezug auf 
drei dieſen Richtungen parallele Aren verfchwindet. Zum Sleichgewichte 
eines mit einem firen Puncte verfehenen Syſtems wird bloß das Ver- 
ſchwinden der Summen der Momente aller Kräfte in Bezug auf drei 
durch den firen Punct gehende Aren erfordert. ‚ 

Wenn die Summen der. Momente aller an einem Syſteme mate⸗ 
rieller Puncte angebrachten Kräfte in Bezug auf drei einander rechts 
winflig durchfchneidende Aren gegeben find, fo läßt fich die Summe 
der Momente diefer Kräfte in Bezug auf jede andere, durd den Durch» 
ſchnittspunet der genannten Aren gezogene und der Lage nach befannte 
Are berechnen. Denn nehmen wir die erfleren drei Aren für jene der 
Eoordinaten an, und nennen wir die gegebenen Summen der Momente 
L, M, N, indem wir, die obigen Bezeichnungen beibehaltend, 

L = ZP(xcos.ß — ycos.a), 

M = 3P(zcos.a — xcos.y), 

N = &P(ycos.y— zcos.ß) 
fegen; denfen wir und ferner ein zweites zu demfelben Anfangspuncte 
gehoͤriges Eoordinatenfyfiem, deffen Aren wir durch x’, y’/, z’andeus 
ten, und wovon die Are der z2/ diejenige ift, in Bezug auf welche das 
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Moment der Kräfte gefucht wird? fo Haben wir, wenn wir ben Buch⸗ 
ftaben L/, a’, ß', y hinfichtlic des neuen Coordinatenfyftems die 
-felbe Bedeutung beilegen, welche L, a, B, y binfichtlich des urfprüng« 
lihen Coordinatenſyſtems befigen,, 
L! = 3P(x’cgs.ß! — y’cos.a). 

Werden, wie es in der vorhergehenden Vorleſung geſchehen iſt, 
die Coſinuſſe der Winkel, welche 
die Are der x’ mit jenen der x, y, z bildet, durch a,, a,, a,, ferner 
diefelben Größen in Bezug auf bie Are der y/ durch b,, b,, b;, 

» v »» » vv» » 2! » GC, C,,ı C 
angezeigt , fo beftehen, der Formel (44) zu Kolge, welche wir in der 
zweiten VBorlefung über die analytifche Geometrie Fennen gelernt ha= 
ben, die Sleichungen ' 

cos.al — a,cos.a + a,c0s.ß 4 a,cos.y, 
cos.ß! = b,cos.a + b,cos.ß + b;cos.y. 
Mit Hülfe derfelben wird 
L’=2P[(b,x’—a,y‘) cos.a+ (ray) cos, B-p(bax’—asyeos. y]- 
Nun iſt 
x 5 2, 
= 
folglich J bix -b,y-+ be, 

br — ,y’= (ab, — a,b)y + (ab, — a,b,)z, 

b x — .,y = (a,b — 2.,b)x-+ (5b, — 2,b,) 2, 

b,x’ — a,y/ = (a,b, — a,b,)x + (a,b, — &,b,)y; 
ferner haben wir, wegen 

2+ae2ta=ı und b+b+b— 

ı rt2=ı— 3 ww b +bmı —b}; 
mithin durch Multiplication diefer zwei Gleichungen 
.bt+ab tab +abmı a; —bi+a,b) cite} B3: 
aber die Gleihung a,b, + a,b, + a,b, = o gibt und 

ab, + 2,b, a,b, > eib! = a:b;, 
dader it a,b} — 2a,b, a,b, + ab? = c: 

oder ,b, — a,b, = + c,.- 

- Um zu entfcheiden, welches Zeichen hier zu nehmen ift, laſſen 
wir die Aren x, y',z mitx, y, z zufammenfallen ; da hiebei a,== ı, 
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b,=1, 2,0, b,=0, c,c=ı wird, fo gilt das obere Behhen, 
und es iſt 
a,b, — a,b, = c,. 
Auf diefelbe Art findet man 
ab, — a,b, = e,, 
a,b, — a,b, = 6,, 
es ift demnach | 
b. x — a,. — 0} 
b,x’ — 2,yl 63x — 0,8, 
b,x — sy = 0y — 0% 
folglich | , 
L’ = 0,3P(xco.ß—ycos.a) + 0,3P(zcos. a—xcos.y) 
+ 0,3P (ycos.y—2c0s.ß), 
bh. Lv = —X& +0,M-c,N. 

Stellen’ und N’ die Summen der Momente der gegebenen Kräfte 
in Bezug auf die Aren ber y’ und x’ vor, fo ergibt fich.durch daffelbe 
Verfahren 

M — b,L + b,M +b,N, 
N=3,b+3,M-+aN, 
Aus diefen Gleichungen folgt . 
Le + Mr + Ne? = Lt LM NS; 
es ift alfo die Summe L? 4 M®--N*® für jede drei in einem und dem⸗ 
felben Buncte ſich rechtwinklig durchſchneidende Aren eine beſtaͤndige 
Groͤße. 
Man kann die Lage der Are, auf welche fich die Summe Le bee 
sicht, immer fo wählen, daß-M/ und N’ verfchwinden, folglich 
Vevyetrerm 
wird, und fomit den größten Werth erhält, deilen diefe Größe fähig 
iſt. Die Gleichungen 
L L PeM- cN; 
o=bL--bM+b,N, 
o=4,L+3,M-aN 
geben uns riämlich, wenn wir fie der Reihe nach mit 05, b,, a, muls 
tipleiren und addiren: 
L L, alſo = = 2; 
Ettingöhanfen’s math. Vorleſungen. IL. 20 
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„eben fo finden wir mittelft der Rultiplicatoren c,, br, a, und c,, 


b,, 8, 
c. L M, oL.'=N, 


M N 
alſo zz = 7’ 7: 


wodurch die Pofition der in der Srage ftehenden Are unzweideutig be⸗ 
flimmt ift. 
ir fehen zugleich, Daß der größte Werth der Summe ber Momente 
aller auf irgend ein Syſtem materieller Puncte einwirkenden Kraͤfte hin⸗ 
ſichtlich einer durd) einen gegebenen Punct gezogenen Are, wie auch 
die Pofition Diefer Are, von den Summen der Momente, weldye die 
genannten Kräfte in Bezug auf drei in eben diefem Puncte einander 
fenfrecht durchfchneidende Aren darbieten „ nach demfelben Geſetze ab» 
hängt, nach weldhem die Größe und die Richtung der Refultirenden 
dreier auf einander wechfelweife ſenkrechter Kraͤfte durch dieſe Kraͤfte 
beſtimmt wirb. 
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Nennte Borlefung. 


Über das Gleichgewicht und die Zufammenfeßung 
paralleler Kräfte. 


D. befondere Ball, wenn die Richtungen ber Kräfte, welche 
ein gegebened Syſtem materieller Puncte afficiren, fämmtlicdy einander 
parallel laufen, verdient feiner Eigenthümlichfeiten-und feiner häufigen 
Anwendung wegen, eine nähere Betrachtung. 

Stellen wir im Allgemeinen irgend eine Diefer Kräfte durch p, 
die rechtwinfligen Coordinaten ihres Angriffspunetes durh x, y, z, 
und die Winkel, welche ihre Richtung mit jenen der pofitivenx, y, z 
bildet, durch a, 8, y vor, und lallen wir das Spftem der Puncte, 
auf welche die erwähnten Kräfte wirfen, ein freies feyn, fo wird zum 
Beſtehen des Gleichgewichted das Stattfinden der ſechs Gleichungen 

ZPcos.a = 0, Z3Pcos.ß= 0, SP cos.y = 0, 

Z3P(xcos. B — ytos.a) = 0, 
DZP(zcos.a— xcos.y) = 0, 
3Pdycos.y — 2cos.ß) = 0 
erfordert, wobei die durch 3 angezeigten Summen auf dad ganze vor⸗ 
handene Syſtem ausgedehnt werden müſſen. 

Da die geraden Linien, in welche die Richtungen der Kräfte fal⸗ 
Ien, einander parallel find, ſo kommen den Winfeln «, ß, y für alle 
nad derfelben Gegend wirkende Kräfte einerlei Werthe zu; für jene 
Kräfte Hingegen, welche nach entgegengefeßten Gegenden gerichtet find, 
ergänzen fich diefe Winkel zu zwei Rechten. In beiden Fällen fiimmen 
die numerifchen Werthe der Coſinuſſe diefer Winfel mit einander übers 
ein; jedoch zieht der Gegenſatz der Kräfte eine Werfchiedenheit der Zei: 
chen der genannten Eofinuffe nach fih. Wir fönnen aber auch die den 
Eofinuffen anflebenden Zeichen auf die Kräfte felbit übertragen, d. 5. 
a, ß, y für alle Kräfte al identifche Größen anfehen, wenn wir nur 
dafür je zwei im entgegengefegten Sinne thätige Kräfte ald entgegen 
gefegte Größen in die Rechnung einführen; unter diefer VBorausfegung 
nehmen obige Bleichungen die Formen 

cos.a3P = 0, cos.ß3P = 0, c0s.723P= oo, 
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co.BZPx — co.a3Py= o,. 

cos. a Ps — c0.73Px = 0, 

c08.73Py — .c0s,.ß3Pz=o 
an. Die drei erften Gleichungen geben, da cos.a, cos.ß, cos. y An 
die Bedingungsgleichung 

cos.a® + cos.ß? 4 c0s.7? = ı 
gebunden find‘, alfo nicht zugleich ee fönsen, 

>SP=o; 


ferner ift jede der drei lebten —— eine Folge der beiden ande⸗ 
zen: es reduciren ſich demnach die Bedingungsgleichungen des Gleich⸗ 
gewichtes paralleler Kraͤfte auf folgende drei 
2P 0, 
cos. y2Px — c0,.a3Pz == o, 
c0s.y3Py — 00s..ß2Pz = o,. 


Um diefelben noch mehr zu vereinfachen, wollen wir eine der Aren 
der Coordinaten, z. B. die der z, den Richtungen der gegebenen 
Kräfte parallel annehmen. Hiedurch wird cos.y=+ 1, c0s.a==0, 
cos.ß=20, und es geben die zwei lebten ungen in 

2Px= 0, ZPy= 
über. 

‚Sn Hinfiht auf zwei andere unter einander und gegen die Are 
der 2 rechtwinflige Aren ift | 

x em x/cos.d — ysin.d, ' 
y= x'sin.d 4 y‘cos.$, 
wobei 8 die Neigung der Are der x gegen jene ber x’ anzeigt; daher 
haben wir 
Z3Px = c0s.03Px' — sin.83Py,. 
ZPy = sin.03Px - c0s.03Py‘. 

Aus diefen Gleichungen erhellet, daß die Bedingung ZPy=o 
auch durch ZPx—o erfegt werden fann. 

‚Die Größe SPx ſtellt die algebraifche Summe der Producte al 
lee Kräfte mit den der Are der x parallelen oder auf die Ebene yz 
fenfrechten Ordinaten ihrer Angriffspuncte vor; da man nun dad Pros 
Duck einer Kraft mit dem Perpendifel, welches aus ihrem Angriffe 
puncte auf eine beſtimmte Ebene fällt, das Moment jener Kraft in, 
Bezug aufdiefe Ebene zu nennen pflegt, fo laffen ſich die Be⸗ 
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dingungen des Gleichgewichtes paralleler Kräfte an einem freien Sy⸗ 
ſteme in Kuͤrze folgender Maßen ausdrücken: 

Die algebraiſche Summe dieſer Kraͤfte, wie auch die Summen 
ihrer Momente in Bezug auf zwei den gemeinfchaftlichen Richtungen 
derfelben parallele Ebenen müſſen gleich Null feyn. 

Enthält dad gegebene Spftem einen firen Punct, fo genügt bie 
Erfüllung der, beiden letztgenannten Bedingungen, voraudgefept ‚. daß 
Die Ebenen, auf welche fich die Momente der Kräfte beziehen, auch 
noch durch den firen Punct gehen. 

Unterfuchen wir nun, unter welchen Bedingungen parallele, an 
einem Spfteme materieller Puncte angebrachte Kräfte fich auf eine Re: 
fultirende zurüdführen Laffen. | 

Den in der vorhergehenden Vorlefung vorgetragenen Lehren ges 
mäß hängt die Exiſtenz dieſer Reſultirenden von dem Stattfinden der 
Bea 

08.3 P.[c08.7ZPy—c0s.ßZPz]-4- cos.ß ZP.[cos. E Pz—cos 42Ps] 

+ 608.73P.[cos.ßB3Px — cos. aZ3Py] =o 

ab, den einzigen Fall ausgenommen, wenn 3P = o ift, ohne daß . 

fi) Die Kräfte das Gleichgewicht halten. Aber die fo eben aufgeftellte 

Sleichung ift eine identifche; daher gehört parallelen Kräften, deren 

algebraifhe Summe von der Nulle verfchieden ift, jederzeit eine Res 

fultirende ; im entgegengefegten Falle bringen fie entweder diefelbe Wir⸗ 

fung hervor, wie zwei parallele, gleiche und entgegengeſehte Kraͤfte, 
oder ſie ſind im Gleichgewichte. 

Die Gleichungen der Richtung der Reſultirenden, falls es eine 
ſolche gibt, ſind: 

(x! cos.y — 2/00s.a) SP = 008.y3Px — cos.aZäPz, _ 
(J/ cos.y — 21c0s.ß) ZP = 00s.73Py — cos.ß3Pz; 
dieſe sur wirft mit den gegebenen Kräften parallel, und ihre Größe 


iſt = 
Seen wir und vor, die gegebenen Kräfte nehmen ohne Verän- 

derung ihrer Angriff6puncte und ohne Aufhebung ihres Paralleliomus 
und der Art ihres etwa vorhandenen Gegenfaged , andere Richtungen 
an, für welde a, ß, y ſich in a’, ß/, y! verwandeln, fo beſtehen 
für die neue Richtung der Refultirenden die Gleichungen 

(x’ cos.y! — z’cos.a) SP = cos.y'ZPx — cos.a&Pz, 

(J' c0s.y! — zieos.ß) ZP = 00, Y3Py — c0s.ß/&Pz. 
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Laſſen wir die Tegteren vier Bleichungen zufammen beftehen, um 
zu ſehen, ob die neue Richtung der Refultirenden die frühere durch⸗ 
fchneidet, und, wenn dieß der Fall ift, die Coordinaten des Durch⸗ 
fehnittöpunetes beider auszumitteln, fo gibt uns die Elimination von 
x’ aus der erften und dritten | 

z3P = ZPz; 
da nun die Elimination’ von y aus der zweiten und vierten Gleichung 
auf das nämliche Nefultat führt, fo durchfchneiden fi die genannten 
Kichtungen wirflih, und e8 gelten für die Coordinaten ihres Durch⸗ 


| fhnittöpunctes, welche wir durch E, v, € andeuten wollen, die Aus 





drüde: 
zPx ZPy Ä zPz 


Diefe Ausdrüde find von a, Br.yı a’, B/, y! unabhängig; dus 
dern daher die Richtungen paralleler Kräfte ihre Lage gegen ein Sy⸗ 
ftem materieller Puncte, ohne ihre Angriffepuncte und ihre übrige An⸗ 


ordnung zu verlaffen, fo geht die Richtung der Refultirenden ſtets 


durch einen beftimmten Punct, deffen Abftand von irgend einer Ebene 
man findet, wenn man die Summe der Momente der Kräfte in Bezug 
auf diefe Ebene durch die Summe der Kräfte dividirt. Diefer Punck 
heißt der Mittelpunct der parallelen Kräfte; betrachtet man ihn 
ald den Angriffspunct der Refultirenden, fo fieht man aus der für jede 
Lage der Ebene yz geltenden Sleihung E.3P=23Px, daf das 
Moment der Refultirenden paralleler Kräfte in Bezug auf irgend eine 
Ebene, der Summe der Momente diefer Kräfte in Bezug auf diefelbe 
Ebene gleich kömmt. 

St SP 0, ohne daß SPx, ZPy, ZPz verfchwinden, fo 
erhalten die, Coordinaten E, v, 2 des Mittelpunctes der parallelen 
Kräfte unendliche Werthe; welcher Umftand auf die Unmöglichkeit, den 
Inbegriff aller gegebenen Kräfte durch eine einzige Kraft zu erfepen, 
bindeutet. 

Man wird nun aus dem Gefagten Teicht einfehen, daß Kräfte, 
welche ſtets mit einer gegebenen firen Geraden parallel auf ein Sy⸗ 
ſtem unveränderlich verbundener materieller Puncte wirken, bei jeder 
Pofition diefed Spftems im Gleichgewichte ftehen, fobald der Mittels 
punct diefer Kräfte mit dem Syſteme in eine unveränderliche Verbin⸗ 
dung geſetzt und unbeweglich gemacht wird. 

Begründet man diefen Sag zuerft, fo läßt fich die Iheorie der 
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parallelen Kräfte fehr vereinfachen. Die Bedingungen des Gleichge⸗ 
wichtes paralleler Kräfte, in fo fern der Anfangspunct der Eoordings . 
ten fir ift, beftehen nämlich in dem Stattfinden der Sleichungen 

cos. yZ2Px — cos.a3Pz == 0, c0.y3Py— co.ß3Pz:=o. 


_ Sollen diefelben bei jeder Pofition des Syſtems der Angriffe- 
puncte diefer Kräfte in Bezug auf ihre Richtungen, ohne Verlegung 
des Parallelismud derfelben, realifirt werden, fo gibt und die erfte der 
angeführten ©leichungen, da zwei der Größen cos.y, cos. “Br cos. a 
jegt ald willkuͤrliche betracdtet werden fönnen: - 

SPxso, ZPz=o; 


wenden wir diefe Nefultate auf die zweite Gleichung an, fo apa 
wir noch 
ESPy=o. 
Ob es aber immer möglich ift, dem Anfangspuncte der Coordi⸗ 
naten eine ſolche Lage zu geben, daß die Gleichungen 
ZSPxr=a0, ZPy=e, 2Pa 


in Erfüllung gehen, kann leicht entfchieben werden. Nennen wir 
E, v, 2 die Coordinaten irgend eined Punctes, fo gehen, wenn dies 
fer ald Anfangepunct der Eoorbinaten, ohne Anderung der Richtungen 
der Aren, auftritt, die Größen x, y, z in x-8, vu z—2 über. 
Sehen wir nun 

ZPa—H=0, ZPGg—V)=0o, ZP@—)=o, 


fo ergibt fich | 
E=P zu =Px, vusPy = =ZPy, 2zPp — =ZPz, | 


welches die befannten Werthe der Coordinaten des Mittelpuncted pa⸗ 
ralleler Kräfte find. Da diefelben, wenn ZPe=o ift, ohne daß 
>Px, ZPy, ZPs verfhwinden, unendlid werden, fo gibt e8 in 
diefem alle feinen Mittelpunct der Kräfte, und folglid) auch Feine 
Nefultirende. Sind auch noch ZPx, ZPy, ZPz gleich Null, ſo 


werden E, v, 2, da fie unter ber Form z = erfcheitien, unbeftimmtz es 


kann alfo jeder Punct für denjenigen gelten, um welchen fich die Kräfte 
das Gleichgewicht halten , d- h. dad Syſtem ihrer Angrifföpuncte bleibt 
auch, abgeſchen von jedem Hinderniſſe der Bewegung, im Gleichgewichte. 
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Denken wir und alle Puncte einer Linie ,. einer Bläche oder eines 
Körpers von parallel und nach einerlei Gegend wirkenden Kräften ges 
trieben, fo laſſen fich diefelben, da fie dem Zeichen nach übereinftine 
men, folglich ihre Summe von Null verfchieben iſt, jederzeit auf eine 
Refultirende zurücführen, welcher bei jeder Lage der Linie, der Fläche 
oder ded Körperd gegen die Richtungen dieſer Kräfte ſtets ein und der- 
felbe Angriffepunct, nämlich der Mittelpunct der parallelen Kräfte, 
gehört. Die Eoordinaten diefes Punctes ergehen fi auf dem oben 
vorgezeichneten Wege‘, nur muß jebt die Sutumirung der Kräfte, wie 
auch ihrer Momente in Bezug auf die coordinirten Ebenen, durch In⸗ 
tegration bewerfftelliget werden. 

Es fenen x, y, x die rech*winfligen Eoordinaten eines willkuͤr⸗ 
lichen Punctes der gegebenen Linie, Fläche oder des gegebenen Körs 
pers; ds das auf die befannte Weife genommene, dem Puncte x, y, 
z entiprechende Differenzial der Länge der Linie, des Inhaltes der 
Släche, oder des vom Körper audgefüllten Raumes; P die Summe 
der Kräfte, welche auf die Einheit.der Längen, der Slächen, ober der 
Rauminhalte wirkten, wenn jeder ihrer Puncte eben fo wie der Punct 
x, Y,-2 afficirt würde, wobei wir P als eine gegebene Function der 
Eoordinaten x, y, s betrachten, fo druͤckt Pds die Kraft aus, mit 
welcher das Element ds getrieben wird, und wir haben, wenn £, v, 
© die Coordinaten des Mittelpunctes der Kräfte andeuten, und bie 
Sntegralien ſich über die ganze Linie oder Släche, oder über den ganzen 
Körper erfireden:  - 





| Hiebei ift für eine Linie 
ds m Yaxt Ldyt His, 
füe eine Btäge de = ara Vı+ (2) + (2) 


für einen Körper ds =e dx dydz. 


Im zweiten Balle wird eine doppelte, und im dritten eine Drei 
fache Integration erfordert. 

Nehmen wir P ald conftant an, fo vereinfachen ſich obige For⸗ 
meln. Es wird nämlich 


xds ds zds 
„Li, li, zul 


2, 


% 
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wobei = die Länge der gegebenen Yinie, oder den Inhalt der Flaͤche 
ober des Körperd vorfiellt. 

In beſonderen Faͤllen koͤnnen diefe Formeln noch einfacher were 
den. Sucht man z. B. den Mittelpunet aller über eine durch eine ge⸗ 
gebene Eurve begrenzte ebene Figur gleichförmig  vertheilter paralleler 
Kräfte, fo nehme man die Ebene der Figur für die Ebene der xy an. 
Hiedurch verfchwindet jeded z, wie auch 2, und ds reducirt ſich auf 
dx dy. Integrirt man in Bezug auf'y, indem man diefe Variable 
an der Are der x anfangen, und an der Curve aufhören aße, ſo © er⸗ 
gibt ſich 

Sdxdy=ydx, /sdxdy=xydx, /ydxdy=:y?:dx, 
wobei y durch x der Gleichung der Curve gemäß auszudrüden ift. Die 
Coordinaten des Mittelpunctes der "Kräfte für die von einem Stüde der 
Abfeiffenare, von den in den Endpuncten dieſes Stuͤckes errichteten 
Perpendikeln, und dem dazwiſchen liegenden Bogen der Curve einge⸗ 
ſchloſſene Figur ſind nun 

E == —— =, u STE. 
ydı a/ydx 

wobei, wenn a und b die Entfernungen der Endpuncte des erwähnten 
Stüdes der Abfciffenare vom Anfangspuncte der Cookdinaten vorſtel⸗ 
Ien, die Integralien von x==a bis x==b audgedehnt werden müffen. 
Begegnet die der Abfeille x correfpondirende Ordinate der Curve 
in zwei Puncten, deren Abflände von der Are der x durch y, und yı 
angezeigt werden, und verrichtet man die Sutegrationen in Bezug auf y 

innerhalb der Grenzen y, und y,, wodurch 
Jdaxdy = („—y,)dx, 

Szdxdy m x(yv—yı)dx, Sydaıday =. —y) de 

ausfällt, fo findet man die Coordinaten bed Mittelpunctes der paralles 
Ien Sräfte, welche über die zwifchen zwei Ordinaten und den durch dies 
felben beflimmten Bogen der Curve enthaltene Figur gleichförmig ver⸗ 
theilt find, mitteljt der Formeln 


x („2 —yı) dx 63 Y!) dx 
ende . 
Hier koͤnnen auch y, und y, zu verfchiedenen Eurven gehören. 
Der Mittelpunct der parallelen Kräfte, welche auf alle Puncte 
eined von einer Rotationdfläche begrenzten Körpers gleihförmig wir: 


ten, liegt offenbar in der Rotationdare, da die Nefultirende dieſer 
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Kräfte, wenn ihre Richtungen ber genannten Xse parallel laufen, noth⸗ 
wendig mit derfelben zufammenfällt. Es fey die Rotationdfläche Durch 
Umdrehung einer ebenen Curve um bie Are der x erzeugt worden, fo 
Fönnen wir, wenn y die der Abſciſſe x entfprechende Ordinate der Euroe 
ift, für den gegebenen Körper 

ds = xy?dx 


fegen. Der Abftand des Mitrelpunctes der Kräfte vom Ankangopunete 
der Coordinaten wird durch die Formel 
Sxy?dx 
—— 
ausgedruͤckt. 
Das Integral x fy*dx, welches den Inhalt bes durch die Ro⸗ 
tationdfläche umſchloſſenen Naumes angibt, laͤßt ſich auch auf die Form 
y2dı 
an. [ydx. 5— 
bringen, woraus erhellet, daß man den fo eben genannten koͤrperlichen 
Inhalt auch findet, wenn man den Slächeninhalt der denfelben befchreis 
benden Figur mit dem Umfange ded Kreifes multiplicirt , welchen uns 
ter der Vorausſetzung, daß diefe Figur von parallelen Kräften gleich 
förmig afficirt wird, ‚der Mittelpunct diefer Kräfte durchlauft; eine 
Hegel, die unter dem Namen der Guldin'ſchen befannt it, und 
manchmal mit Vortheil gebraucht werden fann. 

Alle in diefer Vorlefung vorgetragenen Saͤtze finden bei der Lehre 
von der Schwerfraft, durch welche jedes Theilchen eines jeden uns be 
fannten Körpers gegen die Erde getrieben wird, eine fchöne Anwen 
dung, in fo ferne ed nämlich die geringe Ausdehnung der Körper, mit 
welchen wir es gewöhnlich zu thun haben, geftattet, die Richtungen 
aller auf diefelben einwirfenden Schwerfräfte als parallel zu betrachten. 
Der Mittelgunct diefer Kräfte führt den Namen Schwerpunct. 
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Zehnte Borlefung. 


Über den Gebrauch des Princips der virtuellen 
Geſchwindigkeiten bei der Auflödfung der Pro 
dDleme der Statik. ° 


>, PR Sragen, welche ſich über das Bleichgewicht eines von be⸗ 
liebigen Kräften afficirten Syſtems materieller Puncte darbieten, for» 
dern entweder die Entfcheidung, ob diefed Spftem in einer gegebenen 
Pofition im Sleichgewichte fey oder nicht ; oder fie verlangen überhaupt 
Die Angabe der Pofitionen des. Syſtems, für welche das Gleichgewicht 
bei den vorhandenen Kräften eintritl, oder endlich, die Ausmittelung 
ber Kräfte, welche zu den gegebenen hinzuzufügen find, damit dad 
Sleichgewicht für irgend eine beftimmte oder unbeftimmte Pofition des 
Syſtems Statt finde. Die Beantwortung jeder diefer Sragen last 
fih aus dem Prineipe der virtuellen Geſchwindigleilen bloß mittelſt 
analytiſcher Operationen ſchoͤpfen. 

Nehmen wir an, auf die Puncte m,, m,, my, .... deren 
Snbegriff das Spitem, von welchem die Nede ift, ausmacht, wirfen 
beziehungsweife die Kräfte P,, P,, Ps, » » . «, in fo fern nämlich 
die an jedem einzelnen diefer Puncte angebrachten Kräfte in eine Res 
fultirende vereinigt worden find, und auf den rüdwärts verlängerten 
Richtungen von P,, P., Ps, » » « feyen, von den Puncten m;, 
Mm, My, .. . . an gerechnet, die Stüde pır Par Par + + + « Abe 
gefchnitten, welche alfo die genanuten Kräfte gleichfam zu verlängern 
fireben,, fo muß, wenn diefe Kräfte einander das Gleichgewicht halten 
follen, in Bezug auf jede unendlich geringe Verrüdung der Puncte 
m,, My Myy .... aus den ihnen dabei zufommenden Pofitionen, 
welche ohne Störung der zwifchen denfelben fefgefepten Verbindung 
möglich ift, die Gleichung _ 

(1) Pdp + PR! P. dp. +....=o 
befteben. 

Die Variationen Ipi, pr, IPs r .... laſſen ſich (fechöte Vor⸗ 
leſung) durch die Variationen der Coordinaten der Puncte m,, m/ 
Mare +» . für jedes beliebige Coordinatenfyſtem, oder wenn man will, 
durch die Variationen anderer veränderlicher Größen, welche mit jenen 
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Eoordinaten in einer befannten Verbindung ftehen, ausdruͤkken. Da 
swifchen den Puncten m,, m., my, + « . . eine durch die Natur des 
von denfelben gebildeten Syſtems gegebene Verbindung obwaltet, wel 
de in allen Sällen ohne Schwierigkeit durch Bedingungsdgleihungen 
zwiſchen ihren Coordinaten oder zwifihen den anderen Variablen, auf 
welche man diefe Coordinaten zurüdführen will, darftellbar ift, fo find 
die Variationen der erwähnten Variablen ebenfalld an diefe Gleichun⸗ 
gen gebunden. Mittelſt genannter Gleichungen laſſen fi die Varia⸗ 
tionen allee Variablen durch die Variationen gewiller Variablen £, 
v, e, .... darſiellen, welche feiner weiteren Befchränfung unter= 
worfen find, und deßhalb als völlig willfürlich betrachtet werden dür⸗ 
fen. Die Variationen IE, Lu, 82, ꝛc. find es, deren willkuͤrliche 
Annahme alle der Verbindung der Puncte m,, m,, Msy. . . . Al» 
gemeffenen Änderungen ihrer Pofitionen bedingt. 

Betrachten wir fogleih Pı, Pzr Par + - als Bunctionen von 
E, v,&,. 0. 0, fo haben wir 


0) In 2 de sy Ze Fr 32 t..... 
—* ae N de 4. .... 
op, = — E+Z “u „+72 — de 4. .... 


u. ſ. w., 
wobei die partiellen Differengialquotienten 
dp, dp, %pı °P. 


de’ du! ic. Hatt ge’ 5 7 2. 
ſtehen, da diefelben durch Wertaufchung des Zeichens d mit 5 Feine 
Änderung erleiden. _ 
Verbinden wir nun (2) mit ), fo folgt 
(3) p *34 de ı p Sp 3 
. -. - 
dp, dp, s 
+ (+ nn —9* 
dp, dp, 3 
Henn) 


P . .. .... .. ... . . .. ......... 


Da dieſe Gleichuug, wenn das gegebene Syſtem ich im Zu⸗ 
ſtande des Gleichgewichtes befindet, für alle Werthe der Variationen 


= o. 


J 3127 
SE, dv, 88, .... beſtehen muß, zerfaͤllt fle in die Gleichungen 
a REHREHRDH...=0 


6* — 

3 +P, F+nZ 7* . ...20, 

welche die Bedingungen enthalten, unter denen dad Gleichgewicht 
des gegebenen Syſtems materieller Puncte befteht. 

Da die Anzahl der Gleichungen (4) mit jener der independenten 
Variablen E, v, 2, .. . . übereinftimmt, fo wird man’ immer im 
Stande fepn, Die Werthe, welche E, u, 2, « . . - im Balle des Gleich⸗ 
gewichtes haben müjfen, auszumitteln. Führt man nun die erhaltes 
nen Refultate in die durch die Natur des Syſtemö felbit feftgefegten 
Sleihungen ein, fo Iaffen ſich die Pofitionen der Puncte m,, m,, 
Mr °.. 0.7, für welche das Gleichgewicht Statt findet, beſtimmen. 

Bezeichnen wir die Eoefficienten der Variationen dz, durd2r .... 
in der Gleichung (3) duch £, d 3,.... fo il, obiger Rech» 
nung zu Folge: 

P,öp, -+P,dp, +-P,öp +... = ZIE-YVLZI2H. oo 
folglich 
(6) P, öp, +P,8p.+-P,dp, +....— xXde — Ydo — Ze —. .. 0. 

Betrachten wie nun X, V, 3, ... » ald Kräfte, welche die 
Größen &, u, 2, .. .. zu verändern fireben, fo erfehen wir aus (5), 
daß zwifchen P}, P,, Ps, .... und —&, — 9, — 3, ı. Gleiche 
gewicht beſteht. Es laſſen fi) demnach in dem Balle, wenn P, ,.P,, 
Par » 0... ſich das Gleichgewicht nicht halten, die zur Herftellung defr 
felben nöthigen Kräfte in_der Fürzefien Form angeben, wodurch zus 
gleich, wenn man die Ichteren Kräfte-in entgegengefegter Nichtung 
nimmt, die Zufammenfegung der Aräfte P,, Pı, Psr » » » . bewerfe 
ftelliget werden fann. | 

Cagrange, von weldhem die hier vorgetragene allgemeine Be- 
Bandlungsweife der Probleme der Statik herrührt, hat die obige Rech» 
nung noch auf folgende, in mehrfacher Hinficht vorzüglichere Art, ans 
suftellen gelehrt. . 

Es feyen Um=o, Vo, ꝛc. die dur die Befchaffenheit des 
vorliegenden Syſtems materieller Puncte felbft gegebenen Bedingungs⸗ 


' 
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gleichungen zwifchen ihren Eoordinaten. &tatt mittelft der Oleichuns 
gen $U—=0,85V=o,.... aud dp, Ipıs dPps, - - - ſo viele 
der Variationen diefer Coordinaten, oder der Variablen, auf welche 
„fie reducirt worden find, ald möglich wegzufchaffen, addire man zu dem 
linfer Hand ded Gleichheitözeichens in der Gleichung (1) erfcheinenden 
Ausdrude die Glieder ASU, a8V,. 0. ., wobeir, a, ... . bis 
jegt nody unbeftimmte Multiplicatoren vorftelen. In der hiedurch fi 
ergebenden Gleichung laſſe man die Coefficienten fowohl der zu elimini⸗ 
renden , al& auch der zurücbleibenden independenten Variationen ver⸗ 
ſchwinden; d. h. wenn & eine diefer Eoordinaten oder fonftigen Was 
riablen iſt, fee man " 


dp, dp ı m Aps du, dv 
Betr itARt gt te = 


und verfahre eben fo in Bezug auf die übrigen Variablen. Man er» 
hält auf diefem Wege fo viele Bedingungsgleichungen des Gleichgewich⸗ 
. te&, als Variable vorhanden find. Aus denfelben eliminire man nun 
die unbeftimmten Größen A, pr « + . ., deren Anzahl eben fo groß if 
als jene der durch die Befchaffenheit des Syſtems dargebotenen Gleis 
chungen; die Ergebniffe diefer Operation find die Gleichungen (4) ſelbſt, 
oder andere ihnen völlig gleichgeltende. | 

Daß bier befchriebene Verfahren iſt der von Bezout erdachten, 
in mehreren Lehrbüchern der Algebra auseinander gefegten Elimina⸗ 
tionsmethode für Gleichungen des erften Grades mit mehreren Varia⸗ 
bien nachgebildet, und beruht auf denfelben Gründen. 

Betrachten wir U al& eine Zunction der rechtivinfligen Coordina 
tem x., Yar Eid Kar Jar Zai X Yar Zu; 26. der Puncte m,, my, 
Mey co. cc, fo haben wir 


du dUx ,dU, ,du du AU 
Um dx +7,’n+ —* Ta atz, Ta +z, dx, 
dU AU duU 
+2,'%+ 2,7 Tz $z, + .eoeoe 3 
oder, wenn wir die Summe der drei erſten Glieder dieſes Ausdruckes 


durch MV., die Summe der drei folgenden durch SU, vorſtellen, 


u. ſ. w. 
SU = d8U, + du, +-IU, +...» 
folglih ASU=ASU, LAIU, F-AIU, +.... 


Nachſtehende Betrachtung wird über die Bedeutung der eingelnen 
Glieder dieſes Ausdrudes einiges Licht verbreiten. 
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Es fey P eine auf den Punct x,.y, = wirkende Kraft, in deren 
rüdwärtd verlängerter Richtung von dem genannten Angrifföpuncte 
angefangen dad Stück p angenommen wurde; die Coordinaten des 
Endpunctes diefes Stüdes feyen a, b, c, fo ift 


= ve FO Fe; 
daher, in fo ferne der Punct x, y, z um unendlich Wenig aus ſei⸗ 
ner gegenwärtigen Lage verrüdt wird: 
(«—a)dx H(y—b)öy-+(z—ec)dz 

Ve-ap Fg—br tag 

Stellen wir und nun vor, der Punct x, y, z befinde ſich auf 
einer Fläche, deren Differenzialgleichung 
du=o ode i+z dy+ Se dı=o Ä 

ift, und die Richtung der Kraft P ftehe auf diefer Flaͤche fenfrecht, d. 5. 
a, b, o feyen Coordinaten der zu dem Puncte x, y, z der Flaͤche 
du== 0 gehörenden Normallinie , fo befiehen, wegen 


$p= 


— Gi — 


die Gleichungen 
_— 7 


—— —— 


da ds 
oder | 
Bee: ——— 


Mit Huͤlfe derfelben verwandelt fich der obige Ausdrud für Ip. 
wenn man den Zähler und den Nenner deſſelben mit au multiplicirt, in 


ds 
erg htgt 
a ; —— — 
VG Zac ac E 


VG 2) + @ SH 
daher iſt das Moment den an dem Puncte x, y; z der Flaͤche du = o 
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normal angebrachten Kraft P, nämlich 
p Ip = Pdu 


VD 


Dieß vorausgeleht, geben wir dem Producte * die Form 


Va) + 


)- VETERAN 
fo zeigt ſich mit Ruͤckſicht auf 


du, _dU AU, __ du dU, _dU 
ds, du’ day dy de, de’ 
daß daffelbe dad Moment einer Kraft 


VE) 


ausdruͤckt, welche auf die Fläche, deren Difſererhiaigleichuns 
+ ar +5 dz, = 0 

ift, normal wirt Eine palice Deutung laffen auch die Producte 

ASU,, AdU,, .... zu, daher zeigt AU die Summe der Momente 

der auf den Punct x, y, z einwirfenden und beziehungsweile gegen 


die Flächen 
dU dU d 
3 4, +, dt tr tem 
dU dU d 


* U ax; EU dys —dy, U ds, U z, = Or ꝛc. 


normal gerichteten Kraͤfte 


VEIT) IV DIE): 
VCH FH. = 


an. Diefe Bemerkung fann mit Vortheil zur Beflimmung der Kräfte 
gebraucht werden, welche bie einzelnen Beftandtheile des gegebenen 


Syſtems vermöge ihrer wechfelfeitigen Verbindung auszuhalten haben. 
Sobald man zu den Kräften, welche auf jeden einzelnen Punet 
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eines Syſtems wirfen, noch diejenigen binzufegt, welche die Ahrigen 
Puncte auf erfteren, ihrer Verfnüpfung mit demfelben gemäß, ausuͤ⸗ 
ben, fann jeder Punct des Syſtems als ein völlig freier beirachtet wer⸗ 
den, und es gelten die Variationen der feine Pofition bezeichnenden 
Variablen für independente Größen, fo daß es verftattet ijt, den Eoef- 
fieienten jeder, diefer Variationen gleich Null’anzunehmen. Auch aus 
diefem Gefichtspuncte Täßt fich die Zuläßigfeit der fo eben gezeigten Elis 
mingtionsmethode der dependenten Variationen mitteljt unbeftinnmter 

Multiplicatoren rechtfertigen. | 

Wenn die materiellen Puncte, deren Inbegriff das gegebene'&y« 

ftem darſtellt, nicht ifolirt find, fondern wenn alle Puncte einer Linie, 

„einer Släche oder eines Körpers von Kräften afficirt werden, fo bedarf 
das obige Verfahren zur Behandlung der da6 Gleichgewicht diefer' 
Kräfte betreffenden Probleme einiger Modificationen, mit deren Aus⸗ 
einanderfegung wir und noch befchäftigen müffen. 

Die Kräfte, von welchen bier die Rede ift, find im Allgemeinen 

„von zweifacher Art; die einen wirken auf jeden Punct der vorliegenden 
Linie, Flaͤche oder. des Körpers, und es ift das Geſetz gegeben, nad) 
welchem fie fi) von Punct zu Punet ändern; die anderen aber affici« 

. ron bloß einzelne Puncte des genannten Syſtems. 

Sit dm dad irgend einem Puncte der Linie, der Kläche oder des 
Körpers entfprechende Differenzial der Maife, das ift die Menge der 
unter dem Differenzial eines unbeflimmten Xheiled des vorhandenen 
Syſtems enthaltenen Materie, und ift Preine, jeden Punct des Diffe⸗ 
renziald dm zur Bewegung anregende, Kraft der erjteren Art, welche 
wir ald eine Function der Coordinaten deilelben gegeben vorausfegen, 
und fo wie wir es bereits früher thaten, auf die Einheit der Maffen 
beziehen; fo wird die auf das erwähnte Differenzial einwirfende ‚Ge« 
fammtfraft durch das Product Pdm auögedrüdt. Stellt nun p eine 
in der rüdwärts verlängerten Richtung der Kraft P angenommene, von 
einem zu dm gehörenden Puncte anfangende Linie vor7 fo erfcheint 
in der Gleichung (1)' wegen P das auf das ganze Syſtem audzudehs 
nende Integral 

/Pdmdp.. 


Sind alle Puncte unferes Syflems an gewiſſe Bedingungsglei« 
dungen U=mo, V=o, Wo, deren Anzahl, da jedem Puncte 
nur drei Cosrdinaten gehören, nie die Zahl'3 überfleigen kann, ges 
bunden, fo füge man zu diefem Iutegral noch die Ausdrüde - 

Ettingshaufen’s math. Vorlefungen. IE 21 


322 


JAOU, SnoV, Sv3W 


hinzu, in welchen A, p, » unbeftimmte, von Punct zu Punct variable, 
Multiplicatoren vorftellen, und die Integration den oben ausgeſpro⸗ 


chenen Umfang erfordert. 


Jede an einem einzelnen Puncte ded Syſtems angebrachte Kraft 
P/ fiefert zur Gleihung (1) ein Glied von der Form P’öp’, und jede 
einen einzelnen Punct angehende Bedingungsgleihung U’ = o ein 
Glied von der Form A-5U’, wobei p/, A’ in Bezug auf P/, U‘ dies 
felbe Bedeutung haben, wie p, ? in Bezug aufP, UV. 

Die Sleihung, aus welter die Auflöfung der vorgelegten Xuf- 
gabe gefchöpft werden muß, hat daher die Geftalt 
(6) Pp +... RI +... +/(Pdmdp+...+-RULr..j=o. 

Diefe Sleihung muß ganz nach den Methoden behandelt werden, 
welche wir in unferen Vorlefungen über die Bariationsrehnung und 
über ihre Anwendung auf geometrifche Probleme vorgetragen haben. 
Mit Hülfe der befannten Reductionsformel 

Judv = uv — /vdu 


"entferne man aus dem darin erfcheinenden Integrale alle in demfelben 


etiva vorhandenen Differenzialien der Variationen der Variablen ; iſt 
dieß gefchehen, fo nimmt diefe Gleichung, wenn wir der Rechnung beis 
fpielöweife ein redhtwinfliged Eoordinatenfpftem zu Grunde legen, die 
Form | 

(7) KıL-/(&x + 9Y9Sy + 332) = o 

an, wobei H den Inbegriff aller vor dem SIntegralzeichen ſtehenden 
Glieder andeutet, und zerfällt zunächft in die Gleichungen 

(8) K=o und dx + 9Sy + 3dz=o, 


Die Tegtere kann man, der in die Rechnung verwebten unbeftimms 
ten Multiplicatoren A, a, » wegen, in die Gleichungen 
(9) t=0, d=o, 3=o 
zerlegen, welche, mit den Gleichungen U=o, V=o, W=o, deren 
Anzahl eben fo groß ift, als jene der Örößen A, a, », verbunden, zur 
Audmittelung der Befchaffenheit von x, y, z im Falle des Gleichge⸗ 
wichtes aller Kräfte binreichen. 

Die Gleichungen, welche uns K= 0 darbietet, gehören einzelnen 
Puncten des Syſtems, und dienen vornehmlich zur Beſtimmung der in 
den allgemeinen Ausdrüden für x, y, z enthaltenen Conftanten. 


Een 
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Eilfte Borlefung. 


Über das Gleichgewicht eines vollkommen biegfa- 
men Faden. 


U. die in der vorhergehenden Vorlefung vorgetragene Aufld« 
fungsmethode der Aufgaben der Statif an einem befonderen Balle an» 
ſchaulich zu machen, wollen wir das Gleichgewicht eines vollkommen 
biegfamen Fadens unter der Vorausfegung unterfuchen, daß auf jeden 
Punct deffelben eine Kraft wirfe. 

Beziehen wir diefen Baden auf ein rechtwinfliges Coordinatenfys 
ſtem, und bezeichnen wir die Coordinaten irgend eines Punctes deffels 
ben dur) x, y, z; die Länge eined an diefem Puncte fich endigenden 
Stüdes. ded Fadens durch s, und die Maffe, welche auf der Länge ı 
vorhanden wäre, wenn auf derfelben jedes Theilhen = ds fo viel 
Materie enthielte, ald das genannte Fadenſtuͤck, durch z: fo ift die 
Mafle des legteren = pds, wobei wir und a als eine gegebene Func⸗ 
tion der Koordinaten x, y, z denfen. Zerlegen wir ferner alle an 
dem Faden thätigen Kräfte parallel zu den Aren der x,y, z, und nen⸗ 
nen wir die in diefer Beziehung dem Puncte x, y, z cortefpondirens 
dem Kräfte X, X, Z, wobei die Zahlen X, X, 2 eigentlicd) die Kräfte 
vorftellen‘, svelche die Einheit der Maffen affieirten, wenn jedes Theil: 
chen derfelben S nds fo zur Bewegung angeregt würde, wie letzteres 
Differenzial, fo wirfen auf das Fadenſtück ds die Kräfte „Xds, 
pXds, AZds, und die Summe der Momente derfelben ift 


(1) pa (X°x + Yöy + Ziz)ds, , 
welche die Stelle des in der vorhergehenden Vorleſung durch Pdmdp 
angedeuteten Momentes vertritt. 

In Bezug auf die Beſchaffenheit des Fadens muß unterſchieden 
werden, ob derſelbe ausdehnbar oder unausdehnbar iſt. Betrachten 
wir den letzteren Fall zuerſt. 

Die Bedingung der Unausdehnbarkeit ded Fadens wird analytiſch 
durch die Gleichung 

dds =o 
ansgedruͤckt, welche audfagt, daß die Länge keines noch fo Fleinen Shi 
les deffelben einer Änderung fähig if. Derbiaden wir die Variation 
21 * 
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ds mit dem Multiplieator %, und fügen wir das Product zu dem 
Momente (1) hinzu, fo muß, wenn der Saden unter der Einwirfung 
fämmtlicher Kräfte im Sleichgewichte feyn fol, die Gleichung 

(2) Sle(Xd5x + YSy+ Zdz)ds + Rdds] = o 

Statt finden, wobei die Integration auf die Länge ded ganzen Fadens 
audzudehnen ift. ' 


Wegen ds = Vaxt + day: da’ haben wir 


de dx dx Hdyödy-Hdsddn _ dx ade + Ay as 4 dz 5; 
Var td + d ds ds ds 


fubflituiren wir diefen Ausdrud in die Gleichung (2), und fchaffen wir 
mittelft der Reductionsformel Sudv=ur—/vdu die Differenzialien 
ddx, ddy, ddz weg, fo ergibt fih, wenn wir die auf den Anfangs: 
punct des Fadens fidy beziehenden Größen durch Anfegen des Zeigers a, 
und die auf den Endpunct ſich begiehenden durch den Zeiger 2 fenntlich 
machen: 


Ads, A,dyas A. da, , 
3) aa EL ea 
A, dx, 





A, dy, A, da, 
8 — 1 — ds, öz, 


ds, f 
Ad : Ad Ads 
+/ [( uXxds-d — ( „Yds—d =) 8 pnZds—d =) 6z |=o. 
Aus diefer Gleichung erhalten wir folgende: 














(4) a UXds 4 0, 
pYds — aldı = 0, 
\ pZds — arze =o | 
und 
(5) ya öx, + 3, + a Öz, _. 
— nen I, ar 3y,— nan 9— = 0. 


Die Oleihungen (4) verhelfen uns nach Altbrachter Elimination 
‚von A zur Kenntniß der Geftalt, welche der Baden durch die Einwir- 
fung ber vorhandenen ‚Kräfte erhäft. | | - 

Sind a, X, Y, Z bloß als Bunctionen bed Bogend s gegeben, 
fo Fönnen wir diefe Gleichungen geradezu integriren, wodurch wir 
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Ad 
(6) | * = A + fpXds, 


—* =D + /uYds, 
ds 
—* = C-+ /pZds 


erhalten, wobei A, B, C conftante Orößen bedeuten. Hieraus folgt 
- dy, _ B+ /pYds j 
mM. dx AyfıXds'! \ 
ds C+ /pZds - 
dx . A rfpXds’ | 
welches die Differenzialgleihungen ber Geftalt des Fadens find. 
Findet aber die fo eben audgefprochene Vorausfetzung nicht Statt, 
fo gebe man den Gleichungen (4) die Form 


dı dx ’ 
(8) pXds — Ad — dA 0, 


dy 
— zz a=0, 


Verbindet man die erſte dieſer Gleichungen mit den beiden, ande 
ren durch Elimination von dA, fo hat man 
G) ray Iyar (Fa ai) 
p(Xdz — Zi) =r(S ni — 25). 
Multiplicirt man aber die Gleichungen (8) der Reihe nach mit 


dy d ⸗ 
, | Tr ‚gar und bedenft man, daß 


d xa d yꝛ ds? j 
tt 


. dx ‚dx dy ‚dy de ‚ds __ 
ift, fo ergibt fih durch Addition derfelben 
(10) p(Xdx + Yay + Zdz) = dr 


Iſt die Differenzialformel a(Kdx + Ydy 4 Zdz) integrabel, 
fo bietet uns die Gleichung (10) A ald Function von x, y,z dar, und 
die Gleichungen (9) verwandeln fih nach vollzogeher Subftitution des 
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für 2 erhaltenen Ansbrudes in die beiden’ Differenzialgleichungen der 
Geſtalt des Fadens, welche zur zweiten Ordnung gehören. Gebt aber 
"die Integration der erwähnten Differenzialformel nicht an, fo muß man 
beide aus (9) fich ergebenden Ausdrüde für dA in die Gleichung (10) 
‚einführen, um die Differenzialgleihungen der Geftalt des Fadens zu 
erhalten, welche fich nunmehr bis zur dritten Ordnung erheben. 

. Die Größe % zeigt, der in der vorhergehenden Vorlefung gemach⸗ 
ten Bemerfung gemäß, eine längs des Differenziald ds oder längs 
der zum Puncte x, y, z gehörenden Tangente ded Fadens wirkende 
Kraft an; d. 5. fie mißt dieSpannung, welche der Faden in diefem 
Puncte erleidet. Der Bedingung dd s= 0 zu Folge müffen wir und jeden 

Theil des Fadens nicht bloß Feiner Verlängerung , fondern auch Feiner 
Verkürzung fähig denken, alfo unter dem Worte Spannung nicht bloß 
eine Kraft, weldye die im Puncte x, y, z an einander grenzenden 
Stüde des Fadens von einander zu entfernen ftrebt, fondern nach Um⸗ 
fländen auch eine diefe Stuͤcke gegen einander druͤckende Kraft verftehen. 

Die Gleichung (5) ift bei der Beftimmung der Eonftanten, weldhe- 
bei den vorzunehmenden Integrationen in die Rechnung verwebt‘ wer« 
den, zu berüdfihtigen. Denfen wir uns beide Enden des Fadens voͤl⸗ 
lig frei, und außer den oben genannten Feine anderen Kräfte auf die» 
felben wirkfam, fo folgt aus (5), wie man leicht fieht, ſowohl 
A. =0, als auch A, mo. 


"Die Gleichungen (6) geben und, da die Integralien (uXde, 
SpYds, Se Zds für den Anfangspunct des Fadens verfchwinden, 
A,dz, l,dy, 
(11) eh Zu—B 
ed verjchwinden alfo auch die Conſtanten A, B, C. Da ferner, wen 
wir die Werthe der über die ganze Länge des Fadens ausgedehnten In⸗ 
tegralien (uXds, JpYds, /uZds duch 5, 5°, 8 vorftellen, 


d 
(13) 8, 
— —— 
. ds, 


nd, 
Te 











= B-S, 


en C + 8% 
ift, fo haben wir 


S—=o, St=o, SU==o, 


327 
Nehmen wir aber an, auf die beiden Endpuncte des Fadens wir« 
Fen, außer den allen PBuncten gemeinfchaftlihen, noch Kräfte, welche 
parallel mie den Aren der Coordinaten zerlegt, beziehungsweife in 
X, Yır Z15 X., Ya, 2, gerfallen, fo müffen zu dem erften Theile 
der Sleichung (3) die Glieder | 
X.Sx. + Y, !yı + 2,82, + X,°x, + Sy, + 2.32, 
binzufommen, und die Gleichung (5) hat nun die Form 





(13) (x.+% —* +(t. al „Ay, N + (2. + )%e 


nr 





Ha —* —R der y+ (2. | Bw 0. 


Da der — der Endpuncte des Fadens zu Folge die 
Variationen der Coordinaten derfelben von einander unabhängig find, 
fo gibt uns diefe Gleichung | 








ı,dx, ı,dy, ı,dz, 
(14) ur Treue m ah de, = Zu, 
l.de, Lay __ I.de, 
ı A: = "ds — A) ds, =—Z.. 
Aber ; 7 7, find im Allgemeinen die Cof truſſe der. Wins 


ds I, 
tel, welche die zum Hunt x, y, z gehörende Tangente des Fadens 
mit den Richtungen der pofitivenx, y, z bildet; e8 fallen demnach 
die Richtungen der an den Endpuncten des Fadens angebrachten Kräfte 
in die zu Diefen Puneten gezogenen Tangenten, und heben dafelbft die 
von den übrigen Kräften herrührenden Spannungen auf. 

Die Gleichungen (12) reduciren fich in dem fo eben betrachteten 
Falle auf ’ 
%+X+S=o, Y+-Y+Y=o, 2, +2-"SY=o; 
Daber wird zum Gleichgewichte aller auf den Baden wirfenden Kräfte 
erfordert, daß die algebraifhen Summen der durch die Zerlegung der- 
felben parallel mit den Aren der Coordinaten entftehenden Kräfte ver« 
fhwinden. Diefe Bedingungen flimmen mit einigen derjenigen überein, 
von welchen das Bleichgewicht eines Syſtems unveränderlich mit einans 
der verbundener Puncte abhängt. In der That, bedenkt man, daß 
das Bleichgewicht eines Syſtems wie immer mit einander verfnüpfter 
Puncte fortbeftehen muß, wenn man diefelben durch unbiegfame und 
der Länge nach unveränderliche Geraden mit einander in Verbindung 


‘ 
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bringt, weil hiedurch Feine Bewegungen angeregt, fondern bloß gehin⸗ 
dert werden, fo überzeugt man fich leicht, daf unter den Bedingungs- 
gleichungen des Sleichgewichtes jedes veränderlichen Syſtems, welches 
weniger al& drei fire Puncte enthält, nethwendig die auf ein aͤhnliches 
unveraͤnderliches Syſtem ſich beziehenden erſcheinen. 

Um zu zeigen, daß auch die algebraiſchen Summen der Momente 


„aller auf den gegebenen Faden wirkenden Kräfte in Bezug auf die cas 


ordinirten Ebenen glei Null find, multipliciren wir die erfte der 
Gleichnngen (8) mit y, und die zweite mit x, und fubtrahiren jene 
von diefer, fo ergibt ſich 


area) 1 Z)a=0, 


d. h. p(rx— Xy)das—alr (* ae —y Er = 0. 


Bezeichnen wir das über den ganzen Faden ausgedehnte Integral 
Sp(Xx — Xy) ds duch ©, fo erhalten wir au&diefer Gleichung 
durch gehörige Integration. 

+ (nen) nn ndE)=e, 
. welche. Gleichung wegen (14) die Geſtalt 

| SAL _ Xp ton un=o 
annimmt, unter der fie den zu beweiſenden Sag ausdrüdt. 

Iſt einer der beiden Endpuncte des Fadens fir, fo find die auf 
ihn fich beziehenden Variationen der Coordinaten fämmtlich gleih Null, 
und die von denfelben abhängenden Glieder fommen in der Gleichung 
(5) nicht vor; ijt aber einer dieſer Endpuncte an eine gegebene Fläche 
oder Tinie gebunden, fo müſſen die Variationen feiner Coordinaten den 
Gleichungen der Släche oder Linie Genuͤge leiften. 

Soll der Baden, an deilen Endpuncten parallel zu den Aren der 
x, y, 2 die Kräfte X,, Yı, 2,5 X., Y., Z, angebradt find, feis 
ner ganzer Länge nach auf der Bläche, welcher die Differenzialgleihung 
dz=pdx-+ gdy gehört, liegen, fo muß man in der Gleihung (3) 
unter dem Integralzeihen p&x + qöy ftatt Sz fegen, um dafelbit 
bloß independente Variationen der Coordjnaten vor Augen zu haben. 


Sft dieß geichehen , fo erhält man aus diefer Gleichung 
(15) Se a — = 0, 


" nXde — dl + q(uZas — 472) = 6. 
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Das Nefultat der Eliminatian von A aus diefen Bleichungen be« 
flimmt die Lage des im Zuftande des Gleichgewichtes befindlichen Fa⸗ 
dens auf der gegebenen Flaͤche. Eben fo muß man aus (13) die Va⸗ 
riationen dz,, 82, mittelft der Ausdrüde 
de. = pı ®x, + g: dy., Öz, = Pa dx 4 q. 8y. 
wegſchaffen. Die genannte Gleichung zerfällt ſodann in vier andere, 
durch deren Hülfe die in den Gleichungen der Beftalt des Fadens vors 
bandenen Eonftanten beftimmt werden Fönnen. 
Man kann aber auch zu dem erften Theile ber Gleichung (3) 
dad Glied 
Sa(dz — pdx— qdy), 
worin x einen unbeflimmten Multiplicator bedeutet, hinzufügen, und 
fodann die Eoefficienten von dx, Sy, dz unter dem Sntegralzeichen 
gleih Null fegen, wodhrd man die Gleichungen 


(16) Daher ke Aueh 





pYds — 44 — xq = 0, 


Päd — ati + x = 0 


befömmt. Eliminirt man aus denfelben den Multiplicator x, fo hat 
man die Sleihungen (15) vor fih. Die Kenntniß der Größe x vers 
ſchafft und aber den. Vortheil, den Drud angeben zu Fönnen, welchen 
der Faden vermöge feiner Spannung in jedem einzelnen Puncte auf die 
Slähe dz= pdx-+qay ausübt. Die Größe dieſes Drudes wird 


naͤmlich für das Element ds durch das Product x Vp⸗ +qg’rı, 
folglich für den Punct x, y, z durd) „VPerrtt:, d. h. mit 
Rüuͤckſicht auf obige Gleichungen (16) durch 


——— + EYds ar) + (»2a: - 0 


ds 
ds 





Adz 
ds 


audgedrüdt. 

Wird der Faden bloß durch die an feinen Endpuncten angebrach⸗ 
ten Kräfte über die gegebene Släche gefpannt, ohne in feinen übrigen 
Puncten Durch Kräfte afficirt zu werden, fo haben wir XK=o, Y=0, 
Z=20, baber wegen (15), woraus ebenfalld (10) folgt, - 
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dr =o, db. bh. A einer Eonflanten. 
Hieraus erhellet, daß der Faden in allen Puncten gleich ſtark gefpannt 
it. Berner geben uns die Öleichungen (15) für die Geftalt des Fadens 


d d d 
x 20, y 


dı 

ds +p ds is +4 Fr 
welche Gleichungen (neun und zivanzigfte Vorlefung über Die Geometrie) 
ber fürgeiten Linie gehören, welche man auf der Flaͤche zwifchen den 
Endpuncten des Fadens ziehen Fann; eine Eigenfchaft, die ſchon aus 
dem Umftande in die Augen fällt, daß die Gleichung (2) unter gegen: 
wärtigen Boraudfegungen fich auf 

Aföds=o oder ds =o 


rebueirt. Der Drud, welchen die. Klähe da=—=pdx- ydy vom 
Puncte x, y, z des Fadens erleidet, ift 


VEIT, 


oder, wenn p den diefem Ponete ¶ hrechenden Krümmungshalbmeſ⸗ 
ſer des Fadens vorſtellt, * ; dieſer Druck ſteht alſo mit der Span⸗ 


nung des Fadens im geraden, und mit dem Halbmeſſer feiner Krüm⸗ 
mung an jedem einzelnen Orte im verfehrten Verhältniife. 

Iſt der Faden einer Verlängerung oder Berfürzung fähig, und 
iſt e die Kraft, mit welcher fich das Theilchen ds deffelben auszudeh⸗ 
nen oder zufammenzugiehen ftrebt, fo muß, da man e als eine nach 
der Tangente des Fadens gerichtete Kraft betrachten Fann, zu den Mo⸗ 
menten der Kräfte, welche auf ds wirfen, noch edds, folglich zu der 
Sunme aller noch das Integral Sedds hinzufommen. Hiedurch wird 
die Rechnung für gegenwärtigen Fall, von jener, welche für einen uns 
auddehnbaren Baden dient, bloß darin verfchieden, daß überall « ftatt 
A vorfommt, und bedarf fomit Feiner eigenen Erläuterung. 


v 
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Zwölfte Vorleſung. 
über die Kettenlinie. 


DD, Problem, die Geftalt der Curve zu finden, welche ein 
vollkommen biegfamer, unausdehnbarer, gleichförmig dicker, an feinen 
Endpuncten aufgehängter Faden vermöge der Schwere darftellt, ift nur 
ein befonderer Fall des in der vorhergehenden Vorlefung betrachteten. 
Man nennt diefe Eurve die Kettenlinie. 

Mehmen wir die Are der y vertical und der Richtung der Schwere: 
entgegengeſetzt an, und bezeichnen wir die Kraft, mit welcher die 
Schwere die Einheit der Mailen afficirt 2 d. i. das Gewicht der Ein» 
beit der Maſſen, duch g, fo iſt 

X=o Y=—g, Z=o 
Die Größe, welche wir in der vorhergehenden Vorlefung p ger 


nannt haben, ift in dem gegenwärtigen Falle conftant, folglich geben 
uus die Gleichungen. (6) 


Adı Ady Adz 
——2A4A, — =B-»8% — *6. 


Eliminiren wir Aaud der erſten und letzten Gleichung, fo haben wir 
Adz — Cdxeso, i 
| woraus Az — Cx—=D 

folgt, wenn naͤmlich D eine conflante Größe vorftelt. Da dieß die 
Gleichung einer mit der Are der y parallelen, mithin verticalen Ebene 
ift, fo befindet fich die verlangte Curve ganz in diefer Ebene. 

Wählen wir die Ebene der Curve felbft zur Ebene der xy, fo 
wird für alle Puncte der Curve zo, und die obigen Gleichungen 
reduciren fich bloß auf folgende zwei: 


Adı ddy 
— *4, ds zz: B r,&®%, 


wobei ds = Vdx: 4 dy? iſt. 

Um die Rechnung möglichft zu vereinfachen , ſey der tiefſte Punct 
der Curve der Anfangspunct der Coordinaten, alſo die Are der x eine 
Zangente der Curve in diefem Puncte, fo ift für diefen Punct 


* == ı, und daher die Conſtante A dem dieſem Puncte zugehoͤrigen 
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Werthe von A gleih. Da * eine der Nichtung von ds entgegen wir⸗ 
ende Kraft vorftelt, fo wollen wir den dem Anfangdpuncte der Coor= 
dinaten entfprechenden Werth diefer Größe durch — @ andeuten, 
folglich | 


’ 


Ad __ 
‘ (4) Is = — 8 
ſetzen. } 
Für den Anfangspunct der Coordinaten ift ferner — 0; und 


ds 
in fo ferne jeder Bogen s der Curve vom Anfangdpuncte der Coordina⸗ 
ten an gerechnet wird, auch s== 0, baher finden wir B==o, 
folglich) 


ea). Lunge. 


Verbinden wir die Gleichungen (1) und (2) durd Elimination’ 
von A, fo ergibt fich | 


Ä | dy __ yes 
9) da’ 


welches die Differenzialgleihung der Kettenlinie if. Aus derfel- 
ben erfehen wir, daß Die frigonometrifche Tangente des Winkels, 
unter welchem die zu irgend einem Puncte der Kettenlinie gezogene 
Berührungslinie gegen bie zu dem tiefften Puncte diefer Eurve ge: 
führte Berührungslinie geneigt iſt, mit der Laͤnge des zwiſchen beiden 
Puncten enthaltenen Bogens im geraden Verhaͤltniſſe ſteht. 

Quadriren wir die Gleichungen (1) und (2), und nehmen wir 
ihre Summe, fo erhalten wir 


(4) Au — Var Lt utgtst. 

Dieſe Formel gibt die Spannung, welche in jedem Puncte der 
Kettenlinie Statt findet, durch a und durch das Gewicht des Bogens 
san. 

Bubftituiren wir diefen Werth vom? in (1), fo wird 


dio — ds 


woraus durch Integration 
== * I(ngs + Vat + wgts:) + Const. > 
folgt. Da x und s zugleich verfchwinden, fo haben wir zur Beſtim⸗ 


h 
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mung der Conftante die Gleichung 
| 0 * * ta 4Const., alſo 


G ασ). 
Um s durch x auzudrücen / ſey der Kürze wegen 


EB* — E ‚ 
fo erhalten wir aus (5) 


pgs + Var Hprgst\ 
(est I EEBT ) = r, 
folglich Bas + Ver tpieie — 5 und 


a (5 _ ı) 


auge> 


Es laͤßt fich alfo die Kettenlinie rectificiren. Die Gleichung zwi⸗ 
ſcheus und y hat eine einfachere Form. Man erhält fie durch Verbin⸗ 
dung von (4) mit (2), woraus 


(6) s 


ugsds 


und ya Vetr gs? 4 Const,, 


oder wegen 0 = 7 + Const. 
. Vetegn oa 
(7) 78* ng 
folgt. Drudt man aber s durch y aus, fo ergibt ſich 
— — 
(GGV. 
*6 PS 
Subftituirt man diefen Ausdrud für s in (5), fo erhält nıan 


(9) m! V), 


welches die Steihung, der Kettenlinie felbft iſt. Verbindet man aber (6) 
mit (7), fo erfcheint y als eine Bunction von x. 

Will man die Sleichung der Kettenlinie durch Integration der 
Differenzialgleichung (3) erhalten, fo muß man diefelbe wegen der An-- 


— 


yo 
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wefenheit von s zuerft differenziren, und Yax? - dy: ftatt ds fegen. 


Man findet, wenn man bei dem Differenziren dx als conftant betrachtet, 
ey pg day? 
mat ız 


und wenn man ze durch p vorftellt: 


dp _pdp _ esVıtrp 


dı dy a 
apdp 
woraus dy = 
pgVırp? 


folgt. Sür y==o wird offenbar p=o; es iſt demnach 
ıy=iMFr-) 
daher ap = Vaugay + mg’y* und 


10 dı = ad 
1 Vapgay-+ prgya 
Wird diefe Gleichung integrirt, fo erhalt man die Gleichung (9). 

Die Sleihung der Kettenlinie laͤßt fich noch auf einem anderen 
Wege herleiten, welchen ein allgemeiner Lehrfag der Statif, den wir 
fogleich begründen wollen, eröffnet. 

Es fegen nämlih P., P,,P;, . + » . die auf irgend ein Syſtem 
materieller Puncte wirfenden Kräfte; P,, Prr Psr + +» » beziehungs⸗ 
weife von ihren Angriffspuncten anfangende Stüde ihrer rüdwärts 
verlängerten Richtungen, und diefe Kräfte fo befchaffen, daß die Dif- 
ferenzialformel 
P,dp, + PRap + Pd +.... 
integrabel ift, was insbefondere immer Statt findet, wenn P,, P;, 
Ps, . . « als Bunctionen der zugehörigen Linien pı, Par Pır - - - - 
gegeben find, fo befteht, wenn wir dad Integral diefer Differenzial- 
formel P nennen, fobald die gegebenen Kräfte im Gleichgewichte ſich 
befinden, dem Principe der virtuellen Gefchwindigfeiten gemäß, die 
Gleichung 

SP 0; 
und umgekehrt, leiſten die gegebenen Kräfte dieſer Gleichung Genüge, 
fo hertſcht unter denfelben Gleichgewicht. 
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Aber IP — 0 iſt die Bedingung, unter welcher die Function 9 
im Zuflande des Maximums oder Minimums erfcheint; ſobald alſo 
dieſe Function ein. Groͤßtes oder Kleinſtes wird, halten ſich die gegebe⸗ 
nen Kräfte dad Gleichgewicht. Da jedoch nicht jederzeit, wenn SP 
verihmwindet, P einen größten oder kleinſten Werch erhält, fo darf 
man diefen Sag nicht unbedingt umfehren, fondern diefes fann nur 
dann gefchehen, wenn aus der Form der Function P erhellet, daß die 
Bleihung SP = 0 ſtets ein Marimum oder Minimum derfelben zur 
Folge habe: 

Sind die Intenfitäten der Kräfte P,, Pz, Par - » + . conflant, 
fi 
P=P,p + P. p. +-P;p +... + Const.; 
find überdieß die Richtungen diefer Kräfte parallel, und 2,, Zar Zur ..-. 
die Abftände ihrer Angriffspuncte von einer firen diefe Richtungen ſenk⸗ 
recht dDurchfchneidenden Ebene, fo fann man offenbar 
pı = a, tz, Pa = 3%, + zu, p=3,Ht Zee... 
feben, wobei a,, a2, Azr - » . . beftändige Größen anzeigen, und 
die Verbindung beider Glieder in Bezug auf entgegengefegt wirfende 
Kräfte durch entgegengeſetzte Zeichen erfolgt: mithin ift, in fo ferne 
man entgegengeleßte Kräfte ald entgegengefegte Größen betrachtet, 


pP = P;,z, + P.z + Pız; +. ... + Const. 
Nehmen wir nım an, die Summe P, --P,+P;+.... ſey 
‚ von der Nulle verfchieden,. in welchem Falle e8 für die vorhandenen 
parallelen Kräfte einen Mittelpunct gibt, und bezeichnen wir den Ab⸗ 
ftand deffelben von der firen Ebene durch 2, fo haben wir, einem in der 
neunten Vorlefung bewiefenen Satze gemäß, 
P,z, + P,2. P,z, +....=(f, +PR+Pı+.-.)8% 
folglih PSP, + PR 4 P, . .. æ 4 Const. 
Dieſe Gleichung gibt zu erkennen, daß in dem gegenwaͤrtigen Falle 
EP nicht gleich Null ſeyn kann, wofern nicht auch die Gleichung 
de —0 Statt findet; halten ſich alfo parallele Kräfte, für welche 
ein Mittelpunct erijtirt, an irgend einem Syſteme materieller Puncte 
das Gleichgewicht, fo muß diefes Syſtem ſich dabei in einer foldyen 
Lage befinden,daß die durch jede unendlich geringe Anderung diefer Lage 
erzeugte Variation des Abftandes feines Mittelpuncted von einer auf 
die Richtungen der Kräfte fenfrechten Ebene verſchwindet. Im Allge: 
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meinen ıft dieſer Abſtand bei dem Gleichgewichte der ‚Kräfte ein Groͤß⸗ 
tes oder ein Kleinſtes. 

Aus dem bier Geſagten wird man nun leicht folgern, daß ein 
freihängender fchwerer Faden ſtets jene Geftalt annimmt, bei welcher 
fein Schwerpunet den niedrigften Stand erhält. 

Nehmen wir die Are der y vertical an, fo wird der Abftand des 
Schwerpunctes einer gleichfoͤrmig befchwerten Eurve von der Ebene xz, 
welche nun eine horizontale Lage hat, durch 


SsVar+dyz+de 
JVaxr +dy?+dı 
ausgedrüdt. Die Variation diefer Größe muß daher für die Ket⸗ 
tenlinie in Bezug auf alle mit derfelben gleich langen, oder einerlei 


SVdx: + dy?: + de: gebenden, Curven verfchwinden, welche Bedin- 
gung, der dreißigften Vorlefung über die analytifche Geometrie zu Folge, 
auf die Gleichung | 


SfyvVar Fay Far + HI /Var ip tdemo 
führt, in welcher H eine Conftänte vorftellt. Aus derfelben folgt 


Sea FH Var dr +dz]=o 
oder 


dıd® dyd® dzd® 
/ 404 grats hayatyheressT = 0, 
wo ds flatt Vax? + dy? + dz? gefebt worden ifl. Integrirt man 


theilweife, und betrachtet man die Endpuncte der Curve als fir, fo 
nimmt diefe Sleihung die Geſtalt 


STe(o+®&) 3° + [a(o+m&2) — ager 
+4(0+3) 2) = 


an, aus welcher fih, wegen ber Unabhängigfeit der Variationen der 
Coordinaten, die Gleichungen 


«(0 +m2% = 0, 
a(v+W] —ds=o0, 


dı . B 
m.) 


ergeben. 8 if alſo 


— — — — — — —— —— — 
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G+m 2 -ı=B, 
G+mE=C, 


wobei A, B, C conftante Größen bedeuten. Aus der erſten umd drit⸗ 
ten dieſer Gleichungen folgt 

Adz — Cdx=0, 
woraud erhellet, daß die zu fuchende Eurve eine ebene ift; nehmen wir 
nun die Ebene derfelben für jene der xy an, fo fält die dritte Gleis 
hung weg, und ds reducirt fih auf Vax? +dy?. CEliminiren wir 
aus den beiden rüdftändigen Pr y-4-HB und ds, foerhaltenwir _ 

st B, 
x A 

und wenn wir den tiefſten Punect der Curve zum Anfangspunct des Bo⸗ 
gend s wählen: 





dy 8 “ 
ds x’ 
welche Gleichung mit (3) übereinftimmt, und nach der oben ertheilten 
Anweifung weiter behandelt werden Fann. 

Zum Schluffe bemerfen wir no, daß fich jeded Problert über 
dad Gleichgewicht einer wie immer befchaffenen Linie, deren jeder 
Punct von einer Kraft afficire wird, auf die Beftimmung des relativen 
Marimums oder Minimums eines zwifchen feftgefepten Grenzen genome 
menen Integrals reduciren läßt. 

Denn ed fey P die auf den Punct x, y, z ber Linie wirfende 
Kraft, Ip die ihr entfprechende virtuelle Gefchwindigkeit, a die Dichte 
des am Puncte x, y, z beginnenden Differenziald ds irgend eines 
Stückes diefer Linie, fo muß, weil die Mafle ads ded erwähnten 
Differenziald bei allen möglichen Verfchiebungen deffelben ungeändert 
bleibe, im Falle des Gleichgewichtes fämmtlicher Kräfte, die Gleichung 


" /[Prdsdp + R%pds)] = 0 
Statt finden. Es fey nun 
_ _ dp, ‚dp, ‚dp 
/Paop=%, alfo Pp=:Pp=7,°:t7y N: öz, 


fo haben wir wegen 
Ettinashauſen's math. Vorleſungen. IL. 22 
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de) = dedn + ndds IRdderdrdd dad 
xddx 

(nt RyRR unch —— — 


nach Wegſchaffung der Differenzialien der Variationen 


16 pds 4 2 SE ds — 49,2) xä 


+@ nr anal u) er | 


+ (ratur af „Z)) 2 = 0, 
folglich 


dp d  _ dx dx 
T—pds Hr de - pd mo 


ray a De En 2 


2* der St Eds — dA, z Eypdl=o 
Addirt man diefe Steigungen, nachdem man die erfte mit dx, 
die zweife mit dy, die dritte mit dz multiplicirt bat, fo ergibt ſich 
dP.nds + Adpds — dAyu)ds=o 
oder 4P. Ad — ndiAds = 0, | 
vi. da - dP, fill A=P+H, 
wobei HL eine Conftante anzeigt. | Hiedurch wird 
—R +28uds)] = /[IP.uds + Pads) +HI(ude)] 
=S[HP ads) + Hdleds)], 
und die Gleichung, aus welcher die Auflöfung der vorgelegten Aufgabe 
geſchoͤpft werden muß, hat nunmehr die Form 
OfPpds - Höfuds = o, 
auf welche man koͤmmt, wenn man nach den Umftänden fragt, unter 


welchen das Integral Pads für einen feftgefegten Werth von /p ds 
ein Größtes oder Kleinftes wird. 
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Dreizehnte Vorlefung, ' 
Über das Gleichgewicht eines flüffigen Körpers, 


Ma einem flüffigen Körper verftehen wir'hier einen fol: 
chen, deſſen Theile ſich unter einander nach jeder Richtung und durch 
jede noch ſo geringe Kraft verſchieben laſſen. 

Nehmen wir an, jeder Punct eines flüſſigen Körpers werde von 
einer Kraft afficirt, und fuchen wir die Bedingungen auf, an welche 
das Stattfinden des Sleichgewichtes fämmtlicher Kräfte gebunden ift. 

Es feyen x, y, z die rechtwinkligen Coordinaten irgend eines 
Punctes der Flüffigfeit; X, Y, Z die an demfelben parallel mit den 
Aren der genannten Coordinaten thätigen Kräfte; „ die Dichtigfeit des 
Theilchens dx dy dz, fo wird die auf irgend eine unendlich geringe 
Verfchiebung der Angrifföpuncte fich beziehende Summe der Momente 
fämmtlicher Kräfte durch das Integral | 


(ı) SISu&X°x + Ydy -+ Zoz) dx dyda 

anögebrüdt, und dieſes muß, wenn ſich die Kräfte im Gleichgewichte 
befinden, dem Principe der virtuellen Gefchwindigfeiten zu Folge, ſtets 
gleich Null feyn. 

Segen wir nun nod) voraus, der flüflige Körper fey unzufam- 
mendrüdbar, d. h. dad Volum Feines noch fo Heinen Theiles deſ⸗ 
felben Fönne durch die Einwirfung der vorhandenen Kräfte geändert 
werden , fo unterliegen die Variationen der Coorbinaten jedes Punetes 
der Bedingung 
(3) S(dxdyda) = 0. 

Wir haben alfo , der in der zehnten Vorlefung attheilten Anwei⸗ 
fung gemäß, die Gleichung 
(3) SS (XIx + Ydy+ ZIz) dxdydz RI (dx dydı)]- =o0 
zu betrachten, in welcher A einen bis jetzt noch unbeſtimmten Multi⸗ 
plicator vorſtellt. 

Da die der Gleichung (3) zum Grunde liegende Verrückung aller, 
Punete des flüſſigen Körpers eine Änderung der Geſtalt des rechtwinf: 
ligen Parallelepipeds dx dydz zur Folge haben Fann, fo müffen 
wir, um bie Variation &(dx dy de) kennen zu-lernen, das Volum 

. 22 * 
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des Theilchend nu dxdydz nad) ber vorgenommenen Verſchiebung be- 
ſtimmen , und das frühere Volum deſſelben von dem neuerlangten ab⸗ 
ziehen. 


Seitenflaͤche des Parallelepipeds ſind: 
% Jı 2 
x+ dx, y, 2 
x, y-+dy, z, 
xt dx, y-dy, z. 
Nach der Verſchiebung haben dieſelben Puncte die Coordinaten 


td ram ar de 4 
Öz 





tat Far y ty + Lara Zar 


ddxı ddz 
+ arte tr + Zar statt Gar 








de de 
act dx--— = dyr yday+0y+ Fir u 
+4 ax + Z%ay 


Bezeichnen wir diefe vier Puncte der Kürze wegen durch die Zahlen 
1,2, 3, 4, und die Verbindungslinie zweier derfelben dadurch, daß 
wir die correfpondirenden Zahlen neben einander fielen und mit Klam: 
mern umgeben, fo finden wir, da überhaupt die Diffanz zweier Puncte 
durch die Quadratwurzel aus der Summe det Quadrate der Differen 
zen ihrer gleichnamigen Goordinaten at wird, 


G,3)=dy va 
a I —— 


folglich (1, 2) = 2 3 und (1 —* = Mi * 
woraus erhellet, daß die Seitenflaͤche dx dy auch nach ihrer Verſchie⸗ 
bung als ein Parallelogramm betrachtet werden darf. 
Behalten wir, der Methode der Grenzen gemaͤß, unter dem Wur⸗ 











⸗ 


Die Coordinaten der vier Eckpuncte der zur bene xy parallelen . 
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zelzeichen bloß die erſten Potenzen der unendlich abnebmenden Größen 
bei, fo erhalten wis 


v9)=d4(hrT und ar = ar (1+ 7] 
Die Länge der Diagonale (2, 3) wird durch 


(+ 4-7. dy) + (ds TR det T HH —2 
ausgedruckt, und der Coſinus des zwiſchen den Seiten (1, 2) und 
(1, 3) enthaltenen Winfels durch 
(1, 9=-+ (1,32 — (a, 3)? 
. 0.9.05 9 
nennen wir nun diefen Winfel «, fo erhalten wir nach gehöriger Sub⸗ 
ſtitutian, mit Außerachtlaffung der Höheren Potenzen der Differengialien, _ 


u con. = + ST. 


Eben fo laͤßt fich zeigen, daß die Seitenflächen dxdz, dy.dz 
des rechtwinfligen Parallelepipeds dx dydz auch nad) der vorgenom⸗ 
menen unendlich Fleinen Verfchiebung ald Parallelogramme betrachtet 
werden dürfen ;. es behaͤlt alſo das erwaͤhnte Theilchen des flüſſigen 
Koͤrpers die Geſtalt eines Parallelepipeds bei. Die Coſinuſſe der Win⸗ 
tel B und y der Kanten dieſes Parallelepipeds, welche mit « denfelben 
Scheitel befiben, werden auf ähnliche Art durch bie Formeln 

coa. ß 4 die, — dis 4 Ti 


und Die diefen Winkeln gemeinfchaftliche Kante —F 
dz ( +7 d * 
angegeben. 


Sind aber a, b, c die Längen der in einer Ede eines Paralel- 
epipeds zufammenftoßenden Geitenlinien, und «, ß, y die denfelben 
gegenüber liegenden ebenen Winfel, d. h. ift a der non b und o, 8 der 
von aundc, y der von a und b eingefchlojfene Winkel, fo ergibt fich 
für die Seitenfläche, zu welcher a und b gehören, der Ausbrud 

ab sin.y, 


und für das von dem Endpuncte der Kante c auf diefe Seitenflaͤche 
fallende Perpendikel, da ec sin.B die Länge der Senkrechten, welche 


döx day 
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cos. æ — 008. B 008. 7 
von demfelben Puncte auf bie Seite a geht, und Bing 


den Cofinus des Neigungswinfeld der in a ſich durchfchneidenden Sri 
tenflächen anzeigt, der Ausdrud 









. j co$S.a — 60S.p COS. 
con, ß ß 3 


ı_ - ee sin. B Sin. 
mithin iſt der körperliche Inhalt de 5 Parateleptpene 


cos.a — cos. ßB 605. Y\r 


1 un sin.B sin y 
sin. Bꝛ sin.y® — (cos.a - co8.ß cos. y)* 


= abe Y(ı — c08. 3?) (1 — 005.7?) — (con a — cos. ß cos. y)* 


‚is abo Vi cos.a? — cos. B? —con.y% F #con.a cos. Boony. 
Seaetzt man in diefer Formel ftatt a, b, c die oben angegebenen 
Werthe der Seitenlinien des nach der Verfchiebung der Theilchen der 
Fluſſigkeit vorhandenen unendlich kleinen Parallelepipeds, und ſtatt 
c0s.a, cos. B, cos.y die zugehörigen Ausdruͤcke, fo findet man die 
Groͤße dieſes Parallelepipeds | 
dix ddz 


' v waren Er 


und, wenn man davon die Größe der urſprünglichen Geſtalt deſſelben, 
naͤmlich dx dy dæa, rabzieht, 
(4) Sldxdyde) m dxdydz ei - t7- 7 + —)- | 
Wollte man die Variationen dx, Sn, dx besiefungsweife bloß 
als Functionen von x, y, z betrachten, fo würde durch die Verſchie⸗ 
bung nad) der Richtung der x bloß dx, nach der Richtung der y bloß 
dy, und nach der Richtung der z bloß dz geändert werden; dad Pa 
‚eallelepiped bliebe fomit rechtwinklig, wie zuvor, und man fände, na 
der für die Differenziation eines Productes geltenden Regel, 


Sldxdydz) = dyda dx + dxda 7 !dy 4 dxdyrdn. 


Da nun diefer Ausdrud mit (4) genau übereinftimme, fo fieht 
man, daß ed, ohne der Allgemeinheit unferer Unterfuchung zu ſchaden, 
angeht, Ix bloß ale eine Funetion von x, und eben fo dy, 3z bloß 
als Functionen von y, z zu behandeln. 





— ab sin.y >< c sin.ß 


l 





abc 


! 


m mm m mm mr 


des flüffigen Körpers gelten müffen. 
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Dit Ruͤckſicht auf (4) verwandelt fa die Gleichung (3) in 


G ST [a2 d N +7 )] dxdydemo, 


. Begeichnen wir alle auf den Anfang . Integrals ſich bezie⸗ 
henden Größen durch Beiſetzung des Zeigers 1, und alle auf das Ende 
deffelben ſich beziehenden durch Beiſetzung des Zeigerd 2, fo gibt uns 
bie Formel Sudyv= ur — /vdu, wenn wir in Bezug auf x in⸗ 
here: 


HITZE dxdyda=—//(R, 9x, — 2, dx) dydz 413 7 N de dy dz &x. 


Eben To erhalten wir durch Sntegrationen hinſichtlich der Variablen 
y und z N 


SIIKTZ dx dy dam na, By.) deda u dedydedy, 
— —ERDR———— — — I, 


daher geht die Gleichung (5) in 


(6) SS Ar — Ai öx,)dy dze + S/(Mdy, — A,dyı)dıdz 
+ // A ez, — 2, 9z,) dxdy 


+//f [6x-: er) 


+(»2— 7): ] dxdy de=o 





über, in welcher die Summe aller zweifachen Integralien für ſich, und 
das dreifache Integral ebenfalls für fich nerfchwindet. Das letztere 
gibt und die Gleichungen 

di d\ 
() „eo, BANN er Pe, 


welche, wenn anders Gleichgewicht Statt finden ſoll, für jeden Punct 


Aus denfelben folgt ı 
d\ 


dı di 
(8) an KL 7, = #2; 
i 4 a A daher 
es iſt aber daS + „iıtrgie 


(9) da = u(XÄdx + Ydy -+- Zdz). 
Sind nun X, X, Z gegebene Bunctionen von x, y, z, wie 


\ 
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wir es bier voraudfegen wollen, fo muß ber Auodruck 

(10) p (Xdx + Ydy-+ Zdz), 

ber fo ebem gefundenen Gleichung zu Folge, eine integrable Differen 
zialformel ſeyn; eine Bedingung, welche dem Inbegriffe der Gleichun⸗ 
gen (7) völlig gleich gilt, deren Erfüllung das Gleichgewicht des flüfe . 


figen Körpers zur nothwendigen Folge hat. 


Dan überzeugt ſich hievon auch, wenn man aus (8) mit Hülfe 
der Gleichungen 


di di di di di dı 





1 Amine Man Auder hiedurch 
d(eX) = d(yY) d(eX) __-d(aZ) deY) _ en, 
dy Art TE di ' dr dy 
welche Gleihungen offenbar die Bedingungen der Integrabilität der 
Differenzialformel (10) außfprechen. 


‚Die Sleihung (3) gibt und zu erkennen, daB A die Kraft bor⸗ 
ſtellt, welche durch das Zuſammenwirken aller vorhandenen Kräfte auf 
bad Theilchen dx dy dz ausgeübt wird, d. 5. den Drud, welden 
dieſes Theilchen auszuhalten bat.- Es wird alfo dieſer Drud dur) das 
Sntegral 


(11) 2% = /n(Xdx + Ydy -+ Zdz) | 
gegeben, und laͤßt fich daher immer in einer endlichen Function ber 
Eoordinalen des genannten Theildhens darftellen. 

Wie die Durch Die Integration herbeigeführte Conftante zu beſtim⸗ 
man it, wird aus nachjtehenden Bemerfungen erhellen. 

So oft von dem Bleihgewichte der an einem flüffigen unzufam- 
mendrüdbaren Körper thätigen Kräfte die Nede ift, nimmt man an, 
derfelbe fey wenigftens zum Theile mit einer freien, d. i. nicht durch 
die Wände eines Befäßes begrenzten Oberfläche verfehen. Aber für die 
Puncte einer folhen Oberfläche find die Variationen der Coordinaten 
willfürlih, daher müffen, um die Summe der zweifachen Integralien 
in der Sleihung (6) auf Null zu redueiren, ihre Coefficienten ver⸗ 
fhwinden. Hieraus folgt, daß fir jeden Punct eines freien Theiles 
der Oberfläche eines flülfigen Körpers ASo ift, wie ed aud) die Nas 
tur der Sache mit ſich bringt. Man kennt alfo einen fpecielen Werth 
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von %, und ift daher im Stande, Die. Beſtimmung der erwaͤhnten Con⸗ 
ſtante vorzunehmen. 

Setzen wir Spn(Xdx + Ydy 1242) —= F(x,y, z), und 
jene Conſtante = K, fo haben wir 
(12) a=Fl(x,y,z) +- K 

Diefelbe Bemerkung verfhafft uns die Gleichung der Geftalt der 
freien Oberfläche der Fluͤſſigkeit. Sie ift nämlich 
(13) F&,yz.2)Y#K=o. 

» Geben wir 7 gleich einer Conftanten H, fo erhalten wir die Glei⸗ 
chung einer Flaͤche, naͤmlich 
(14) Fr,yv)R—H=o, 
in der alle Punete der Sum gkeit Tiegen, welche den Drud H erleiden. 
Laffen wir ferner. H flufenweife alle Wertbe annehmen, deren bie 
Größe A in Bezug auf die verfchiedenen Theilchen des flüffigen Körpers 
fähig ift, fo geht aus (14) eine Reihe von Blächen hervor, welche den 
Körper in Schichten von unendlich geringer Ditfe dergeftalt abtheilen, - 
‚daß die innerhalb jeder einzelnen vorfindigen Theilchen denfelben Drud 
auszuhalten haben. Da 
p(Xdx--Ydy-+ Zdz)=o oder Xdx +Ydy+ Zda=md 
die gemeinfchaftlihe Differenzialgleichung aller diefer Flächen ift, und 
die Eofinuffe der Winfel, welche die Richtung der Nefultirenden 
VX: I Y? der an dem Puncte x, y, z angebrachten Kräfte 
X,Y, 2 mit ben pofitiven Theilen der Aren der x, y, z bildet, durch 

| x En Ze 2 

öV yererz V— 
ausgedrückt werden, fo ſieht man zugleich, daß dieſe Richtung auf der 
durch den Punct x, y, z gehenden der genannten Flächen normal fteht. 

Nehmen wir nun an, Kdx-+ Ydy-t Zdz fey, für fich allein 
betrachtet, eine integrable Differenzialformel (eine Vorausſetzung, 
welche wir hinfichtlich aller in der Natur thätigen Kräfte machen dür⸗ 
fen, da diefelben ſtets Functionen der Entfernungen ihrer Angriffe: 
puncte von gewiſſen in ihren Nichtungen befindlichen firen Puncten 
find, daher Xdx + Ydy -+ Zdz in eine Summe von Differenzials 
formeln von der Geftalt Pap, wobei P eine Function von p anzeigt, " 
transformirt werden kann), und fegen wir 


\ 


340 
ıXdx + Ydy + Zda = du, 
fo haben wir | 
dA = ndu. 

Sol diefe Differenzialformel integrirt werden fönnen, fo muß p 
als eine Function der Variablen u erfcheinen, wodurch auch A fi) al6 
‘eine Function derfelben Variablen darftellt. Hieraus folgt, daß in dem 
gegenwärtigen Kalle ? eine Zunetion von zu iſt, d. 5. DaB A und zu⸗ 
gleich conftant und zugleich variabel find; es herrfcht daher in jeder der 
oben erwaͤhnten Schichten des flüjligen Körpers, deren Theilchen ei⸗ 
nerlei Druck erleiden, auch einerlei Dichtigkeit. 

Wirkt auf die Theilchen der Fluͤſſigkeit außer der Schwere kine 
andere Kraft, und laffen wir die Are der z der Richtung der Schwere 
parallel feyn, fo haben wir, wenn g die Intunfität derfelden anzeigt, 

u X=o, Y=o, 2=8, 
fllgid du =gdz und um gz + Const. 

Es ijt demnach die Oberfläche der Slüffigfeit, wie auch der geo- 
metrifche Ort aller gleich ftarf gedruͤckter Puncte eine auf die Richtung 
"der Schwere fenfrechte Ebene. Beſitzt die Fluͤſſigkeit überall einerlei 
Dichtipfeit.; fo fleht der auf jedes einzelne Theilchen ausgeübte Drud 
im geraden Verhältniffe mit der Entfernung beffelben von der freien 
Dberfläche der Slüfligkeit. 


Dei ber Unterfuchung des Oleichgewichtes eines ausdehnfam- 
flüffigen Körpers, eines folhen nämlich, deffen Theilchen ſich zu 
fammendrüden laffen, aber dabei ein fortwährendes Veftreben zeigen, 
fih auszudehnen, fümmt man ebenfalls auf die Gleichung (3), nur 
zeigt jegt A die Kraft an, mit welcher jedes Theilchen fein Bolum zu 
erweitern fich bemüht. Es gelten daher auch hier die für dad Gleich 
gewicht der unzufammendrüdbaren Slüffigfeiten gefundenen Gefehe, 
nus Fann bei ausdehnfamen Slüffigfeiten von Feiner freien Oberfläche 
bie Rede ſeyn. 

Iſt die Erpanfivfraft eines ausdehnfamen Körpers feiner Dichtig⸗ 
feit Direct proportionirt, d. h. hat A die Form xy, wobei x einen von 
» unabhängigen Eoefficienten vorftellt, fo gibt und die Gleihung (9) 


(15) m = - (Xdx + Ydy + Zdz), 
woraus folge, daß für den Ball des Sleichgewichtes der Kräfte die 





— — — — — 
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Differenzialformel - (Xdx + Ydy + 2Zdz) integrabel ſeyn muß. 


Läßt Sax Ydy-+ Zdz für ſich allein ein Integral zu, fo muß x 
als eine Function dieſes Integrald dargeftellt werden fönnen, und dar _ — 
| ber iſt auch A eine Zunction von x. Für alle Puncte einer Schichte des 
ausdehnfamen Körpers, innerhalb welcher derfelbe Drud Herrfht, bes 

fißen demnach alle Größen, von denen der Coefficient x abhängt, eis 

nerlei Werthe. Dieß gilt bei den’ in der Natur vorhandenen ausdehn- 

famen Körpern indbefondere von der Temperatur ; welche die jedesma⸗ ' 
lige Befchaffenheit des genannten Coefficienten bedingt. Nehmen wir 

x als conftant an, und behalten wir die obige Bedeutung von u bei,’ 

fo folg aus (15) 


Mm-+IA oder Am Act, 


wobei A eine befländige Größe andeutet. 


wat Aagaetus en 
\ r " j 


* 
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Vierzehnte Vorlefung. 
Über das Gleichgewicht eines flüffigen Körpers. 
(Bortfebung) 


⸗ 


E. erübriget und noch Die Betrachtung der Gleichung 


(16) SS O. — Ada)dydz + SS IJ — MSyı)dxdz 
+ S(Mdz — A, dz,)dxdy=o, 
welche und die dem dreifachen Integral in der Gleichung (6) voran: 
gehenden Slieder darbieten, und worin die doppelten Sutegrationen 
über die ganze Oberfläche des flüffigen Körpers auszudehnen find. 

Dax, und x, die Werthe anzeigen, welche die Coordinate x für 
bie einem und demfelben y und z entfprechenden Puncte der Oberfläche 
der Fluͤſſigkeit befigt, und die Richtungen der Kräfte A, und A, in Hin⸗ 
fiht auf jene der pofitiven x ‚offenbar eine entgegengefegte Anordnung 
haben, folglih dem Producte Adx für die erwähnten Puncte entges 
gengefeste Zeichen gehören, fo ift 1,0x, — ?,dx, die Summe der 
Werthe des Productes Adx für diefe Puncte. Man Fat fi) Daher 
damit begnügen, ftatt S/(A,dx, — A, Sx,)dydz bloß (Adxdydz 
zu fchreiben, vorausgefegt, daß man unter x, y, z die Coordinaten 
eined Punctes der Oberfläche des flüffigen Körpers verfieht, und das 
Integral über die gefammte Oberfläche deifelben ausdehnt. Ein Glei⸗ 
ches gilt auch von den beiden anderen Sintegralien ; die Gleichung (16) 
kann alfo unter der fürzeren Form 


(17) SSröxdydz + SfAdydxdz + //Adzdıdy mo 
dargeftellt werden. 

Wir wollen nun in Tegterer Gleichung die Verfchiedenheit der 
Producte der Differenzialien der Eoordinaten durch Einführung des 
denfelben entfprechenden Differenzials der Oberfläche der Flüſſigkeit aufe 
heben. Vezeichnen wir nämlich dad dem Puncte x, y, z zugehörige 
Differenzial der genannten Oberfläche, welches feinera Wefen zu Solge 
das Nefultat der auf zwei verfchiedene der Variablen x, y, 2 ſich be 


ziehenden Differenziationen iſt, durch 255 4 xdy, fo haben wir, da 


die Nechtede dx dy, dx dz, dy Fi die Projectionen deifelben auf 
die Ebenen xy, xz, yz find, und, wenn wir die Differenzialgleis 
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hung der genannten Dberflähe durh dem pdx--gdy andeuten, 
p 


— — —— — — —— 
— Vetetr , VerterH 


die Eofinuffe der Neigungen diefes Differenziald gegen die erwähnten 


eoordinirten Ebenen ausdrüden, 


⸗ 


. VerFer a rn 
d?$ 
dxdz = — — I, IT uxd 
Vve+gQ+ı ea ey 
dy da æ — — —.. ES 4x dy. 


—* 
Hiedurch geht die Gleichung (17) in 


18) S, A(döz — pdx — qdy) d2S dxdy=o 
 Ver+etı deay 
über. 


Iſt der Theil der Oberfläche der Slüffigfeit, in welchem fich der 
Punct x, y, z befindet, wie es bei unzufammendrüdbaren Slüffigfeis 


ten der Fall zu feyn pflegt, frei, fo find die Variationen dx, dy, Sz: 


willkürliche Größen, und ed muß, um diefer Gleichung Genüge zu lei: 
ften, A verfchwinden, was wir bereit8 in der vorhergehenden Vorlefung 
bemerft haben. Grenzt aber diefer Theil der Oberfläche der Fluͤſſigkeit 
an eine feſte Wand, oder an einen in die Flüſſigkeit getauchten feften 
Körper, fo müſſen die Variationen der Coordinaten offenbar der Glei— 
hung diefer Wand, oder des Theiles der Oberfläche des ſeſten Kör⸗ 
pers, welcher von der Flüſſigkeit berührt wird, entfprechen, und daher 
mn, da diefelbe Bleichung auch dem erwähnten Theile der Oberfläche. 
der ſlüſigkeir mu die Gleihung 
oz = pe%k +gq 
Statt finden, wodurd die Gleichung (18) erfüllt wird, ohne. daß der 
genannfe Umſtand eine neue Bedingung herbeifuͤhrt. 
Es fällt übrigens in die Augen, daß das Product 
(dr — pôx — ady) 
Vetetn | 
das Moment einer in dem Puncte x, y, z auf die Flaͤche da=pdx-{-qdy 
normal wirfenden Kraft anzeigt, woraus erhellet, daß jeder Punek eis 
ner die Slüffigfeit begrenzenden Wand, oder des in diefelbe getauchten 


\ ® 


# 


"Ip 


? 


| 
i 


F r 343 Az Bg3, 
folglich der Sefammtdrud auf bie erwähnte Wand 
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‚tt. 


350 


Theiles eined feſten Körpers von der Fläffigfeit einen normalen Drud 
erleidet, deflen Größe durch den. diefem Puncte correſpondirenden Werth 
von A beſtimmt wird. 

Iſt eine Wand des eine Flüſſi igkeit enthaltenden Gefaͤßes en, 
fo find die Richtungen der Kräfte, welche die Fluͤſſigkeit auf ſaͤmmtliche 
Puncte diefer Wand ausübt, einander parallel, und ihre Geſammt⸗ 
virkung wird durch das Sur 


SS 


in fo ferne man baffelbe über J ganze Wand außdehnt, angegeben. 
Befindet fih 3.8. eine unzufammendrüdbare, durchgehende glei) 
bichte, bloß von der Schwere afficirte Slüffigfeit in einem mit einer 
ebenen Seitenwand (oder auch, wenn man will, mit einem ebenen, ho⸗ 
rizontalen oder geneigten Boden) verfehenen Gefäße, fo ift, wenn wir 
die Oberfläche der Blüffigfeit für die Ebene der xy gelten laflen, und das 
Gewicht der Blüffigfeit unter der Einheit ded Volums durch 8 anzeigen, 


⸗ 


5 ix dy, 





1 





= g//: 


Bezeichnen wir nun die Entfernung des Schwerpunctes der Flaͤche 
der Wand von der Oberfläche der Fluͤſſigkeit durch 2, und die Größe 
der Wand durch S, fo iſt, der Theorie der parallelen Kräfte gemäß: 


AS 
Segler = 88, 


alfo dee anf die Wand von der Flüffigfeit ausgeibte Drud == g82; 
d. 5. eine fchwere, homogene, ungufammendrüdbare Fluͤſſigkeit wirft 
auf eine ebene Wand des Gefäßes, in welches fie eingefchloffen ift, 
mit dem Gewichte einer Säule derfelben Slüffigfeit, welche diefe Wand 
zur Bafid, und die Entfernung des Schwerpunctes der Wand von der 
Dberfläche der Slüffigfeit zur Höhe hätte. Es verändert fich alfo Dies 
fer Drud nicht, wenn die Neigung der Wand gegen den Horizont ſich 
ändert, ohne ihre Größe und die Pofition ihtes Schwerpunctes zu ver⸗ 
aͤndern. 

Das Gleichgewicht fluͤſſiger Körper läßt ſich oft mit Vortheil auch 
aus einem anderen Geſichtopuncte, als es in der vorhergehenden Vor⸗ 
leſung geſchehen iſt, betrachten. 


— dy. 
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Wenn nämlich ein flüffiger Körper fich im Zuftande des Gleichge⸗ 
wichte® befindet, fo muß in jedem Theile deffelben, welchen man durch 
unverrüdbare Wände von der übrigen Flüffigfeit abfondert, vermöge 
der diefem Theile entfprechenden Kräfte Gleichgewicht herrfchen. Der 
Widerftand diefer Wände hebt nämlich das Beſtreben ded genannten 
Theiles des flüfligen Körpers, feine Tage zu verändern, eben fo auf, 
wie die Begenwirfung der ihn umgebenden Flüfligfeit. Und umgefehrt, 
wenn jeder wie immer durch fefte Wände begrenzte Theil einer Fluͤſſig⸗ 
keit für fih im Gleichgewichte ift, fo findet auch in der gelammten 
Mofle Sleichgewicht Statt. 

Es ift daher zur Entfcheidimg über das Gleichgewicht einer von 
beliebigen Kraͤften afficirten Fluͤſſigkeit hinreichend, den Zuſtand eines 
von dieſer Fluͤſſigkeit abgeſonderten, entweder in ſich ſelbſt zurückkeh⸗ 
renden, oder an freien Theilen der Oberfläche derſelben ſich endigenden 
Canals von unendlich geringem Durchmeifer, aber fonft von völlig uns 
beflimmter Geftalt, in Erwägung zu ziehen. 

Bon diefer Anfiht ausgehend, gelangt man mit Leichtigkeit zw 
den in dex vorhergehenden Vorlefung erhaltenen Refultaten. Es feyen 
x, Y, 2 bie Coordinaten eines Punctes eined folchen Canals; X, X, 
Z die an demfelben nad) den Richtungen diefer Coordinaten thätigen 
Kräfte; w der unendlich Feine Slächeninhalt eines durch den Punct 
x, Y, 2 auf die Curve, nad) welcher der Canal geitaltet ijt, fenfrecht 
geführten Auerfchnittes; ds dad eben demielben Puncte entfprechende 
Differenzial eines Bogens diefer Curve, alfo uwds das Differenzial 
ded Volums des Canals; und endlidy „ die Dichtigfeit der in dieſem 
Differenzial enthaltenen Sluffigfeit, fo wird zum Gtattfinden des 
Gleichgewichtes in dem genannten Canale erfordert, daß die Gleichung 

SAX5dx + Ydy + Ziz)nod = 
beſtehe, in welcher die Integration auf den ganzen Canal auszudeh⸗ 
nen ift. 

Um aus diefer Gleichung die Bedingung des Gleichgewichtes eis 
ner unzufammendrücbaren Slüjligfeit abzuleiten, bedenfe man, daß - 
die Variationen dx, $y, $z an die Gleichung der Curve, welche der 
Canal darftellt, gebunden find, daher 

$x as 87 _ d ay 82 — dı 
Ss das! Ts As’ TE des 
if, wodurch ſich dieſe Gleichung auch auf die Form 
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/&Adx + Ydy + Zd)yuds=0 - 


bringen Täßt. Aber vermöge der Unzufammendrüdbarkeit der Flüſſig⸗ 
feit ift co Fs eine beftändige Größe ; daher haben wir aud) 


. Su Xdx + Ydy + Zdz) = o. 

Diefe Gleihung muß für jede Geftalt des Canald, das ift, für 
jede zwifchen x, y, z beflehende Relation Statt finden was voraus⸗ 
ſetzt, daß die Differenzialformel 

u(Xx + Ydy + 242), 
an und für fich betrachtet, eine integrable if. 

WIN man den Drud Fennen lernen, welchen ein beflimmtes Theil: 
chen der im erwähnten Canale befindlichen Slüffigfeit erleidet, denke 
man fi diefen Canal naͤchſt dem gegebenen Theilchen durch eine bes 
wegliche Wand gefchloffen, und an jedem Puncte derfelben eine Kraft 
— 2 angebracht, welche dem Drude der Slüffigfeit auf diefe Wand 
das Gleichgewicht Hält; man muß nun dad Moment der auf die Wand 
wirkenden Gefammtfraft zu jenen der anderen Kräfte hinzufügen, wor 
durch fich, wenn w‘ und s/ die ben genannten Xheilchen zugehörigen 
Werthe von w und s vorfiellen , die Bedingungsgleichung bed Gleich⸗ 
gewichtes 

— Aw/ds 4 /((Xax N Ydy + Zdz)nuds — 0 
ergibt. Aus derfelben folgt, da “ds conflant und = w/dsr iſt, 

r = /u(Xdx + Ydy 4 Zdz), 
wie in der vorhergehenden Vorleſung. 

Man kann auch von der Gleichung 

SLX0x + Ydy + 292) swds + Ad(ods)] = o 
ausgehen, in welcher A den gewöhnlichen Multiplicator anzeigt. Bez 
trachtet man, was allerdings erlaubt ift, c durch die ganze Auodeh⸗ 
nung des Canals ald conftant, fo hat man 


/SIX°x -+ Ydy + Zöz)uds Add] = 0, 
welche Gleichung ebenfalls auf die befannten Nefultate führt. 

Wenn zwifchen den-Feinften Theilchen einer unzuſammendruͤckba⸗ 
ren Slüffigfeit eine wechfelfeitige Anziehung befteht, fo entfpringt dars 
aus allein, abgefehen von anderen Kräften, eine Einwirfung auf jeden 
Punct eined freien Theiles der Oberfläche diefer Flüſſigkeit, vermöge 
welcher derfelbe gegen dad Innere des fläffigen Körpers gezogen wird. 
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Wir wollen. die Befchaffenheit der folchergeftalt auf die Oberfläche einer 
gleichförmig dichten Slüffigfeit ausgeribten Kraft unter der Vorausfepung 
näher betrachten, daß die wechfelfeitige Anziehung zweier Theilchen nur 
bei den geringiten Entfernungen derfelben eine wahrnehmbare Wirfung 
zu erzeugen vermag, hingegen bei jeder merflichen Entfernung eines 
Theilchens von dem andern völlig verfchwindet, wie auch immer biefe 
Anziehung von dem Abflande der auf einander wirfenden Zheilchen 
ſonſt noch abhaͤngen mag. 

Nehmen wir erſtlich an, die Oberflaͤche der Fluͤſſigkeit fen conver, 
und habe die Kugelgeftalt; ihr Halbmefler fey a, und der Radiusvee⸗ 
tor, weldyer von ihrem Mittelpunete zu einem außerhalb der Klüffig- 
feit in unmerflicher Entfernung von ihrer Oberfläche befindlichen Puncte 
geht, fey x, fo wird die Kraft, mit weldyer die Blüffigfeit den gedach- 
ten Punct anzieht ,. da die entfernteren Theilchen-derfelben hiezu nichts 
beitragen, und es demnath nicht darauf anfömmt, ob die ganze Ku⸗ 
gel, oder nur ein Theil davon vorhanden ift, der in ber vierten Vorles 


fung gegebenen Bormel (4) gemäß, durch - 
1. 
di - /rdr[F’(kk+r) - P-TV 
an ren re] " v] \ 


dx 

audgedrinft, wobei der Einfachheit wegen die Dichtigfeit der Flüſſig⸗ 
feit = 1 ift, und r den Abftand eines Theilchens derſelben vom Cen⸗ 
trum der Kugel bedeutet; ferner, wenn F(r) das Anziehungsgeſetz dar⸗ 
ſtellt, und /F(r) dr== F’(r) geſetzt wird, Fu(r) == /r F’(r) dr 
ift, und endlich die Integration fi von r =. o.bid r==a erfireden 
muß." Die Richtung dieſer Kraft iſt gegen die Oberfläche der Flüſſig⸗ 
feit normal. 

Denken wir uns nun normal auf die Oherfläche ber Flüffigfeit 
eine aus derfelben Materie beftehende Säule von unendlich geringem 
Durchmeifer errichtet, deren Querfchnitt » heiße, fo gibt das von 
x=a anfangende Integral o/Pdx die Wirkung der Flüffigfeit auf 
das Stüd der Säule an, welches ſich über die Oberfläche derfelben 
zur Höhe x—a erhebt. Diefe Wirfung ift alfo 


ATO 


= we rdr[F”’(x+r) — Ft (<—r)] 


— rdr [F(aTr) — Fr(a—r)]. 


Gebẽn wir nun der Größe x einen von a merklich verſchiedenen Werth, 
Ettingshauſen's niath. Vorleſungen. IL 23 . 
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fo ift, nebſt afr und x+-r, auch x—r eine merfliche Größe; ed 


verfchwinden daher Flat r), F(x+r), F(x—r) für jeden Umfang 


den Werthe von x; folglich auch F(a Pr), Filx+r), FFir—r) 
und fomit beiteht für den auf die Einheit der Flaͤchen bezogenen Drud, 
welchen bie bier betrachtete Säule auf die Oberfläche der Zlüffigfeit 
ausübt, die Formel 

21x 


MNras Fi(a =r). 
Es ſey nun a—r==e, al r=a—zı, fo geht diefelbe in 


—F | (a— 2) de Ft (2) — —A 


au [" Pute)dn "2 | "wFlayde 


über. Da Frr(z) für jeden merflichen Werth von z verfchwindet , fo 
ift es einerlei, ob man die Integrationen bi6 za, ober bis zoo 


auödehnt, und man kann deßhalb die Integralien 2x f, "Fu (z) dz 


und 2x f. "zru (z) dz, welche wir durch A und B vorftellen wollen, 


als von a independente conftante Größen betzachten. Der Außdrud der 
Kraft, mit welcher ein, durch eine convere Kugelfläche begrenzter Koͤr⸗ 
per eine außerhalb deſſelben befindliche, auf diefer Fläche normal fies 


hende, Säule von merfliher Länge anzieht, hat bemnad) die Form 


A _- wobei A und B befländige Größen find, und a den Halbmef- 
fer der Kugelfläche angibt. ' 

Denkt man fich die erwähnte Säule von Släffigfeit umgeben, fo 
hebt diefe offenbar die Wirkung der früher betrachteten auf; es ift alfo 
die Kraft, welche eine durch eine concave Kugelfläche, vom Halbmeſſer 
a, begrenzte Blüffigfeit auf eine in ihrem Innern befindliche, an diefer 
Kugelfläche normal fich endigende Säule ausübt, = A — =. 

Waͤchſt a unendlich, fo nähert fich die fo eben angegebene Kraft 
ohne Ende der Grenze A; mithin zeige A die Kraft an, mit welcher 
eine mit ebener Oberfläche verfehene Zlüffigfeit, vermöge deö Zufammen- 
hanges ihrer Heinften Xheilchen, die diefer Oberfläche zunächft liegenden 
gegen die Davon entfernteren drüdt. | 

Die durch den Endpunct der Säule zur fugelförmigen Oberfläche 
geführte tangirende Ebene begrenzt, zugleich mit diefer Oberfläche, ein 


4 
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Segment, deffen Wirkung auf die Säule, wie man aus den vorans- 
geſchickten Refultaten Leicht entnehmen wird, =- iſt. Auch erbellet 
and dem Urfprunge der Größen A und B, daß die erftere Oröße das 
Glied = — bei weitem überfteigt. 


Sat ein flüffiger Körper eine convere Fugelförmige Oberfläche, fo 
ift feine Einwirkung auf die Theilchen nächft diefer Oberfläche um das 
Doppelte der von einem ſolchen Segmente herrührenden Kraft größer, 
als fie ausfallen würde, wenn die Oberfläche der Blüffigfeit concav, 
und mit demfelben Halbmeſſer beſchrieben waͤre. Es iſt alſo die ge⸗ 


nannte Einwirfung = —=A += ‚, und von ber einer concaven Oberfläche 


eorrefpondirenden bloß durch das Zeichen des Halbmeſſers a unter⸗ 
ſchieden. 

Die Einwirkung eines mit beliebiger Oberflaͤche verſehenen fluͤſſi 
gen Körpers auf die dieſer Oberfläche naͤchſten Theilchen laͤßt ſich nun 
ohne Schwierigkeit durch einen analytifchen Ausdrud darftellen. 


Man führe durch die, zu irgend einem Puncte der Oberfläche der 
Flüſſigkeit gehörende Normallinie zwei einander unendlich nahe Ebenen, 
welche mit einander, in fo ferne die Neigung einer derfelben gegen eine 
durch diefelbe Normale gelegte fire Ebene == 9 ift, den Winkel do 
bilden, fo fann man, da die von entfernteren Theilchen auögehende 
"Anziehung in feine Betrachtung koͤmmt, die Kraft, welche von dem, 
zwifchen diefen zwei Ebenen enthaltenen Segmente der Flüſſigkeit auf 
die der Normale nächften, an der Oberfläche liegenden, Theilchen pa⸗ 
rallel mit der Normale ausgeübt wird, jener gleich ſetzen, welche von 
dem durch diefelben Ebenen begrenzten Segmente einer Kugel berührt, 
deren Mittelpunct und Halbmeſſer mit dem Krümmungsmittelpuncte 
‘und Krümmungshalbmeſſer des von einer diefer Ebenen in die Obers 
fläche der Slüffigfeit gemachten Schnittes übereinftimmen. Da die Wir: 
fung eines folchen Kugelfegmentes fich zur Wirkung der ganzen Kugel 
verhält, wie d® zu 2w; ferner, wenn R, und R, den größten und 
Fleinften Krümmungshalbmeffer aller durch den Endpunct der Normale 
auf der Oberfläche der Fluͤſſigkeit verzeichneten Curven vorftellen , und 
die fire Ebene, von welcher der Winkel & feinen Anfang nimmt, diefe 
Dberfläche in einer Curve fchneidet, deren Kruͤmmungshalbmeſſer R, 
ift, der Halbmeſſer der erwähnten Kugel (fiebjehnte Vorlefung über 

23 * 


v 
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RB,R 
die Geometrie (15)) durch R, sin. + R,cos. 62 7 5 „cos. 02 


ift die von jenem Segmente ausgehende Kraft 
=-[4+ B(z- cos. 0° + zen.) ] dB, \ 


folglic) die Einwirfung ded ganzen Körpers auf den genaunten Punct 
feiner Oberfläche 


= — ‚ P+rG 6 + Lein)] a0 
=A+iB(a tn) 
wobei die Werthe von R, und R, pofitiv oder negativ genommen wer 
den müffen, je nachdem fie einem converen oder concaven Schnitte 
correfpondiren. 
Auf der hier gefundenen Formel beruht die fi innreiche, von La⸗ 
place gegebene Theorie der Erfcheinungen der Haarröhrchen, derem 


erfie. Gründe man in B aumgar tner's Naturlehre vorgetragen 
findet. 


ausgebrüdt wird ſo 


Fünfzehnte Vorlefung. 
Über die Grundformeln der Bewegungslehre. 


NM. gegenwärtiger Vorlefung beginnen wir die Auseinandera 
feßung ber Lehre von der Bewegung oder der Dynamik, welche den 
zweiten Haupttheil der Mechanik ausmacht. 

‚ Betrachten wir die Bewegung bloß, in fo ferne fie fih uns ale 
Drtöveränderung eine räumlichen Gegenflandes, des fogenannten Be- 
weglichen, darftellt, ohne auf die Urfachen, denen fie ihr Dafeyn 
verdbanft, Nüdficht zu nehmen, fo erfennen wir, daß jeder Punct des 
Beweglichen nur dadurch aus einer Lage in die andere fommen fann, 
Daß er eine gewille Linie oder Bahn durchlauft, und hiezu eine ge- 
wife Zeit verwendet: Iſt und daher die Dauer einer Bewegung, Die 
Geſtalt der dabei befchriebenen Bahn, die Gegend, nad) welcher. das 
Bewegliche in feiner Bahn fortfchreitet,, und die Größe des während 
eined jeden einzelnen Zeittheiled zurüdgelegten Weges oder Raumes 
befannt, fo befipen wir eine volftändige Einſicht in die Befchaffenheit 
Diefer Bewegung. 

Da jeder materielle Punct unfähig ift, feinen Zuſtand ſelbſtthaͤ⸗ 
tig zu aͤndern, welche Unfaͤhigkeit man, dem angenommenen Sprach⸗ 
gebrauche gemaͤß, mit dem Worte Traͤgheit bezeichnet, ſo muß er, 
wenn ex ſich bereits in Bewegung befindet, und ſich ſelbſt überlaffen 
wird, d. b. wenn feine Kraft auf ihn einwirft, abgefehen von jedem Hin⸗ 
derniſſe, vermöge der Fähigkeit, welche er erlangt hat, nach einer gewif: 
fen Richtung und mit einer gewilfen Geſchwindigkeit fortiu 
fchreiten, d. 5. binnen jedem gegebenen Zeittheile einen. beflimmten 
Raum zu befchreiben, ſich unaufhörlich auf diefelbe Weife fortbewegen. 
Diefer Punct wird alſo die gerade Linie, welcher er bis jegt folgte, 
nicht verlaffen, oder wenn er eine krumme Linie befchrieb, von. dem 
Augenblide an, in welchem er ſich felbft überlaffen blieb, Die Tangente 
feiner frummlinigen Bahn einfchlagen, und immer diefelbe Geſchwin⸗ 
digkeit beibehalten. 

Men nennt eine Bewegung, welche ſtets nach derſelben Rich⸗ 
tung erfolgt, eine geradlinige, und diejenige, bei der ſtets dies 
felbe Befchwindigfeit Statt findet, d. h. in allen gleichen Zeiten gleiche 
Raͤnme zurückgelegt werden, eine gleichförmige, zum Unterſchiede 
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von der Frummlinigen und ungleihförmigen, welde die 
entgegengefepte Befchaffenheit beſitzen. 

Da wie jederzeit jagen, eine gleichförmige Bewegung fey zwei 
Mol, drei Mal u. ſ. w. fchneller oder Tangfamer, ald eine an⸗ 
dere, wenn das Beivegliche bei der erfteren binnen einer feftgefegten 
Zeit einen zwei Mal, drei Mal u. f. w. größeren oder Heineren Raum 


durchlauft, fo nehmen wir hiedurch ftillfhweigend an, daß die Ge⸗ 


fhwindigfeiten mit den Räumen im geraden, und mit den dazu erfors 
derlichen Seiten im verfehrten Verhältniffe ſtehen. Wählen wir nun, 
der Einfachheit der Rechnung wegen, die Befchwindigfeit, vermöge 
welcher ein Punct während der Zeiteinheit die Einheit der Längen 
gleichförmig durchlauft, zur Einheit der Sefchwindigfeiten, fo können 
wir jede Gefchwindigfeit durch den Quotienten meſſen, welchen ein ihe 
“ entfprechender Raum, durch die zugehörige Zeit getheilt, darbietet, 
und demnach jeden gleichförmig zurüdigelegten Raum durd dad Pres 
duct der correfpondirenden Geſchwindigkeit mit der Zeit ausdrüden. 

Das Geſetz der gleichförmigen Bewegung wird alfo durch eine 
ber Gleichungen 


5 a 
27, == ct, = - 


dargeſtellt, wobei t irgend eine Zeit, s den während derfelben befchrie= 
benen Raum, und ce die Befchwindigfeit, mit welcher die Bewegung 
erfolgt, anzeigt. Wir fehen zugleich, daß der numerifche Werth der 
Geſchwindigkeit mit jenen des ihr gemäß binnen der Zeit ı durchlaufes 
nen Raumes übereinftimmt. 
Da die Fortdauer der Gleichförmigfeit der Bewegung eined mar 
terielen Yunctes ein bloße Nefultat feiner Traͤgheit ift, fo feht dad 
Daſeyn einer ungleihförmigen Bewegung die ununterbrochene Wirk 
ſamkeit gewiſſer Kräfte, oder wenigftend gewiffer Hinderniffe der Bewer 
gung, voraus. Denken wir uns diefe Kräfte oder Hinderniffe in einem 
beftimmten Augenblide aufhörend, fo geht das Bewegliche mit einer 
beftimmten Gefchwindigfeit gleichförmig fort, und diefe ift ed, welche 
wir und vorzuftellen haben, wenn wir bei einer ungleichförmigen Bes 
wegung von der irgend einem Augenblide zugehörigen Gefhwindigfeit 
des Beweglichen fprechen. Nimmt die erwähnte Gefchwindigfeit waͤh⸗ 
rend der Bewegung zu, fo heißt die Bewegung eine befchleunigte; 
nimmt fie ab, fo heißt die Bewegung eine verzögerte. 
Bejeichnen wir den, bei einer ungleichförmigen Bewegung wäß- 
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send der von einem fetgefepten Augenblide an gezählten Zeit t befchrie- 
benen Raum durch s, und die am Ende deffelben Statt findende Ge⸗ 
ſchwindigkeit durch v, fo beſteht die vollſtaͤndige Berechnung dieſer Be⸗ 
wegung in der Ausmittelung einer Gleichung zwiſchen je zweien der 
Größen s, vr, t, wenn die dazu erforderlichen Daten vorhanden find. 
Die Auflöfung diefed Problems beruht größten Theild anf der Integras 
tion einer, die genannten drei Größen verfnüpfenden, Differenzialgleis 
dung, mit deren Aufftellung wir uns fogleicy befchäftigen wollen. 
Denfen wir und die Bewegung über die Zeit t hinaus noch durch 
den Zeittheil At nach demfelben Gefege fortdauernd, fo fönnen wir of⸗ 
fenbar Art jederzeit fo Mein annehmen, daß die Gefchwindigfeit des 
Beweglichen während dieſes Zeittheiles entweder ununterbrochen waͤchſt, 
sder ununterbrochen abnimmt. Laſſen wir den erften Fall gelten, und 
fegen wir die Gefchwindigfeit, welche dem Beweglichen am Ende der 
Zeit + At zukommt, =v-+- Av, wobei die Änderung Av, wel 
he die Geſchwindigkeit v nach Verlauf des Zeittheiled At erlangt bat, 
pofitiv iſt; ferner den während deö Zeittheiles Art befchriebenen Raum 
= As: fo ift As augenfcheinlicy größer alö der Raum, den das Be⸗ 
wegliche während der Zeit At zurüdgelegt haben würde, wenn ſich die 
am Anfange diefer Zeit Statt findende Gefchwindigfeit nicht geändert 
hätte, und Eleiner ald der Raum, welcher während 'eben diejer Zeit 
mit der erfi am Ende derfelben erlangten Gefchwindigfeit v+ör 
befchrieben worden wäre; d. h. es ift 


As ) vAt und As (-AvV) At, 
mithin — und =<r+ör 


Laſſen wir jebt den Zeittheil At in den Zuftand des unendlichen 
Abnehmens Abergehen „ſo wird auch Av unendlich klein, und der 


Quotient — = nähert fi nothwendig der Grenze v ohne Ende, woraus 
* = voder de = rat | 

folgt. Zu demfelben Refultate wären wir gekommen, wenn wir bie 
Gefchwindigfeit v ald eine während der Zeitdifferenz At fortwährend 
abnehmende Größe betrachtet hätten, weßmegen Av negativ wird, und 
in den obigen Vergleichungen das Zeichen > mir < verwechſelt wer: 
den muß. “ 

Iſt nun v als eine Function von t gegeben, fo. finden wir den 
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Kaum s durch die Integration der Differenzialformel v dt, wobei die dem 
—— Conſtante meiftend durch die Bedingung, daß s mit 

t zugleich entſteht, alſo für = o auch s= 0 feyn muß , beftimmt 
wird. Diefelbe Differenzialformel dient uns zur Angabe von s, wenn 
wir t durch v auszudrücden vermögen. Kennen wir die Verbindung der 
Größen s und v, fo erhalten wir den entfprechenden Werth von t durch 


die Integration der Differenzialformel -, wobei zur Beſtimmung der 


Konftante überdieß die amı Anfange der Bewegung Statt findende Ge: 
fhivindigfeit gegeben: feyn muß. Am leichteiten it die Angabe der 
Geſchwindigkeit am Ende einer beflimmten Zeit, wenn man die zwi⸗ 
[hen derfelben und dem correfpondirenden Raume befiehende Relation 


fennt, denn fie erfordert, wie die Gleihung v = Te ze lt, bloß Oper 


rationen der Differenzialrechnung. 
Die einfachften ungleihförmigen Bewegungen find: die gleich- 


: förmig befhleunigte, umd die gleihförmig verzögerte. 


Bei beiden ändert ſich die Gefchwindigfeit des Beweglichkn in demfel- 
ben Verbältniffe, wie die Zeit, und zwar bei der erfteren wachfend, 
und bei der legteren abnehmen. 

Bezeichnen wir die am Anfange der Zeit t dem Beweglichen ei⸗ 
genthumliche Geſchwindigkeit durch e, und die Größe, um welche ſich 
‚die Geſchwindigkeit während der Zeiteinheit ändert, durch g, fo wird 
die am Ende der genannten Zeit Statt findende Gefchwindigfeit bei der 
gleihförmig befchleunigten Bewegung durch die Formel 


v=c-+ gt, 
und bei der gleichförmig verzögerten durch 

v=c— gt 
audgedrüdt. Um daher die zweite aus der erften abzuleiten, braucht 
man bloß die Conſtante g als negativ zu betrachten. Iſt == - = ger 


worden , fo verfchwindet die Gefchwindigfeit bei der gleichförmig —*— 
gerten Bewegung, und wächft t über dieſe Grenze hinaus, fo erſcheint 
vnegativ, und, nimmt ohne Ende zu; woraus erhellet ,- daß jegt, dem 
Geſetze diefer Bewegung gemäß, die Richtung des Beweglichen in die 
entgegengefepte übergeht , und feine Gefhwindigfeit nad) letzterer fort: 
während befchleuniget wird. 

Bür den während der Zeit t befchriebenen und nach der anfängli: 


Ed 
- 


‘ 


hen Richtung des Bemweglichen gerechneten Raum s haben wir, wenn 
wir beide Faͤlle in eine Formel zufammenfaffen: 
‚ds=(c + gUdt, 
folglich s—= ct + : gr. 


Bei der gleichförmig verzögerten Bewegung erhält man nicht nur 


x 


allein, wie es die der Integration zum Grunde liegende Vorausſetzung 


mit fi) bringt, für t= 0, fondern aud) für t = r ‚8=0; wel 
ches Reſultat, fo wie auch das Verſchwinden von s fuͤr t — — 
bei der gleichförmig beſchleunigten Bewegung Jeder, der mit der Theo⸗ 
rie der entgegengefegten. Groͤßen vertraut ift, ohne Mühe interpretiren 
wird. on 
Faſſen wir die Kräfte, welche beftimmte Bewegungen hervors 
bringen, in der Abficht in das Auge, um die zwifchen ihnen als Urfa- 
hen, und den Bewegungen als den Wirfungen obwaltende Verbindung 
fennen zu lernen, fo müllen wir, den oben angeführten zwei Grund⸗ 
formen der Bewegung gemäß, ‚auch zwei Arten von Kräften wohl uns 
terfcheiden. | \ 

Bei den einen, denen wir den Namen momentane Kräfte 
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beilegen wollen, ift die Erzeugung der Bewegung das Werf eines Aus 


genblickes, fo daß fich feine noch fo Fleine Zeit angeben läßt, während 
welcher ihre Einwirkung auf das Bewegliche fortdauerte; afficirt dem: 
nach eine Kraft diefer Art einen ruhenden materiellen Punct, fo ge 
räth er. nach der Richtung derfelben in eine gleichförmige Bewegung, 
deren Geſchwindigkeit offenbar ſowohl von der Energie der Kraft, als 
auch von dem Widerſtande, welchen ihr der genannte Punct vermöge 
feiner Trägheit entgegenfeßt, abhängt. Die anderen hingegen , welche 
eontinuirliche Kräfte heißen follen, wirfen auf das Bewegliche, 
wenigftend während einer gewijlen Zeit, ohne Unterlaß, fo daß es fei- 
nen noch fo Eleinen .Zeittheil gibt, während welchem fie nicht thätig waͤ⸗ 
sen. Sede continuirliche Kraft verfegt einen materiellen Punct aus der 
Nude in eine befchleunigte Bewegung; die Geſchwindigkeit, welche der⸗ 


ſelbe nach Verlauf einer gegebenen Zeit beſitzt, wird durch die Dauer 
der Einwirkung dieſer Kraft auf das Bewegliche, durch das Geſetz, 


welches ihre Intenſitaͤt dabei befolgt, und durch die Traͤgheit des ie: 
weglichen beſtimmt. Cine continuirliche Kraft, welche dad Vewegliche 
ſtets mit einerlei Stärke affieirt, wird insbefondere eine beſtaͤndige 
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Kraft genannt; unterliegt aber die Energie der continuirlichen Kraft 
einem Wechfel, fo fagt man, fie fey eine veränderliche. 


So lange bloß vom Bleichgewichte der Kräfte Die Rede war, has 


ben wir, der in der erſten Vorlefung gemachten Vorausſetzung zu Folge, 
Die Intenfität einer Kraft nur nach ihren Leiftungen beurtheilt, welche 
fie und in Bezug auf die Vernichtung der Wirkungen anderer Kräfte 
vor Augen legte. Eine beliebige Kraft wurde al6 Einheit der Kräfte 
angenommen, und dad Verhältniß jeder gegebenen Kraft zu diefer Ein- 
heit bloß dadurch beftimmt, daß man überhaupt eine Kraft al$ das 
Doppelte, dad Dreifache u. f. w. einer anderen anfah, wenn fie der 
Dereinigung zweier, oder dreier, mit letzterer identifcher Kräfte gerade 
entgegen wirkend das Gleichgewicht halt. Mit gleichem Rechte kann 
man, wenn man die Bewegungslehre für fich allein behandelt, die 
Kräfte nach den Gefchwindigkeiten fchägen, welche fie unter völlig glei⸗ 
- den Umftänden erzeugen ; alfo eine momentane Kraft dad Doppelte, 
Dreifache 2c. einer anderen nennen, wenn fie einem und demfelben ma⸗ 
teriellen Puncte eine zwei Mal, drei Mal ꝛc. größere Geſchwindigkeit 
beibringt, als legtere; ferner eine continuirliche Kraft als dad Dops 
pelte, Dreifache re. einer anderen betrachten, wem fie einem und dem⸗ 
felben materiellen Puncte durch ihre, binnen einer feftgefegten Zeit mit 
ungeänderter Intenfität fortgefegte, Wirkſamkeit eine zwei Mal, drei 
Mal ıc. größere Geſchwindigkeit ertheilen würde, als letztere. ‚Hieraus 
folgt aber keinesweges nothwendig, daß die Zahlen, durch welche zwei 
Kräfte nad) der einen und nach der anderen Anficht vorgeftellt werden, 
mit einander in dem nämlichen Verbältniffe ſtehen. Wir wollen jedoch 
die Sleichheit diefer Verhältniffe als die einfachfte Vorausſetzung, welche 
wir über dad Wefen der Kräfte aufzuftellen vermögen, unferen fünftis 
gen Unterfuchungen zum Grunde legen, zumal, da die Übereinftimmung 
der auf diefelbe gebauten Nefultate mit der Erfahrung lehrt, daß alle 
in der Natur thätigen Kraͤfte die erwähnte Befchaffenheit befipen. 

Die fo eben audgefprochene Vorausſetzung, und der für fich ein⸗ 
leuchtende Sag, daß die Kräfte, welche verfähiedenen materiellen 
Puncten unter gleihen Umfländen einerlei Gefchwindigfeiten ertheilen 
folen, ſich gerade fo verhalten müflen, wie die mit diefen Puncten 
verbundenen Maffen, feben uns in den Stand, jede an einer gegebe- 
sen Maſſe m angebrachte momentane Kraft P durch diefe Maffe und 
durch die Geſchwindigkeit c, welche fie derſelben beizubringen vermag , 
wie auch jede epntinuirliche Kraft Q durch die von ihr bewegte Maffe m 
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umd durch die Gefchwindigfeit v, welche: diefe Mafle vermöge der un« 
veränderten Wirkſamkeit der genannten Kraft binnen einer beftimmten 
Zeit t erlangen würde, auf eine einfache Weiſe auszudrüden. Waͤh⸗ 
len wir nämlid, da die momentanen und die continuirlichen Kräfte ab⸗ 
gefouderte Einheiten erfordern, diejenige momentane Kraft zur Einheit, . 
welche die Einheit der Maſſen mit der Einheit der Gefchwindigfeiten 
in Bewegung ſetzt; nehmen wir ferner diejenige continuirliche Kraft 
für die Einheit an, welche der Mafle ı binnen der Zeit ı die Gefchwin- 
digkeit a beibringt, fo ift, wie man leicht fieht, 
P=mo 
mv 
und Q = —7 


Will man aber eine veraͤnderliche, auf die Maſſe m wirkende eon⸗ 
tinuirliche Kraft q durch dieſe Maſſe und durch die Geſchwindigkeit v, 
welche diefelbe vermöge der genannten Kraft während der Zeit t wirk⸗ 
lid) erlangt , darftellen, fo muß man die Differenzialrehuung zu Hülfe 
nehmen. Es gehe nämlich die Kraft q binnen des auf t folgenden 
Zeittheiles At in qg-+ Ag über, fo fann man At fo Mein denken, 
daß Aq während des ganzen Verlaufes dieſes Zeittheiled entweder . 
ſtets pofitiv oder ftetö negativ bleibt. Laffen wir den erften Ball gelten, 
und nennen wir die Gefchwindigfeit, welche dad Bewegliche am Ende 
des Zeittheiled Ar befipt, v + Av, fo ift q offenbar feiner, g+-Agq 
hingegen größer als die beftändige continnirliche Kraft, welche der 
Maſſe m während der Zeit At den Zufap Av an Gefchwindigfeit zu 
ertbeilen vermag, d. b. es ill | 

4— und g+ag> TT. 
Stellen wir uns jetzt Ar im Zuftande deö unendlichen Abnehmens 


vor, fo nähert ſich = — ohne Ende der Grenze q, und es belebt das 
ber die Gleichung 








mdv 
dt ° 





gq= 


Da v= n ift, in fo ferne s den während ber Zeit t zuruͤckge⸗ 
legten Raum bedeutet, fo haben wir, wenn wir, wie ed bei allen dy⸗ 
namifchen Forſchungen zu gefcheheh pflegt, bei dem Differenziren dies 
ſes Ausdrudes das Differenzial der Zeit als conftant behandeln, 
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dv d's 

" dt dw’ 
mithin auch 

Pe gen. 

av 


Schaffen wir endlich aus der obigen Formel für q mittelft des 
Ausdruckes für v das Differenzial dr weg, ſo ergibt fich 
mvdv 2 

ds 

Diefe Gleichungen verhelfen und zur Auflöfung aller, eine un 
gleihförmige Bewegung betreffenden Probleme, in welchen die diefe 
Bewegung hervorbringende continuirliche Kraft entweder als eine Func⸗ 
tion der Zeit, ober deö bereitd zurückgelegten Raumes, oder der er⸗ 
laugten Geſchwindigkeit gegeben iſt. 





gm 
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Sechzehnte Vorleſung. 
Über die Auflöfung einiger, die geradlinige Bes 
wegung einedöPuncted betreffenden, Aufgaben. 





U. den Gebrauch der in der vorhergehenden Vorleſung gewon⸗ 
nenen Formeln in ein helleres Licht zu ſetzen, wollen wir dieſelben auf 
die Auflöfung einiger intereſſanter Problene anwenden. 

Erfte Aufgabe. Ein materieller Punct, deſſen Maſſe wir der 
Kürze wegen der Einheit gleich fegen wollen, wird von einem ſixen 
Puncte mit einer bloß von dem Abftande beider abhängenden Kraft 
fortwährend angezogen, und entweder hiedurch-allein, oder auch mit 
Beihülfe einer, gegen diefen firen Punct gerichteten, momentanen Kraft 
in Bewegung gefeßt; man verlangt die Angabe des während einer ges 
gebenen Zeit zurüdigelegten Weges, und der am Ende diefer Zeit Statt 
findenden Geſchwindigkeit. 

Auflöfung. Es ſey a die Entfernung des beweglichen Punc⸗ 
ted von dem firen, und c feine Geſchwindigkeit am Anfange der Zeit t; 
am Ende diefer Zeit babe der bewegliche Punct den Raum s zurückge⸗ 
legt, die Geſchwindigkeit v srlangt,. und befinde fich in der Entfernung 
x von dem firen Puncte; die Kraft wıdlich, mit welcher ihn der letztere 
Punct nun anzieht, werde durch 9 (x) vorgeftellt, fo Haben wir 

dis Bun 
ur? 6). 

_ Aber ed ift offenbar 

3a — x, wodurch rd ds — dx ud dse=— dx, 


folglich * =— ea) 


ergibt. Um diefe Differeuzialgleihung auf dem kuͤrzeſten Wege zu in⸗ 

tegriren, multipliciren wir beide Theile derſelben mit 2dx; wir erhalten 

a dıdıx 

av | 

woraus, da dt, der in ber vorhergehenden Vorlefung gemachten Vor⸗ 
ausfegung gemäß, als conſtant betrachtet werben muß, 

x dı? 

dr 


— — 29 (x) dx, 





= — 3 /p (x) dx, 
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ober , wenn wir 


Je) dx = 4(x) 
annehmen, und bedenfen, daß 
dı ds 
a an 


i 
hr v? == Const. — sy (x) 
folgt. Die Conſtante wird durch die Bedinguyg beftimmt, daß für 


xsa,v=0 ſeyn muß. Es beſteht alfo die Gleichung 


vo: 2) — ) oder 
(1) v=ve+3[re) —+@)], 
welche uns die Befchwindigfeit ded bewegten Puncted anzeigt, fobald 
wir den Abftand deflelden von dem fisen Puncte kennen. 
Nun haben wir 


dt — — —, 


.. d. ß. dt | —— — — 
7 — 
daher iſt, wenn wir “+ ale) — r@) 
d x 
— —— ae Flx 
Ver + a [yia) — 49] 8 


ſeyn laſſen, und darauf Rüdficht nehmen , daß für te= 0, xuma 
ausfallen muß, 
(3) t == F(a) — F(x). 

Diefe Oleihung gibt und x durch t, und wenn wir fie mit (1) 
durch Elimination von x verbinden, auch v durch t ausgedrückt. 

Wir wollen die bier gefundenen Formeln auf einige befondere 
Fälle anwenden. 

1. Es fey die von dem firen Puncte ausgehende Anziehung dem 
Quadrate der Entfernung des angezogenen Punctes von dem erfteren 
verfehrt proportionirt, fo ift, wenn k die Bröße diefer Anziehung für 
bie Entfernung ı anzeigt, 


® (z) =5r 
alfo 4x) -_: 


und ‚-Vezat] 
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Bei der Berechnung von F(x) hingegen, welche von der Inte⸗ 
gration der Differenzialformel | 
n Va. ıdı 
—— — 
abhaͤngt, muß man unterſcheiden, ob eꝛa — ak gleich Null, oder 
pofitio, oder negativ ausfällt, d. h. ob 
-Y" oder e>Y“* oder o<VY* 
iſt. Im erften Falle erhält das Integral eine algebraifche Form; im 
zweiten erfcheint darin ein Logarithme, und im dritten ein Kreisbo⸗ 
gen. Wir wollen uns hier in die, mit feinen Schwierigkeiten verbuns 
dene, Darftellung des Integrals felbft, mittelt der aus den Vorlefungen 
über die Analnfis befannten Formeln, nicht einlaffen, fondern uns bloß 
damit begnügen, dailelbe für den Kal, wenn c == o ift, oder das 
Bewegliche ohne Hinzutreten einer momentanen Kraft, durd) die Wir- 
kung der Anziehung in Bewegung gefept wird, anzugeben. Wir finden. 


= VE 
=VY: [ - ver = +3 Arc. an. 2], 





Fo)= v5 3, 
mitfin eVI $ Arc. 3]. 
In eben demfelben Halle iſt 


vv. ok 2:2]. 
a 


Diefe Formeln enthalten die Theorie des freien alles ſchwerer 
Körper gegen die Oberfläche der Erde im leeren Raume, in fo ferne 
man die Erde als eine aus concentrifchen gleichförmig dichten Schich- 
ten beftehende Kugel anſieht. 

U. Es fey die Anziehung der Entfernung der auf einander wir⸗ 
enden Puncte direct proportionirt, oder 

ex) = ur 


ſo iſt *() * =, 
mithin v= Ve + ka — 2°); 
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ferner Fix) fasten 


“= mr Arc. sin. x V— 


— 


Ku 
alſo F(a) = * Arc. sin. a V — I kai | Ä 
1 / k . ’ — 
und t — Th [ 4. sn a | c- ka has — Arc. sin. x V- 7 Mn =]. | 


Laffen wir c = o feyn, fo erhalten wir 
vo vet —5 
2, 
und = * Arc cos. — | 
der x= a cos.(tY/k), ‚= a . sin. (tVk). 
Da die Annahme x=o wft= * wdyv= mayk k führt, 
fo fieht man, daß der bewegte Punct nach Verlauf ber Zeit — 77 mit 


der Gefchwindigfeit av/ k bei dem firen Puncte anlangt. Bermöge 
feiner Zrägheit feßt er die Bewegung über denfelben binaus fort, bie 
x — a wird; fobald er dieſe Entfernung von dem firen Puncte er: 


reicht, was nach Verlauf der Zeit —, erfolgt, verjchwindet v, um wie: 


der nach der entgegengefepten Beichtung aufzutreten, wie aus der For⸗ 
mel v=ayk sin. (t VI) erhellet, in welcher hiedurch sin.(tV/k) fein 
Zeichen ändert. Das Bewegliche macht alfo unaufhörlich auf einerlei Weiſe 
erfolgende Hin und Hergänge zu beiden Seiten des firen Punetes. 
Dieſe Refultate umfaffen die Theorie der Bewegung eines ſchwe⸗ 
ren Punctes im’ Innern der Erde, wenn man diefelbe ald eine aus 
concentrifhen homogenen Schichten gebildete Kugel betrathtet, und jes 
den die Bewegung hemmenden Widerftand bei Seite feßt. 

Zweite Aufgabe. Ein materieller Punet wird von einer, ſtets 
längd derfelben Geraden wirfenden beftändigen continuirlichen Kraft 
in einem homogenen Mittel, welches feiner Bewegung dem Quadrate 
der Gefchwindigfeit proportional widerjteht, getrieben; ed iſt die Bes 
wegung dieſes Puncteö zu berechnen. 

Auflöfung. Bezeichnen wir.die unveränderliche Intenfität der 
eontinuirlichen Kraft durch g; den feit dem Anfange der Zeit t zurüd 
gelegten Raum durch s; die am Ende diefer Zeit erlangte Geſchwindig⸗ 
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feit durch v, fo wird die Größe des Widerflandes, welchen das Mittel 
in dem genannten Augenblide leiftet, durch kw? vorgeftellt, wobei k 
den Widerftand für die Gefchwindigfeit ı anzeigt. Diefer Miderftand 
fann offenbar als eine der Richtung der Bewegung entgegengefept wirs ' 
Sende Kraft betrachtet, und in die Rechnung eingeführt werden. 


I. Nehmen wir nun erſtlich an, die Bewegung erfolge nad) der 





Richtung der continuirlichen Kraft g, fo haben wir, weit & ers = der Aus⸗ 


druck der Sefammtfraft ift, welche die Bewegung während des Zeit⸗ 
theilchens — at modificirt, die Gleichung 
d | 
= 8 — kvt, | 
dv 
— kv? 
vg + vvk 
var (FT 4 Const. folgt. 

Hat am Anfange der Zeit t dad Bewegliche nach der Michtung 
der Kraft g bereits die Gefchwindigkeit c gehabt, oder diefelbe durch 
die Einwirkung einer ſich mit .der continuirlichen Kraft vereinigenden 
momentanen, erhalten, ſo iſt 


woraus dt = z 


und) t= 





— rn) 
oa — + Const., 


nn 1 (vg — ovk) (vg + vvk) 

felglch ae va Fevh vs — vv Ä 
Geht aber der materielle Punct am Anfange des Zeit t bloß durch 

die Thätigkeit der Kraft g in Bewegung über, foift c=o, mithin 


= (Er Fvvk\ 
7; vg — vvk 
Segen wir der Kürze wegen , 
V yk 
rm aygkı = B, 
fo haben wir in dem allgemeinen Falle 
vg + vvk , 
(em 7777 Ares 
alfo, wenn wir von den Logarithmen auf die Zahlen übergehen, 


k 
7 z 2 = Aett, 


Sttingöhaufen’s math. Borlefungen. IL. ah 
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woraus 


ER) VE m 


Waͤchſt t unendlich, ſo naͤhert ih * ohne Ende der 


*F Bt * 1 
Srenze ı, folglich v ohne Ende der Grenze Vs; d. h. die Beier 
gung nähert fi), des fortwährenden Widerftandes wegen, unaufhoͤr⸗ 
lic einer gleichförmigen. 

Nimmt man ko an, jo hebt man den Widerftand des Mittels 
auf, und die Bewegung verivandelt fich in eine gleichförmig befchleu- 
nigte. Die hier für v gefundene Sormel gibt und jedoch in diefem Falle 
den unbeflimmten Ausdrud =; ein Zeichen, daß die Form des Inte⸗ 


grals fich mit der Grundbedingung der Aufgabe nicht verträgt. Es iſt 

aber leicht, den Werth von v für k=o auszumitteln, wenn man den 

Zähler und den Nenner der obigen Formel in Bezug auf k differenzirr, 

und fodann k= o fetzt. Es ergibt fi) auf diefe Art der Bruch 
aVgk . eBt[dA + AtdB] 


a _ acvg 


und ayk. >= ‚ve 


ift; alfo, weil für k= o, ayk.Z2 = ven Werth 7 A den Werth 

.ı, und B den Werth 0 erhält, 

— —sc+g 

wie ed die Natur der Hleichförmig befchleunigten Bewegung erfordert. 
Diefelbe Bemerfung gilt hinfichtlich der Annahme g=o, durch 

welche obige Rechnung auf die Bewegung eines bloß momentan affi⸗ 


cirten materiellen Punctes im widerſtehenden Mittel übertragen wird. 


Wir wollen jedoch diefen Fall unmittelbar mit Hülfe der darauf ſich 
beziehenden Gleichung 


V — 


dv 


— 222 — 2 
de kv 


erörtern, welche uns 
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dv 


dt=— —ı 


kv 
folglih, da für = o, v=c ſey fol, 


« gr c Y+ckt t 
gibt, aus welcher Formel erhellet, daß die Geſchwindigkeit des Beweg⸗ 
lichen bei dem unendlichen Wachſen der Zeit unendlich klein wird. 


"Um den Raum s zu finden, wenden wir und zur Formel 
ds = vdt, durch welche wir 


alſo s= — — I(g — kv?) + Const,, 


und wegen o = — = i(g — ke?) + Const.' 
a g — ker 
» x ! g — x) 
erhalten, worin, wenn man s durch t darftelen will, für v der oben 
gefundene Ausdrud zu fegen if. Der Sal ko fann wieder auf 
dein oben gezeigten Wege behandelt werden; für g== o aber gibt und 
diefe Formel ſogleich 


2313 I-=e licht) 





1I. Laſſen wir jegt die Kraft g der Bewegung des mit ber an: 
fänglichen Geſchwindigkeit e verſehenen materiellen Punctes entgegen 
wirken. 

Wir haben in dieſem Falle 


d 
Za-s- ir 
dv | 
oder dt=— rim! woraus 


1 . k 
tz Va Arc. tg. v F 4Conat., 
und daher wegen | 
1 kı 
== Arc. ig. V; -L Const. 


ah * 
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u k k 
t = Ver | 4re- ig. c V; — Arc. 1g. V:] 


folgt. Die Bewegung hört auf, wenn 


1 k 
t = Van Arc. ig. C V- 
geworden, ift, und nimmt fodann die entgegengefegte Richtung an. 
Zur Beſtimmung ded Raumes dient die Gleichung 





Sie gibt und 
s = Const. — ZI(g+ kw), 


wobei 0 == Const. — N I(g-+ ke?) 
ift; folglich 2 
" — 1 g e 
m) 


welches Refultat wir aus der in 1. erhaltenen Formel unmittelbar durch 
Ünderung des Zeichens von g hätten ableiten Fönnen. | 
Das Bewegliche durchlauft bis zu feinem Stiftande den Raum | 


zit +2e) 


Die bier angeftellten Rechnungen enthalten die Theorie des Falles 
fhwerer Körper in der Luft, wie auch der Bewegung vertical aufwaͤrts 
geworfener Körper, in fo ferne man die Schwerfraft als conftant an | 
nehmen darf. Eben fo läßt fich der Einfluß der Reibung auf die gleiche | 
förmige und gleichförmig befchleunigte oder verzögerte Bewegung in die 
Rechnung bringen. 








Siebzehnte Vorleſung. 
Uber die Reduction der Probleme der Dynamif 


auf jene der Statif im Allgemeinen, und über 
die Bewegung eines Punctes insbefondere 





Sinen wir uns vor, auf irgend ein Syſtem materieller Puncte 
wirfen gegebene, einander nicht gegenfeitig aufhebende Kräfte, fo Fön- 
nen die Angriffspuncte derfelben, wegen des unter ihnen beflehenden 
Zufammenhanges, fich im. Allgemeinen weder nach den Richtungen die= 
fer Kräfte, noch mit den Gefchwindigfeiten, welche diefe Kräfte den ges 
nannten Puncten, wenn diefelben ifolirt wären, nach Maßgabe der in 
ihnen vereinigten Mailen, ertheilen würden, bewegen, fondern diefe 
Quncte find genöthiget, andere Richtungen einzufchlagen, und andere 
Gelhwindigfeiten anzunehmen. Beftimmen wir nun die Kräfte, welche 
an denfelben Puncten nach den Iegtgenannten Richtungen angebracht 
werden müßten, um fie für fich allein mit den erwähnten Gefchwindig- 
feiten in Bewegung zu fegen, fo find diefe Kräfte, nach den gerade 
entgegengefesten Richtungen genommen, im Stande, die ganze Wir: 
Pung der urfprünglich gegebenen Kräfte auf das vorliegende Syſtem 
materieller Punete zu vernichten, oder, was daſſelbe heißt, den letz⸗ 
teren Kräften an diefem Syſteme, mit Hülfe der unter feinen Beſtand⸗ 
theilen verbandenen Verbindung, das Gleichgewicht zu halten. 

Diefer einfache, von d' Alembert berrührende, jedoch von ihm 
in einer anderen Form ausgefprochene Gedanke, verfchafft uns den 
Rortbeil, alle Probleme der Dynamit auf Probleme der Statif re 
duciren, und nad) den bereitö erflärten, auf dem Principe der vir⸗ 
tuellen Sefhwindigfeiten beruhenden Methoden behandeln zu Fönnen. 

Ehe wir zur Anwendung deilelben auf die Ausmittelung der Ge⸗ 
fege der Bewegung eines jeden Syſtems materieller Puncte fchreiten, 
wollen wir den leichteren Sal, wenn das Bewegliche bloß ein einzelner 
Punct ift, auf welchen bei dem Anfange feiner Bewegung momentane, 
während derfelben aber continuirliche Kräfte einwirken, zuerſt vor 
nehmen. _ 

Sehen wir die Maffe dieſes Punctes = 1, und zerlegen wir alle 
mit demfelben am Ende der Zeit t befchäftigten Kräfte parallel zu deu 
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Aren ded rechtwinflägen Coordinatenſyſtems, auf welches wir die jedes» 
malige Pofition des Beweglichen beziehen. 

Die Summen der nach den Richtungen der x, y, z wirkenden 
Kräfte follen beziehungsweife duch X, Y, Z vorgeftellt werden. Dies 
jenige Kraft, welche diefen Punct während des Zeittheilchend dt ges 
zade fo befchleunigt, wie es die Kräfte X, Y, Z Bun zerfällt nach 

dx dy d: Ex 
au’ ge’! dw’ 
ed müffen daher diefe Iegteren, nach entgegengefebten Richtungen ges 
nommen, den Kräften X, Y, Z das Sleichgewicht halten, oder was 
daſſelbe ift, die nach den Nichtungen der x, y, z wirkenden Kräfte 


den Richtungen der x, y, z offenbar in die Kräfte 


dx dy da 2 
(1) ’ xX— ou Yo 2 — 7a 


müffen an dem bewegten Puncte, wenn derfelbe an dem gegenwärtigen 
Drte feiner Bahn in Ruhe verfept, und fodann diefen Kräften über- 
Iaffen wird, im Sleichgewichte bleiben. 

Wenden wir nun die in der fiebenten Vorlefung erhaltenen Res 
fultate auf den vorliegenden Fall an, fo gelangen wir fogleich zu dem 
Differenzialgleihungen der Bewegung, welche in Vereinigung mit den 
Bedingungsgleichungen, an welche der Punct etwa gebunden ift, zur 
Beantwortung aller feine Bewegung betreffenden Sragen hinreichen. 

Es ſey erſtlich der bewegte Punct voͤllig frei, ſo fordert das 
Gleichgewicht der Kraͤfte (1), daß die Gleichungen 

d’x d’x 


(2) iL- mm * 
2 day 

Y a0 oder 7587 
diz dız 

2 mm mm? 


befteben. Integrirt man diefelben, fo erhält man, je nachdem man 
x, y, 2 durch t, oder zwei der genannten Coordinaten durch die dritte 
ausdrüdt, die Pofition des Beweglichen in jedem beliebigen Augen» 
blide, oder die Geſtalt der Bahn, welcher daffelbe folgt. Da wir fer« 
ner annehmen, daß fich jederzeit Die Gefchwindigfeiten, welche eine und 
diefelbe Maſſe durch verfchiedene Kräfte erhält, wie diefe Kräfte vers 
halten, alſo BSefchwindigfeiten wie Kräfte zufammengefeßt werden 
koͤnnen, fo ergibt fich die jedem Augenblicke, oder jedem Orte der Bahn 
zugehörige Gefhwindigfeit des bewegten Punctes, welche wir v nen⸗ 





— 
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nen wollen, durch bie Formel | 
dx? dy?® , d=® ds 
7 5 
worin die Differenzialquotienten ax, dr, die Geſchwindigkeiten 
dt! di’ dı 


des Beweglichen im Puncte x, y, z feiner Bahn nad) den Nichtun> 
gen der correfpondirenden Coordinaten angeben, und ds das Diffe- 
renzial eines im genannten Puncte fich endigenden Bogen iſt. 

Um die in den allgemeinen Integralien der Gleichungen (2) er⸗ 
fcheinenden Conftanten befiimmen zu fönnen, muß die Größe und Rich⸗ 


tung der Gefchwindigfeit des Beweglichen am Anfange der Zeit t ent⸗ 


weder unmittelbar gegeben ſeyn, oder durch beſondere Betrachtung der 
in dieſem Augenblicke wirkſamen momentanen Kraͤfte beſtimmt werden. 

Multiplicirt man die Gleichungen (2) der Reihe nach mit 2dx, 
ady, 2dz, und addirt man fie fodann, fo hat man 
adıd'x + — + adzıdız — a (Xdx + Yay + 245). 

Aber die Gleichung ds? = dx? + dy? + dz? gibt uns 

ads ds = sdx dx + 2dyd’y + 2adzda, 
daher it 5 = a(Xdx + Ydy + Zadar), 
und in fo ferne die Differenzialformel rechter Hand des Gleichheitszei⸗ 
chens integrirt werden kann, 
xαα + Ydy + Zar) 
Geben wir 
SKdx + Yay + Zd)=Fla,yı 2) 
und bezeichnen wis die Coorbinaten des Veweglichen am Anfange der 
Zeit t durch E, v, 2, und die Gefchwindigfeit deffelben in dieſem Aus 
genblide durch k, fo erhalten wir 
GB) wr=e—sf@uvd)+aF@,yn, 
wodurch die dem Puncte x, Yı 4 der Bahn entfprechende Geſchwin⸗ 
digkeit gegeben iſt. Allein haͤufig iſt die Differenzialformel 
Xdx + Ydy + Zdz 

nicht integrabel, wie wir in der Folge fehen werden, und fomit ift auch 
dDiefe Verfahren nicht immer anwendbar. 
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Beſonders merkwürdig ift die Bewegung eines Punctes, welcher 
ſtets von einem firen Puncte mit einer von dem Abftande beider abhaͤn⸗ 
‚ genden Kraft angezogen wird. Wirft im Anfange der Bewegung auf 
den erſteren Punct eine momentane Kraft, deren Richtung nicht durch 
den firen Punct gebt, fo ift die Bewegung feine geradlinige, und heißt 
in diefem Falle eine Centralbewegung,. 

Nehmen wir den firen Punct zum Anfangspuncte der Coordina⸗ 
ten, und nennen wir den zu irgend einem Orte x, y, s feiner Bahn 
gezogenen Radiusvector r, und die dad Bewegliche ohne Aufbhören af- 


fleirende Lentraltraft R, wobei R== 9 (r) ift, fo haben wir, da 


‚2 = - die Eofinuffe der Winfel find, welche r mit den Aren ber 


x, y, z bildet, und für die Winfel der Richtung von A mit denfelben 
Aren die Nebenwinfel der erfieren genommen werden müffen, 


“=—R. , Y=—R.?, z=—R.-, 
- folglich 
Xax 4 Ydiy+ Zezs=—R (rate) 
Es ift aber “ L- 2 Ltr, 
mithin xdx - ydy + zdz =mrdr, 
wir haben alfo 
Xax + Yday - Zdaz = — Radar = — 9(r)dr, 
woraus erhellet, daß die Differenzialformel Xdx 4 Ydy + Zdz 
im gegenwärtigen Salle eine integrable iſt. 
Setzen wir 
/S+W)dr=F(r), 
und bezeichnen wir die Größe ded Nadiusvectors r am Anfange der Zeit 
t durch h, fo haben wir 
= c? +-aF(h) — Flo) und 
() . vevetsrhoaro, 
Diefe Gleichung ift offenbar ein erfted Integral der zur zweiten 
Ordnung gehörenden Differenzialgleichungen 


di ar. 
Gera Z=—r.! 


ds = 
mr: 


der vorliegenden Bewegung. 
Um noch andere Integralien der Steigungen (5) zu erhalten, 
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multipliciven wir die erfte Oleichung mit y, die zweite mit x, und zie⸗ 
ben fodann jene von diefer ab, fo ergibt fich 
da y — — 
x Le = 0 ode m ydızı — 
Nun iſt aber, wie man leicht ſieht, 
xdey — ydıx==d(xdy — ydx), 
d(sdy — ydx) 


folglich haben wir — ZZ =0, mithin 


(6) xdy — ydx = Adt, 
wobei A eine beftändige Größe vorftellt. Auf diefelbe Art geben uns 
Die zwei anderen Verbindungen, welche noch zwifchen den Gleichun— 
gen (5) Statt finden, 
(7) zdx — xdz = Bat, 

ydz — zdy = Cdt, 
wobei B und C ebenfalls beftändige Größen find. Multiplieiren wir 
jeßt die Gleichungen (6) und (7) der Reihe nach mit z, y, x, fo fin: 
den wir, durch Addition der Producte, und Divifion dee Summe 
Durch dt, 
(8) Ast Brt Crime, 

Dieß ift die Gleichung einer durch den Anfangspunct der Eoordie 
naten gelegten Ebene; es befindet ſich demnach die Curve, welche der 
Punct bei feiner Bewegung befchreibt,, ganz in einer folchen Ebene. 

Wir wollen nun die Bedeutung der Größen xdy — ydx, 
zdx — xdz), ydz— zdy in Erwägung ziehen, zu welchem Ende 
es binreicht, bloß die erfte derfelben zu betrachten. Offenbar ift 


xdy — ydı= xd?, 


folglich, wenn wir die Projection des Radiusvectoro r auf die Ebene 
xzybdurhr,, und den Winkel, unter welchem diefe Projection gegen 
bie Are der x geneigt ift, durch 9 vorftellen, wegen 
x ==r,c0sd und a! ea dig. ¶ ⸗ — 
xdy — ydz = r’d®. 

Aber = rt dd ift das Differenzial der Flaͤche S,, durch welche 
fi die Projection r, während der Zeit t bewegt Bat, mithin iſt 

xdy — ydx dad Doppelte diefed Differenziald. Hieraus folgt nun 


an . — — m. 
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d$S, = zAdt, 
und demnach, weil S, mit t zugleich verfchwindet,, 
(9) Ss, =tAt 

Nennen wir die Kläcdhe, welche der Nadiusvector x felbft wäh. 

‚ rend feiner Bewegung durchflreiht, S, fo können wir, da S, ohne 

Zweifel die Projection von S auf die Ebene xy darftellt, und Diefelben 
Schlüſſe auch in Bezug auf die anderen coordinirten Ebenen gelten, 
ben Satz außfprechen, daß die Projectionen der Flaͤche, welche der aus 
dem Gentralpuncte zu dem Beweglichen gehende Radiusvector bei der 
Eentralbewegung Durchfteeicht, auf: die coordinirten Ebenen, in demſel⸗ 
ben Verhältniffe wachfen, wie die Zeit. Die von dem Beweglichen 
beichriebene Eurve iſt, wie wir bereitö gefehen haben, eine ebene; neh⸗ 
men wir die Ebene derfelben für jene der xy an, fo ergibt ſich uns dies 
fer Sab auch für den Slächenraum S felbft. 

Die fo eben erwähnte Lage der Ebene xy vereinfacht auch die 
ganze übrige Rechnung, und deßhalb wollen wir fie jest beibehalten. 
Wegen r, —=r haben wir alfo: 

(10) r2d0 = Adt. 

KHinfihtlid der Beſtimmung der Conftante A bemerfen wir, daß, 
wenn a den Winfel anzeigt, welchen die Richtung der am Anfange der 
Zeit t Statt findenden Gefchwindigfeit c des Beweglichen mit dem 
diefem Augenblicke zugehörigen Radiusvector h bildet, 

rdd = cdt. sin. a 
ift, folgid Adt = h. cdtsin.a, und daher 
(N) == hc sın.a, 

Um die Sleihung der Bahn, welche der bewegte Punct durch⸗ 

lauft, zu erhalten, ſetzen wir in die mit (4) gleichbedeutende Gleichung 

ds? 

du 

dr? 4 r2dd? ſtatt ds*, und vermöge (10) flatt dt, fo fin 
den wir, wenn wir zugleich der Kürze wegen 
®  s3Fh)=H 


=c?-- 2F(h) — aF(r) 


feyn Taffen, 
Aldrr rd) = (H — aF(r))rrdd:, mithin 


(12) d= + — —, 
| — rV(U—3F(n)r— A: 
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wobei vor dem rechter Hand des Bleichheitszeichens erfcheinenden 
Bruche das Zeichen + oder — zu nehmen ift, je nachdem r und 0 bei 
dem Anfange der Bewegung zugleich wachfen oder nicht, oder was daf- 
felbe Heißt, je nachdem der Winfel a ftumpf oder fpigig ift. 

Die Gleichung zwiſchen r und d, welche ſich durch Integration 
der Differenzialformel (12) ergibt, iſt die Polargleichung der Bahn 
des Beweglichen, welche man leicht důrch rechtwinklige Coordinaten 
darſtellen kann. 

Verbinden wir (12) mit (10), ſo haben wir 
(13) det — —, 
va — a Fr) — rc 
wodurch wir in den Stand geſetzt werden, die Poſition des Bewegli— 
chen in jedem beliebigen Augenblicke anzugeben. 

Sf dem Beweglichen die frumme Linie, deren Differenzialglei« 
chungen 
(14) dy=pdx, da=gqgdxs 
find, als Bahn vorgefchrieben; d. h. fann e8 auf diefer Linie ungehin- 
dert fortfchreiten, aber diefelbe nicht verlaffen, fo müffen fich die Kräfte 

dx di d!z 
x, T- Zar z=7; 
an diefer Curve das Gleichgewicht halten ‚, wodurch fich (fiebente Vor⸗ 
lefung) die le huns 


+ (7 -2)P+(2-)ı=e 


ergibt, welche, mit den Gleichungen (14) verbunden, die Beſchaffen⸗ 
heit det Bewegung eined Punctes auf einer gegebenen Curve vollftän- 
dig ausdrückt. Schaffen wir aus (15) p und q weg, fo haben wir 

me + — + me = Xdx + Yay+ Zdr, 
folgli), wenn die Differenzialformel Xdx + Ydy + Zdz inte 
. grabel ift, und ds, v, c, &E, v, @, F die obige Kedeutung beibe⸗ 
halten, 

vꝛ m = = c? — aF(E, v,2)--2F(x, y, 2). 


Unter der Vorausfekung, daß Xdx + Ydy + 2dz eine in: 
tegrable Differenzialformel ift, hängt demnach die in jedem Puncte der 
Bahn des Beweglichen Statt findende Gefchwindigfeit bloß von der 
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anfänglichen Befchwindigfeit und der Pofition der beiden Puncte ab, 
welchen die genannten Gefchwindigfeiten gehören, nicht aber von der 
Geftalt der Bahn felbſt. Zugleich fieht man, daß, in fo ferne das 
Geſetz, nach welchem die Kräfte X, Y, Z wirken, baffelbe bleibt, 
ferner die Bewegung mit derfelben Gefchwindigfeit beginnt, und A und 
B conftante Größen bedeuten, ein Bewegliched, welches von irgend eis 
nem Puncke ‚der Flaͤche F(k, y, z) = A audgeht, fobald es die 
Slähe F(x, y, 2) =B erreidt, ſtets diefelbe Endgefchwindigfeit 
erlangt, die Bahn, welche es befchrieb, mag wie immer befchaffen ſeyn. 

Wird dad Bewegliche bloß in dem erften Augenblide feiner Bes 
wegung von einer Kraft afficirt, oder, nachdem es eine gewiſſe Ge 
fhwindigfeit erhalten hat, fich felbft überlaffen, fo it X=o, Y=o, 
2=o, folglih F(x, y, z) = F(£, v, 2) = einer Conftanten, 


und daher v=k. Die Bewegung erfolgt demnach unter diefen Um⸗ 


fländen in jeder Bahn mit gleichförmiger Befchwindigfeit. 

Bei jeder Bewegung auf einer vorgefchriebenen Bahn erleidet die: 
felbe einen Druck, deilen Größe, wie eine leichte Überlegung lehrt, 
Durch die Reſultirende der Kräfte 


d’x dıy dis 
x —- 7— ge 2 — 7 


beftimmt wird, welche einander mittelft diefer Bahn dad Gleichgewicht 
halten, folglich 


=V(x- Te +(1-5) + (2 — Te 


Diefer Druck kann auch als das Nefultat der, Zufammenfegung 


‚ber auf die gegebene Bahn normalen Antheile der Kräfte X, X, Z 


dx d! 


md — 7, — Te — —* betrachtet werden. Der numeriſche 


Verth der Reſultirenden der rei legtgenannten Kräfte ift 
ea dv d 
und ihre Richtung ift gegen jene der Aren. ber x, y, z unter Winkeln 


geneigt, weldyen die Cofinuffe 
— dꝛ x — d’ y — ⸗ % 


Ver+dyprdnr Vierrepran YVaonrappor 


gehören. Die Gleichungen diefer Richtung find alfo 


dx —2* 
x — en. (2-2); Y-y-Z@—n. 


= 
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Halt man diefelben mit den Gleichungen der zu dem Yuncte 
x, y, z der Bahn gezogenen Tangente, nämlich mit 


4 > dy,_ 
v— ı=T7(d—2); Y—y-Z@— 2) 


zufammen, fo findet man, daß die Richtung der erwähnten Reſultiren⸗ 
den in die Krümmungsebene der Bahn fällt. 
_ Die Kraft, welche diefe Refultirende, nach der Tangente der Bahn 
des Beweglichen zerlegt, darbietet, ift, wie man leicht findet, 
—_. 4xd’x + dyd’y + dud’s dis 
——8 du’ 


. . Pr . dx d’y diz 
folglich die Größe des durch die Kraͤfte aut "ga "In 
bervorgebrachten Drudes auf diefe Bahn . 

— Ver — ni 
dt 
oder, mit Rücficht auf die Gleichung dt = =, und aufden Werth des 


Krümmungshalbmeflers p der Bahn in dem Puncte x, y, z (acht⸗ 
zehnte Vorlefung über die anal. Geom. (7)) 
en 7. 

Die Richtung dieſes Druckes iſt jene der Verlaͤngerung des Krüm⸗ 
mungshalbmeſſers p über die Curve hinaus. 

Wird das Bewegliche, nachdem es die Gefchwindigfeit v erlangt 
bat, fich felbft überlaffen, fo ift diefe Kraft, mit weldyer eö feine krumm⸗ 
linige Bahn vermöge der Trägheit zu verlaflen firebt, allein thätig. 
Man nennt diefelbe die Centrifugalkraft. 

Die Betrachtung der Bewegung eined Punctes auf einer krum⸗ 
men Släche hat, nad) dem hier Angedeuteten, Feine Schwierigkeit, da⸗ 
ber wir diefelbe hier füglich übergeben Fönnen. 

Wir bemerken nur noch, daß auch bei der Bewegung eines 
Punetes auf einer Fläche die Gleichung (3) Statt findet, und daß ein 
Punct, welcher von Feiner continuirlichen Kraft afficire wird, fondern 
bloß vermöge feiner Trägheit auf einer Släche fortfchreitet, die fürzefte 
Linie befchreibt, welche zwifchen je zwei Puncten feiner Bahn auf die⸗ 
fer Släche gezogen werden kann. 


— 
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Uchtzehnte Borlefung, 


Über die Anwendung der in der vorhergehenden 
Vorlefung entwidelten Formeln auf einige 
fpecielle Fälle. 


I. Hau den möglichen Centralbewegungen eines Puncted.ift, 
ihrer practifchen Anwendbarkeit auf die Theorie der Planeten und Kos 
meten wegen, vorzüglich diejenige merfiwürdig, welche Durch eine, dem 
Quadrate der Entfernung des fi bewegenden Punctes vom Central: 
puncte verfehrt proportionirte Gentralfraft hervorgebracht wird. 

In Bezug auf diefelbe ift 

k 
R = 72 N 
wobei k die Intenfität der Centralfraft in der Entfernung ı vom Cen⸗ 
tralpuncte vorftellt, mithin 1 
r k 


Fr) =/Rar=k zZ; 


r? 


und die dem Nadiusvector r entfprechende Geſchwindigkeit 


(1) =Ve-+2, 


wobei h die Größe des Radiusvectors r, und die Geſchwindigkeit des 
Beweglichen am Anfange der Zeit t iſt. 

Aus diefer Sormel erhellet fogleich, daß die Gefchwindigfeit des 
Beweglihen in feiner Bahn zunimmt, wenn daffelbe dem Central: 
puncte näher tritt, und abnimmt, wenn baffelbe fi) von dem genann- 
ten Puncte entfernt. 

Zur Beftimmung der VBefchaffenheit der Bahn felbft muß die Dif- 
ferenzialformel 


A 
40 — dr _ Adr 


t V 


integrirt werden, in welcher 0 die Abweichung des Radinsvectord r 
von feiner am Anfange der Zeit t Statt findendemw Lage anzeigt, und, 
in fo ferne a den Winfel der Richtungen von c und h bedeuter, der 
Kürze wegen 
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ak 


A — hesina, H=c— -— 


gelebt worden if. Wir finden (nenn und vierzigfte Vorleſung, über die 
Analyfis (35)) 


kr — 
rVA?H + 1 + la’ 
oder, wenn wir Const. + - — ftatt Const, fchreiben‘, 
kr — A? 
- 9 Const. = Arc. cos. —— — 
r + rVEH LM 
kr — A? 
woraus 2 — — — == c08.(9 + Const.) 
rVAeH+R 


oder kr A: + rVA:H-+ ik. cos. (9 + Const.) 
folgt, welches die Polargleichung der Bahn des Beweglichen ifl. Um 
diefelbe auf rechtwinflige Coordinaten zu reduciren, und ihr dabei die 
einfachfte Geftalt zu ertheilen, Iegen wir die Are der x durch den Cen⸗ 
tralpunct, bergejtalt, daß der Radiusvertot r mit ihr den Winkel 
0 -- Const. bildet, fo ift 

r cos.(8 -+ Const.) = 
und r= yYx? + y* 
Hiedurch verwandelt fich obige Gleichung in 

(2) ir>A: -xyAH + 
oder in . 
8) ky? — AH —- mA VoHLke.xr— A 0, 
welche einer Linie der zweiten Ordnung gehört. Da ſich, wie die Gleis 
Hung (2) zeigt, der Radiusvector durch die von dem Gentralpuncte 
aufgebende Abfcijfe x rational darftellen Täßt, fo ift der Centralpunct 
VaeH+ T 


z die Ercentricisdt Der 


nothwendig der Brennpimct, und 


erwähnten Linie. 
Ob die Bahn ded Veweglichen eine Ellipfe, eine Hyperbel, 
oder eine Parabel iſt, wird einzig und allein durch die Befchaffenheit 


der oroße A =‘—- — beflimmt. Iſt diefe Größe negativ, d. 5. 
fe < = u fo befchreibt dee bewegte Punct eine Ellipfe; ift H pofi- 
tio, oder eꝛ > 7, ſo beſchreibt derſelbe eine Hyperbel; iſt endlich 
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H=0, oder er = 7, fo ifi feine Bahn eine Parabel. Man fieht 


hieraus, daß die Seftalt der Bahn, der Gattung nad, bloß von der 
Energie der Anziehung, welche der Eentralpunct auf dad Bewegliche 
ausübt, von der anfänglichen Entfernung deflelben vom Eentralpunete, 
und von der anfänglichen Gefhwindigfeit, nicht aber von der Richtung 
diefer Sefchwindigfeit abhängt, da der Winfel =, welcher die genannte 
Kichtung feftfegt, in H nicht erfcheint. Jedoch hat die Größe dieſes 
Winkels auf die Dimenfionen der Bahn Einfluß, wie aus den folgen- 
deu Betrachtungen erhellen wird. 

Sol das Bewegliche einen Kreis beſchreiben, ſ ſo muͤſſen in der ſo 
eben gefundenen Gleichung die Coefficienten von x? und y? einander 
gleih , und mit demfelben Zeichen verfehen ſeyn, wozu das Stattfin⸗ 

den der Gleichung 
k=— AH ver Aꝝù H4 0 
erfordert wird. Der Ausdruck für den Radiusvector r gibt und unter 
diefer Vorausſetzung 


r=- =h; 


daher wird, wenn man diefe Gleichung mit der vorhergehenden verbindet, 
hH-k=o, | 
oder nach vollgogener Subftitutiou des Werthes von H, 
ht — ak + k=o, 
folglih k== het. 
Der Ausdrud der Centralkraft R ift für jeden Punct der Kreis: 
bahn = 7 daher wird diefe Kraft durch die Formel 


c? 
R = 7 
angegeben. 
Da in dem hier betrachteten Galle A? = hh s=ht ct oder A==hec, 


und überhaupt A= he sin.a ift, fo folgt nothwendig sin.a — ı, 
oder a = =. Es kann daher nur .in fo ferne bei der vorliegenden 


Bewegung ein Kreid befchrieben werden, als die anfängliche Geſchwin⸗ 
digkeit ded bewegten Puncted eine auf den zugehörigen Radiusvector 
fentrechte Richtung hat, was auch aus der Natur des Kreiſes von felbft 
erhellet. 
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Es ift nicht ſchwer zu beweifen, daß, wie auch immer die Cen⸗ 
tralfraft mit der Entfernung des Beweglichen vom Centralpuncte va⸗ 
süren mag, fobald die Bahn deffelben Preisförmig ift und der Mittel 
punet des Kreifes in den Centralpunct fällt, die Größe der Central: 
fraft, für die hiebei conftante Entfernung des Beweglichen vom Central⸗ 


puncte, durdy die Formel A — — oder _ ausgedrückt wird. Denn 
verbinden: wie die Gleichungen | 


mit der Gleichung des Kreifed x?  y® = r*, fo erhalten wir, ba uns 
dieſe leßtere 


xdx - ydy=o, folglich zd®x det mo 


gibt, Fr 
2 2 
(Hr), Dune 
Um die Zeit kennen zu lernen, welche verfließt, bis das Beweg⸗ 
lihe in einem beftimmten Orte feiner Bahn anfömmt, muß die Diffe⸗ 
renzialformel 
dt= + _ 
= YV— M-+ıkr Hr 


integreirt werden. Wir erhalten | 





_ V-Mskr+ Hr af dr 
wet ã Mrz 


Das rechter Hand des Gleichheitszeichens befindliche Integral 
erfcheint nach beendigter Rechnung entweder unter der Geftalt eines 
Kreisbogend , oder eined Logarithmus, ober es fällt algebraifch aus, 
je nachdem H negativ, pofitiv, oder gleich Mull iſt. 

Ziehen wir den erften Ball, in welchem das Bewegliche eine El⸗ 
lipſe befchreibt, befonders in Erwägung. E86 ergibt ſich für denfelben 

dr ı Br Hr-+k 

— ——— zu — Arc. sin — 

V-K+sir+ Hr v—H VaH+k 

Subftituiren wir diefed Nefultat in den obigen Ausdruck für ı 
mit Hinzufügung einer Conſtante, fo unterfcheiden fich die Zeiten, nach 
deren Verlauf r diefelbe Größe erlangt, bloß durch die Größe des in 
dem erwähnten Ausdrude vorhandenen Kreisbogens. Eine leichte Über: 


legung lehrt, daß fich diefer Kreidbogen binnen eined vollftändigen Um⸗ 
Ettinashauſen's mach. Vorleſungen. 11, 25 
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laufes des Beweglichen in feiner Bahn um die ‚ganze Peripherie Au 

dert ; wir haben demnach, wenn wir die Umlaufszeit durch T vorftellen, 
ark 

HVH" 

Die große Are der Ellipfe ergibt fi aus der obigen allgemeinen 
Gleichung der Bahn des Beweglichen, wenn man die Summe der aus 
merifchen Werthe jener Abfeiffen nimmt, für welche die Ordinate y 
verſchwindet. Bezeichnen wir Die Hälfte diefer Are durch a, fo finden 
wir Fbl 


@ =- 


=—-, folglich H=-—-, 
und biedurch wird 


1 rt an ode Ta sen, ut 


Hieraus erhellet, daß bei zwei verfhiedenen, nach dem oben aufs 
geftellten Gefege der Wirkfamkeit der Eentralfrafb und bei einerlei Ju⸗ 
o tenfität derfelben für die Entfernung ı, in elliptifchen Bahnen vor ſich 
gehenden Gentralbewegungen, fich die Auadrate der Umlaufszeiten wie 
die Würfel der größeren Aren verhalten. 

II. Unter den mannigfaltigen freien Bewegungen eines materiel- 
Ien Punctes ift noch jene einer Unterfuchung werth, welche derfelbe 
vermöge der ald conftant betrachteten Schwerkraft und einer am Ans 
fang der Bewegung von der verticalen Richtung abweichenden nionen- 
tanen Kraft, ſowohl im leeren Raume, als auch im widerftehenden Mit- 
tel, annimmt. 

Da. in diefem Falle die von dem Beweglichen beſchriebene Curve 
ohne Zweifel eine ebene iſt, weil ſich kein Grund denken laͤßt, warum 
ſie eher auf der einen als auf der anderen Seite der, durch die Richtung 
der anfänglichen momentanen Kraft gelegten, verticalen Ebene ſich be- 
finden foltte, fo wollen wir die Ebene diefer Curve für jene der xy, 
und die Richtung der pofitiven y vertical, und jener der Schwere ent: 
gegengefebt wählen. Bezeichnen wir nun die Intenfität der Schwer 
fraft durch g, ‘fo haben wir für die Bewegung des Puncted im Teeren 
Raume die Gleichungen 
(6) ar = 0) Et 

dt? de — & 
Aus der erften derfelben folgt durch Integration 


dx 
A Const. 
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Aber 3* iſt die nach der Richtung der x zerlegte Geſchwindigkeit 


des Beweglichen; mithin, ‚wenn wir die der momentanen Kraft ent 
ſprechende Geſchwindigkeit, mit welcher die Bewegung beginnt, durch 
c, und die Neigung diefer Kraft gegen die Are der x durch = vorftellen, 


dı = Cc08 
dt . Ge 


Eben fo gibt und die zweite Gleichung 


ay? dy Ver sin. — agr 
Fre sin.a® — agy ober di = e* sin.at — 285, 


o cos. . dy 
— —— 
Ve: sin. a? — 2 ru 
alfo x == Const. — — Ve! tin. a — 2gY. 
Nehmen wir den Punct, von welchem das Bewegliche mit Aufang 


der Zeit t ausgeht, für den Anfangspunct der Coordinaten an, d. h. 
laſſen wir x und y zugleich verfchwinden, fo haben wir. 


daber it dx = 


or sin.a . cos.« 


8 
daher —— x ——— Veran. — 287, 
woraus nach Wegichaffung der Wurzelgröße 
4 x 


U TUT] 
3c0?. cos. @ 


Const, = 


(7) ymıta— 


folgt, eine Gleichung, welche offenbar einer Parabel gehört, deren 
Hauptaxe vertical ſteht. 

Betrachten wir jetzt dieſe Bewegung mit Küdfiht auf den Wir 
derſtand eines Mittels, welchen wir, wie e8 bereits früher gefchehen ift, 
dem Quadrate der Geſchwindigkeit des Beweglichen proportional an⸗ 
nehmen und, in Bezug auf die Gefchwindigfeit v, durch kv* vorftellen, 
wobei k die Größe dieſes Widerftandes für die Sefchwindigfeit ı ans 
zeigt. Da, unferer gewöhnlichen Begeichnung gemäß, v = m iſt, 
und der erwaͤhnte Widerſtand als eine der Richtung der Bewegung 


entgegenwirkende Kraft angeſehen werden kann, mithin, weil = und 
7 bie Ceſnuſe der Winkel find, welche die gs dem Punctex, y der 


25 * 
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Bahn gezogene Tangente mit den Aren der x und yJbildet, in die den 

— ds 41 ds? dy 

Aren der x und y parallelen Kräfte — k —— Zar F und — — ka: 7 

zerfältt, fo erhalten wir folgende Differenzialgleihungen ber vorliegen. 
den Bewegung: | I | 

dx _ ds dx dıy _ 

GO 7 mn 

Die erfte derfelben gibt uns 
dı dı 
dt "dt t 


9 
a 


' das 


Lu — kds, 


mithin Conat. — ke, 


Haben nun c und dieſelbe Bebeutung, wie oben, und fällt der 
Anfangspunct der Coordinaten wieder mit dem Puncte zufammen, in 
welchem ſich das Bewegliche am Anfange der Zeit t befindet, fo iſt, in 
fo ferne s von demfelben Puncte an gerechnet wird, 

E ccos.a = Const., | 


.“ 


dı 
alfo ln - nanks und 
dı 
(9) gr > ccos.a . ecke, 


Um die zweite der obigen Differenzialgleihungen integriren zu 
Br d 
fönnen, iy = == ,p oder “7 == pdx, fo haben wir 


2y an. Te = & ‚dx ds dx. 
ante = ni m 
Es iſt ale ud. | 

dp dı ds dx 4 a: ds. dy 


a Panne — dt'dte 
welche Gleichung fi wegen pax—= dy auf 
ap = . 





(10) dt‘ 7 8 — 8 

reducirt. Aber es ift, dem ßen gefundenen Integrale zu Folge, 
nn adı= ccos.a ei, 

mithin 

G 1) Ä dp ge:ks 


dx | LU] — — 
x oꝛ cos. a? 


Schafft man aus diefer Oleichung mittelſt 
ds = dıyı + p: 
dx weg, fo ergibt fich 


dVviip= __ gerkods 


0? cos. a? d 





eine Gleichung, deren Integration keiner Schwierigkeit unterliegt. 
Wir finden 
gerhe 


PVitp: + Iip-+Vı-£pr) = Const, — — 
Um die Conftante zu beftimmen, bemerken wir, daß für den Punct, 
von welchem das Bewegliche ausgeht, 
so und p= u. 
ift; es ift alfo 
Const.=1g.a. Vı+is.« +. +-1(te. H4vFest cos. a2’ 


wofür wir der Kürze wegen C fchreiben wollen, und daher, wenn wir 
die Sleihungen (11) und (10) berücfichtigen: 
ap 
k[pVı + +i@ + VıFrW— 
pdp 
— IpVıFP+IE+Vi 
dp 


Ver [C-pVı FR —Ip+Vı+ PD) 

In der legten Formel muß die Wurzelgröße mit dem Zeihen — 
genommen werden, weil augenfcheinlich p abnimmt, wenn x wädll. 

Wäre ed möglich, die Integralien diefer Differenzialformeln in ge: 
ſchloſſenen Ausdrüden darzuftellen, fo dürfte man nur nach vollbrach⸗ 
ter Integration aus den beiden erften, oder aus einer derfelben und der 
dritten, die Größe p wegfchaffen, um im erften Falle die Gleichung 
der Bahn des Beweglihhen, und im zweiten den Ausdrud der Zeit, 
welche bis zur Ankunft des Beweglichen in einem gegebenen Puncte 
verfließt, vor Augen zu haben. 

Da nun aber die Integration der Formeln (12) in gefchloffenen 
Ausdrücden nicht angeht, fo muß man fich mit einer, nad) der Sormel 
(4) oder (5) der neun und vierzigften Vorlefung über die Analyfls zw. 
vollziehenden, annäherungsweifen Berechnung der jedem einzelnen Wer: 
the von p entfprechenden Werthe von x, y, t begnügen. 


(12) dx 3 


di = — 
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Die Gefchwindigkeit v des Beweglichen in man Drte feiner Bahn 


ds dı? 


, * 
wird, der Gleichung * = 7 = Ju +8 T = (+p) * 
gemaͤß, mit Ruͤckſicht auf die obigen Reſultate, durch die Formel 


(13) ‚vo 8(ı +p?) 


gegeben. k[C—pVitp—I@+Vı+ PN) 


| Es laͤßt fich Leicht zeigen, daß der niederfleigende Aft der Bahn 
des Beweglichen fich einer verticalen Aſymptote unendlich nähert. Denn 
nimmt man den höchften Punct der Bahn zum Anfangepuncte der 
Coordinaten an, und läße die Arsen der x’ und y’ jenen der x und —y 
parallel feyn, fo findet man, wenn E und v Die Coordinaten ded neuen 
Anfangspunctes im vorigen Spfteme darftellen, 
seiten, yay—y, 
mithin dx = dx’, dy= — dy', 


- und wenn wir = es p/ feben, p= — p’. 
Demnach ift, mit Rüdficht auf die Gleichung 

IL(—p/ ı-p®)=—/ z—l 2 

re) VRR) 


dx’ a — — — —, 
k[p‘ Vıtr" +30 +VıFR9 +] 
dy p’ap‘ 
kp Vet He +VE FD + 


Für fehr große Werthe von p kann man p- flatt Yı--p’: ſchrei⸗ 
ben, und £(p’ + Vı--p*) +C in Bezug auf diefe Größe vernach⸗ 
laßigen, daher wird hinſichtlich des unendlichen Wachſens von p⸗ 


— dp’ I = 
— 


alfo mA — mt y’ = B 4 cip, 
wobei A und B beftändige Größen find. Da nun bei dem unendlichen 
‚ Wachfen von p‘, y‘ unendlich zunimmt, während x/ an die endliche 


Grenze A gebunden ift, fo fehen wir die Richtigfeit obiger Scharytueg 
beſtatiget. 


p 
m. kp? 





Neunzehnte VBorlefung. 


Über die Bewegung eines ſchweren Punctes auf 
dem Kreife und auf der Eyfloide. 


DLR ein materieller Punct, welcher auf einer gegebenen Curve 
zu bleiben genöthigt ift, durch eine unveränderliche, ftet6 einer beſtimm⸗ 


ten geraden Linie parallel wirkende continuirliche Kraft, 3.8. durch ' 


- Die Schwere, in fo ferne man nämlich diefelbe als eine ſolche Kraft 
betrachten darf, in Bewegung gefebt, fo haben wir, wenn wir die 
Are der x vertical und ihren pofitiven Theil aufiwärts gerichtet anneh⸗ 
men, und die Intenfität der Schwere g nennen, in unferen fri heren 
Formeln 
I— —, Yso, 20, 
alſo Kdx-+ Yay-+t Zdz) = — gx, 
und daher für die Gefchwindigfeit des Beweglichen den Ausdrud 


(1) = Vagch—x), | 
worin h die Abfeiffe des Punetes, von welchem das Bewegliche aus: 
ging, folglid h— x die Höhe, welche e8 fallend zurücdlegte, anzeigt, 
von der, wie man fieht, die erlangte Geſchwindigkeit einzig und allein 
abhaͤngt. 

Bezeichnen wir den Bogen, ber welchen da8 Bewegliche wäh: 
rend der Zeit t herabgleitet, durch s, fo ift wegen ds = vdt; 

ds 

Vag(h— x) j 

Wird mittelft der Gleichungen der gegebenen Curve s dur x, 
oder x durch s dargeftellt, und das vorliegende Differenzial fo integrirt, 
baß es für x=——h, oder für s == o verfehwindet, fo lernen wir die 


(3) dt == 


Zeit kennen, welche das Bewegliche benöthiget, um ein beſtmmtet 


Stück ſeiner Bahn zu durchlaufen. 

Wir wollen nun die Formel (2) auf einige beſondere Faͤlle an⸗ 
wenden. 

1. Es ſey die dem materiellen Puncte vorgezeichnete Bahn ein 
mit dem Halbmeſſer a befchriebener Kreid. 

Verſetzen wir den Anfangöpunet der Coordinaten in ben tiefften 
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Punect deffelben, und betrachten wir feine Ebene ald jene der xy, fo 
gibt und die Gleichung diefer Eurve, nämlih = sax— xt, 


— x)? 
ds? = dz? + dy: == ( 2 —— 2 dt ne 





a * x 
| V— 
wobei wir das Zeichen — ſetzen, weil, in fo ferne s die oben ausge⸗ 
fprochene Bedeutung hat, dad Wachfen diefer Größe die Verminderung 
von x nach fich zieht. Es ift demnach 
adı 
Vıg(b— x) — 
Suchen w wie bie Zeit T, binnen welcher das Bewegliche bio zu 
dem tiefften Puncte feiner Bahn kimmt, fo finden wir. 


mo AS an adı 
——— — 


IL — — RN 
oo. * VS 
Dieſes Integral laͤßt ſich durch feinen gefchloffenen Auodruck dar⸗ 
ſtellen. Um daſſelbe in eine convergirende Reihe zu entwickeln, geben 
wir ihm die ni 


folglich dem — 


dm — 


VE ———. 


1 1.8.5 

=ı+-- (6%) + 7756: sa + 
welche Reihe, da x, der Natur eb Kreifes zu Folge, nicht größe 
werden kann ald 2a, und die vorliegende Aufgabe offenbar die Vor⸗ 
ausfegung x 2a ausfchließt, in Bezug auf den Umfang diefer Aufs 
gabe ſtets convergirt; wir haben alfo s wenn wir ber Kürze wegen im 

Allgemeinen ’ 
1 — x 


(a0)= Vir _„ 
T=[u+: —— tt I: V;: 
N) 2 5 .... D 


= A, fegen: 
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Die in der ein und fünfzigften Vorleſung über die Analyſis er 
haltene Formel (79) gibt und 
xa dx _ _ m Yhbı— 4 (en - ) h dr 


V n an Vhı a 
ndı —_ (.n—ı)b h ade dx 
daher ift Sn _ 
eb Vhs— a an, Vır_ 


Aber aus der allgemeinen Formel 
dı 


h 
— — Const. folgt 
—— Conti. folg 


U 





a Arc. sin. — 


h dx 
o Vhx — 


* haben wir A, = x; 


= Arc. sin, (1) — Are. sin. (—ı)=- 7547 mr, 





ed ift alfo A, =!..r, 


HIHI AH-VE 


. SE h gegen aa fo Mein, daß der Bruch — „ vernadjläßiget d wer⸗ 
den darf, ſo kann 
Te: :y: 


gefept werden ; will man aber nod) die erſte Potenz von —— „ in die Rech⸗ 
. nung bringen, fo ift 
T=(1+5): Vz 
anzunehmen. 
Auf diefen Kormeln beruht die Seftimmung ber Zeit, binnen wel» 
cher ein fogenanntes einfaches Pendel, auf welches außer ber 
Schwere Feine Kraft wirft, eine Schwingung vollbringt. 


Man verfteht unter einem einfachen Pendel einen ſchweren mate: 
riellen Punct, welcher durch eine unbiegfame, mit Feiner Maffe bes 


! 
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gabte Linie von unveraͤnderlicher Länge mit einem firen Yuncte ver- 
- bunden ifl. ‘ Wird dad Pendel aus der verticalen Lage, in welder es 


allein ruhen kann, in eine andere Pofltion verfegt, und dann fich felbft 


überlaffen,, fo ſchwingt es in der durch feine anfängliche Pofitiou ge: 
legten Verticalebene unaufbörlicy Hin und ber, und da der Endpunct 
ber Pendellinie dabei genöthiget ift, einen Kreißbogen zu befchreiben, 
ſo find die obigen Formeln auf die Bewegung deffelben anwendbar, und 
jeigen,, in fo ferne a die Pendellinie vorftellt, die Dauer einer 
halben Schwingung an. Gewöhnlich betrachtet man nur ſolche Schwin⸗ 
gungen des einfachen Pendels, bei welchen e8 um aͤußerſt geringe Au 6: 
ſchlags⸗ oder Elongationswinfel von der verticalen Richtung 
abweicht; daher genügt zur Berechnung der Dauer 7 einer Schwin: 


gung oft die Formel 
a 
vr V 3 


und faſt in allen Faͤllen reicht man mit der Formel 


h 
e 7 ( ı + &) :Y: 
aus. Verwechſelt man die Hälfte ded Bogens, welchen es dabei bes 
ſchreibt, mit feiner Sehne, und nennt man den Elongationswinfel 2, 
fo fann man, einem befannten Sage der Elementargeometrie gemäß, 
h= = 7 (ten, und man hat 


TEN 


II. Es bewege ſich ein materieller Punct vermöge feiner Schwere 
auf einer Cykloide, deren Are vertical und aufwärts gerichtet ift, der 
sen Scheitel demnach unser allen Puncten biefer Eurve am tiefften 
fteht. 

Nehmen wir den Scheitel für den Anfangspunet der Coordina⸗ 
ten, und die Are der Cykloide für jene der x an, und bezeichnen wir 
den Halbmeiler des Erzeugungskreiſes durch a, fo üft, wie wie in der 
zwei und zwanzigfien Vorlefung über die Geontetrie gefehen haben, 


dı = — dı =, 


folglich N 


— . Arc. cos. en, 
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wozu wir keine. Conftante fegen, damit das Integral für x = h ver _ 
ſchwinde. 

Hieraus folgt für die Zeit T, binnen welcher der bewegte Punct 
. zu dem Scheitel der Cykloide Fömmt, der Ausdrud 


T= V: « Arc. cos. (— ı) = V. 


Dieſes Reſultat iſt von h, folglich auch von der anfänglichen 
Poſition des Beweglichen auf der Cykloide unabhaͤngig; es werden da⸗ 
her alle an dem Scheitel einer Cykloide, deren Axe vertikal ſteht, und 
deren Hoͤhlung aufwärts gefehit iſt, ſich endigenden Bogen dieſer 
Eurve von einem bloß der Schwere gehorchenden Beweglichen in eiher« 
lei Zeit durchlaufen, weßwegen auch die Cykloide, in Hinſicht auf un⸗ 
veränderliche continuirliche Kräfte, eine tautochrone Linie heißt. 

Legt man ſich die Aufgabe vor, die allgemeine Bleichung jener 
ebenen Linie zu finden, über deren fämmtliche an einem beftimmfen 
Puncte fi) endigende Bogen ein fehwerer Punct binnen derfelben Zeit 
berabgleitet, fo muß man eine folche Relation zwifchen den Coordina⸗ 
ten einer Linie ausmitteln, daß das von x=h bi x==0 genommene 
Integral 





Ss = oder 
V3g(b— 2) nz 
von h unabhängig erfcheint, wobei s, h die obige Bedeutung haben, 
Da in der Gleichung der verlangten Linie h nicht vorkommen 
fann, fofey ds = — H(x) dx, in welcher Gleichung ſich b nicht ber 
findet; ferner werde x—=hr, alſo dx— har geleht, fo haben 
wir für dad erwähnte Integral ben Ausdrud 
oal)dx — A ?hr)hdr — Yh S SE IE LS 
k Yh—ı vh.Vı—r oe Vır 
Die Function e(hx’) enthält h bloß als beitändigen Begleiter 
von x’; auch kann, wie man leicht ſieht, dieſes Integral von h nur 
dadurch befreit werden, Daß dieſe Größe aus dem Probucte Vh.e(hx‘) 


wegfält, es muß alfo 9(hx’) = * ſeyn, wobei A eine beſtaͤn⸗ 
dige Größe anzeigt, und ſomit ift 





2* 





em. oder auch dem + 


die Differenzialgleijung jeder Linie von der * verlangten Beidaflnei, 
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woraus folgt, daß unter den angeführten Umftänden bloß die Cykloide 
die Eigenfchaft des Tautochronismus befigt. 

Der Krümmungshalbmeſſer der Cykloide wird durch die Formel 
p = aVY2a(2a — x) auögedrüdt, und daher ift feine Größe am 
Scheitel diefer Curve = 4a. , Betrachtet man nun einen, von dem 
Scheitel der Cyfloide an gerechneten, Außerft kleinen Bogen diefer Eurve 
als einen mit dem Palbmeffer r = 4a befchriebenen Kreidbogen , und 
fegt man in.der Formel des Falles eines fehweren Puncted über einen 


Bogen der Cykloide, naͤmlich T= x V: ſtatt a den vierten Theil 
von x, fo erhält man T= - IV: welcher Ausdrud mit dem oben 


für den Fall über einen ſehr Heinen Kreißbogen erhaltenen genau über 
einſtimmt. 


Da die Dauer des Herabgleitens eines ſchweren Punctes über ei⸗ 


nen Bogen irgend einer Curve durch das Integral — — aus: 
Vagib—x) 


gedrüdt wird, und wenn diefe Curve eine ebene ift, durch die Auf» 
widelung ihrer Ebene über einen verticalen Eylinder von beliebiger Ges 
alt, ohne Änderung der verticalen Lage der Are der x, weder x und 
h,.nod) s eine Änderung erleiden, fo bleibt die Dauer des Sales über 
denfelben Bogen der nunmehr auf dem Cylinder verzeichneten Eurve 
offenbar die vorige. 

Es gibt daher in Hinficht auf die Bewegung durch die Schwere 
unzählige Tautochronen, welche aber fämmtlich durch Aufwickelung et: 
ner Cykloide mit verticaler und aufwaͤrts gerichteter Are über einen 
verticalen Eylinder entfliehen. 

Noch verdient die Eigenfchaft der Cykloide angeführt zu werden, 
daß, in fo ferne ihre Are vertical und ihre Scheitel am tiefiten flebt, 
ein ſchwerer, von dem höchften Puncte diefer Curve ausgehender Punct, 
jeden beliebigen Bogen derfelben in fürzerer Zeit zurüdlegt, ald einen 
zwifchen denfelben Grenzpuncten enthaltenen Bogen irgend einer ande 
sen Curve, weßwegen die Epfloide den Beinamen: Brachyſtochrona 
führt. 

Um diefe Eigeufchaft zu beweifen, wollen wir die Brachnftochrona 
oder die Linie des fchnellften Falles fchwerer Puncte mit Hülfe des 
Variationscaleuls direct fuchen. Es handelt fi) nämlich darum, jene 
Relation zwifchen den Coordinaten der Curve zu finden, für welche 
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Dad von x== h anfangende, und bei einem andern gegebenen. Werthe 
von x fich endigende Integral 
ds ds 
nn de 
Vag(h—n) — Vh-x 
ein Kleinfled wird. Zu der Kenntniß derfelben verhilft und die Gleichung 











a _ 0 

Vh—x ’ 

aus welcher [= _ ds —— 0 
I - sch x)8 


folgt. Wie haben Bier aud) h variiren laſſen, weil im Allgemeinen die 
Poſition des Anfangspunctes des Bogens, über welchen der fchwere 
Punct herabgleitet, veränderlich feyn kann. 
Nun ift wegen ds® = dr? + dy? + da? 
Id ende HAyaby Haedtr, 

folglich wenn wir dieſen Ausdruck in die obige Gleichung ſubſtituiren, 
die Differenzialien der Variationen durch theilweiſes Integriren weg⸗ 
ſchaffen, ferner alle auf den Anfangspunct des Curvenbogens ſich be⸗ 
ziehenden Größen durch Beiſetzung des Zeigers ı, und alle auf den 
Endpunct deflelben fich beziehenden durch Beifepung des Zeigerd a fennts 
lich machen, und endlich der Kürze wege Vh— x =u fegen: 


1 dı dy: 
9 [Em + + 22, ] 


_ı Ep gi d2 | - / 3 
. ds dı dy dı 
4-8. %Yy— de = 0. 


Die unter dem Integralzeichen enthaltenen Glieder geben uns, 
der Unbeflimmtheit der Variationen dx, dy, de zu Folge, die Glei⸗ 


ungen 


| dy _ de 
(9) mt im m $ 


wobei A und B beſtaͤndige Größen find, mithin 
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Adz — Bdiy=o md Az — By=C, 
wobei C ebenfalls eine Conftante vorftelt. Da dieß die Gleichung ei⸗ 
ner zur Axe der x parallelen, folglich verticalen Ebene iſt, ſo iſt die 
zu ſuchende Brachyſtochrona eine ebene Curve. Betrachten wir, um 
ihre Gleichung auf dem kuͤrzeſten Wege zu erhalten, ihre Ebene als 
jene der xy, fo haben wir ds = Vax? + dy?, daher 


dy 
Vıh-x. Vaarray 
d. h. 45 AVY(h—ı).dx 


Segen wir bier A = = fo Haben wir 
h= x 
amd) 


(h— x) 
fegen wie ferne 20 — (h—x)=x’, fo wird 


sa — x 
7 0) > 





dy ea dx! 


Da diefe Differenzialgleihung mit jener einer Eyfloide, deren 
Erzeugungskreis den Halbmeſſer 2a bat, und deren Scheitel und Are 
als Anfangdpunct und Are der Abfeillen dienen, genau übereinſtimmt, 
ferner, wenn wir die durch x vorgeftellten Abfeiffen auf denfelben Ans 
fangspunct beziehen, oder x== x’ annehmen, fih 1 za ergibt, 
fo ift die Richtigkeit der obigen Behauptung hinreichend begründet. 
Die dem Endpuncte des von dem Beweglichen durchlaufenen Bo⸗ 

gend der Curve zugehörigen Glieder vor dem Sntegralzeichen in obiger 
Gleichung geben und | 

dı,. Öx, y, 87. ds, 

arntentzne 
woraus fich Teicht folgern Täßt, daß, wenn die Brachyſtochrona zu ei⸗ 
ner gegebenen Linie oder Bläche geführt werden fo, fie diefe Linie oder 
Fläche rechtwinklig durchfchneiden müffe. Jedoch find wir feinesweges 
derechtiget , diefen Sag umzufehren. 
Da endlich die auf den Anfangspunct dieſes Bogens ſich bezie⸗ 
henden Glieder in der Gleichung (3) für ſich verfchwinden, fo haben wir 


dx, dy, 
+[ °x, + rt] Hanse =o 


0, 


. ® 399. 
Aber die erfte der Gleichungen (4) gibt uns 
ds an '  dı 
S a udn, udn 
ferner folgt ade (5) 
dy, dy da, de, 
de, wdn’ ud, wde, 
eubli if x, mit h einerlei, daher Haben wir 
ds, Öx, dy, Sy, dı 5, 
I 0 Fed te * "Ss, 
woraus zu erfehen ift, daß die zu dem Eudpunete ber Brachyſtochrona 
gehörende Tangente auf der Tangente der Linie oder auf der Berüh⸗ 


zungdebene der Fläche, von welcher das Bewegliche ausgehen ſoll, 
ſenkrecht ſtehen muß. 


—*0/ 
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3Zwanzigfie Borlefung. 


Über die Bewegung eines Spyftems materieller 
Puncte. 


\ 


B etrachten wir nun die Bewegung irgend eines Syſtems ma⸗ 
terieller Puncte, deren Berechnung nach dem, in der. fiebzehnten Vor⸗ 
Iefung erflärten, Principe d'alembert's von der Auflöfung eines 
Problems der Statit abhängig gemacht wird. Hiebei iſt der Anfang 
der Bewegung, bei welchem bloß die allenfalld auf das vorhandene 
Syſtem einwirfenden momentanen Kräfte in Betrachtung fommen, von 
dem weiteten Verfolge derfelben, während welchem bloß continuirliche 
Kräfte thätig find, zu unterfcheiden. . | 

Es feyen m,, my, My, die mit einander zu einem Gy 
fieme verbundenen materiellen Puncte, deren Maffen durch diefelben 
Buchftaben bezeichnet werden mögen; P,, P., Ps, . . » . gegebene, 
auf diefelben zugleih und momentan einwirfende Kräfte; ds,, 
ds,, dss, » ».. . die unendlich Fleinen Wege, welche diefe Puncte 
in dem erften Zeittheilchen zurädlegen, und v5, Yay Yar « « - . DR 
eorrefpondirenden Gefhwindigfeiten, fo wird das Syſtem durch die den 
Richtungen der einzelnen Bewegungen beziehungsweifg entgegengefegt 
angebrachten Kräfte m, v,, m. V., MyVs, .. . . in dem Zuftand der 
Ruhe erhalten. Da nun im Bezug auf jede beliebige, der Natur des 
Syſtems angemeffene und von ber hier zu betrachtenden Bewegung defe 
ſelben independente unendlich geringe Verſchiebung der Waffen m,, 
My, Myy . . « . ihre, nach den Richtungen der das Gleichgewicht her⸗ 
fiellenden Kräfte m,v,, mı.Ya, M;Y57 » « . . gefchägten, virtuellen 
Gefhwindigfeiten offenbar duch die Variationen — ds,, — ds, , 
— Ö8547 .... außgebrüdt werden, fo haben wir, wenn wir Die nad 
den Richtungen der Kräfte P,, Pr, Ps, - . .» » genommenen virtuels 
len Gefchwindigfeiten durch &p,, $Ppz, &Psr - - .. andeuten, durch 
Anwendung deö Principes der virtuellen Geſchwindigkeiten auf D’ATe ms 
bert's Grundſatz, die Gleichurng: 

(1) =(P!p — myös)=o 
welche wir auch, in fo ferne wir durch P, m, v, ds, dp jebe der 
gleichnamigen Größen anzeigen, der in ben vorhergehenden Vorleſun⸗ 
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gen gebrauchten furgen Bezeichnung gemäß, mit Hülfe des Summen⸗ 
zeichens auf eine gefchmeidige Form gebracht haben, während wir ohne 
das Summenzeichen hätten 
P, dp. +Prdp +Pdp: +... _ 
— mv,3s, — m,v,ds, — mv, —.. u 0 
ſchreiben müfjen. 

Drüden wir nun alle Werthe von Ip und ds durch die Wariatio- 
nen der Coordinaten der einzelnen Puncte des Syſtems aus, und res 
duciren wir diefelben mittelft der durch die Befchaffenheit dieſes Sy⸗ 
ſtems gegebenen Bedingungsgleichungen auf die kleinſtmoͤglichſte Au⸗ 

zahl, fo zerfällt diefe Gleichung in eben fo viele befondere Oleichungen, 
als es independente Variationen der Coordinaten gibt, welche, mit 
den erwähnten Bedingungsgleichungen verbunden , zur Beantwortung 
aller, den Anfang der Bewegung des Syſtems angehenden ragen hin- 
reihen. Daß man diefe Bedingungsgleichungen auch mit Hülfe unbe» 
flimmter Multiplicatoren in die Gleichung (1) einführen kann, bedarf 
Seiner weiteren Erläuterung. 

Legen wir unferer Unterfuchung ein rechtwinfliged Coordinaten⸗ 
foftem zu Grunde, und bezeichnen die Coordinaten der Yuncte m, ; 
m; M;5 .... beziehungsweiſe duch x,, Yır 2,5 Xyr Yar Zu 
Xpr Jar Bsi + +» » ferner die Kräfte, in welche P,; P.; P,; .... 
parallel mit den Aren der x, y, z zerfallen, durch &,, D., Bi; 
Rrr Dar 325 sr Dar 333 « « » endlich Die nach den Richtungen dee 
Eoordinaten geſchaͤtzten Befchwindigfeiten der oben genannten Puncte 
durch x, Yır Zi5 Kar Yar Zri F Yar Ehe . - . fo haben wir 
(fechöte Vorleſung (1)) im Allgemeinen 

Pdp = &dx + Ddy + 33z, 

vos xdx + yöy-+ z8z, 
wodurch ſich die Gleichung (1) in 
G) Z[&— add + HY—nydy + @—me)da] = o 
verwandelt, welche demnach nach den in der zehnten Worlefung erkläre 
ten Methoden weiter behandelt werden muß. 

Nennen wir ferner die continuirlichen Kräfte, welche auf jeden 
Punct, 3. B. m, deö vorhandenen Syſtems am Ende der Zeit t paral- 
lel mit den Aren ber x, y, z wirfen, mX, mY, mZ, wobei die 
Buchſtaben X, Y, Z mit demſelben Zeiger zu verſehen find, welchen 


m an ſich trägt, und, wie man fieht, die Kräfte vorftellen, durch 
&ttingshaufen’6 math. Vorlefungen. U. 26 
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welche die Einheit der Mailen getrieben würde, wenn jeber Theil der⸗ 
felben fo afficirt würde, wie ein gleich großer Theil der Maſſe m, und 
bedenfen wir, daß die Kräfte, welche die Maffe m während des Zeit- 
theilhens dt nach den Richtungen der x, y, z gerade fo befchleunis 
gen, wie ed die Gefammtheit aller Kräfte m, X,, m, Y,, m,2;; 
dıx diy d’z 

ir’ mu’ m TA⸗ 404 
ausgedruͤckt werden, ſo erhalten wir, den oben apgedeuteten Orunden 
. zu Folge, die Oleihung - 


(3) zu| (X-52)% .+(7-5 +2 55) 0, 


welche, mit Hülfe der in der zehnten Vorlefung gelehrten Methoden, 
die Auflöfung jeded, den weiteren Verlauf der Bewegung des ‚gegebenen 
Syſtems betreffenden, Problems darbietet. 

Iſt dieſes Syſtem ein mit Materie erfüllter Körper, fo werden 
die in den Sleichungen (1), (2), (3) angedeuteten,, auf dad gefammte 
Syſtem fich erfiredenden Summirungen durch Integration bewerf: 
flelliget. | 

Die bier Aufgeftellten allgemeinen Gleihungen (2) und (3) find 
nichts anderes, als die Bedingungsgleichungen des Gleichgewichtes 


aller 1. ai, Y9—ımy, 8—mz ober durch m(X-52), 


m,X,, m, Y,, m, 2,35 ıc. thut, durch m 


dt? 
n(1-5 7 ‚m (z — 7%) vorgeftellten Kräfte. Sind nun die 
Beftandtheile des Syſtems, welches der Einwirkung diefer Kräfte am 


terliegt, unveränderlich mit einander verbunden ‚, fo finden offenbar die 
in der fiebenten Vorleſung entwidelten Bedingungsgleichungen des 


Gleichgewichtes jeder an einem folchen Syſteme thätigen Kräfte Statt, 


und wir bedürfen daher feiner befonderen Behandlung der angeführten 


„ Gleichungen. Diefelben Bedingungsgleichungen gelten aber auch, wer 


nigftend zum Theile, wenn die Beftandtheile des vorliegenden Spftemd 
in feinen unveränderlichen. Zuſammenhange fliehen, wofern nur dieſes 
Spftem weniger als drei, nicht in einer und derfelben Geraden befind⸗ 
liche, fire Puncte enthält. Denn halten fich,. wie wir bereit8 in der 
eilften Vorleſung gefagt haben, Kräfte an einem veränderlichen Sy⸗ 
fteme das Gleichgewicht, fo muß daffelbe auch noch fortbeftehen, wenn 
einige oder alle Puncte dieſes Syſtems plöglich in eine unveränderliche 


Verbindung treten. Iſt alfo dad Spftem in dem letzteren Zuflande 
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noch einer Bewegung fähig, wozu die Anwefenheit von weniger als 
dreien, nicht in einer und derfelben geraden Linie liegenden firen Puncten 
erfordert wird, fo werden die feiner Beweglichkeit angemeflenen Bes 
dingungsgleichungen des Gleichgewichtes beftehen. Nur müffen wir Bier 
bemerfen, daß das Stattfinden der in der erwähnten Vorlefung erhal⸗ 
tenen Bedingungögleihungen des Gleichgewichtes eines unveränberlis 
hen Syſtems, die gegenfeitige Tilgung der Kräfte zur nothwendigen 
Bolge Hat, während bei einem veränderlichen Syſtem hiezu noch die 
Erfüllung anderer Bedingungen erforderlich ift. 

⸗»Wendet man die erwähnten Bedingungdgleichungen des Sleid- 
gewichtes eined unveränderlichen Syſtems auf die in den Gleichungen 
(2) und (3) erfcheinenden Kräfte an, fo lernt man dadurch einige in⸗ 
tereffante allgemeine Eigenfchaften der Bewegung eines jeden Syſtems 
tennen, mit. deren Außeinanderfegung wir und nun unverzüglich befchäf: 
tigen wollen. 

Es fen erftlich da8 vorhandene Syſtem materielfer Puncte völlig . 
frei, fo müffen für den Anfang der Bewegung deſſelben die ſechs Glei⸗ 
chungen 
(4) Ss 5 == 0, 

* (9 — my) = 07, 

z3—mD)=o, 

Z(9 my) — (&— mı)yl= o, 

z[(% — mx) — 3 — mz)x] == 0, 

z[(3 -_mz)yy — d — my)e] == 0, 
und für den Verfolg der Bewegung, die ſechs Gleichungen 


(5) (X = 0, 


ze = 0, 


zu |(r-32 »— (x-5 r]=o, 
zu[(x-5: :— (2-5 ECHT 
a[@-2)7-6-2).]=: 


befteben. er 
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Aus den drei erften der Gleichungen (A) folgt für den Anfang 
der Bewegung ded Spftemd 
/ Znı—2%; Zmy=>29; Zm—= >23; 
und aus den drei erften der Sleichungen (5) für jeden ferneren Augen⸗ 
bli der Bewegung defjelben 
Zm = Zmi; zum II = ZSmY; mt: _ = Zm2. 
dw dr dr, 
Es feyen nun E, v, 2 die Coordinaten dedjenigen Punctes, wel: 
. her zu dem Mittelpuncte des Syſtems würde, wenn auf alle Beſtand⸗ 
theile deffelben parallele, nach derfelben Gegend gerichtete, und ihren 
Maſſen proportionirte Kräfte wirften, welchen Punct man füglich den 
Mittelpunct der Maſſe des Syſtems nenuen kann, fo beftchen 
die Gleichungen 


(6) EZm= Zmx; v2m = Zmy; 2Zm > Zmz. 
Differenziren wir Diefelben in Bezug auf die Zeit t, fo ergibt ſich 


dt dı du _ dy, dt di 
Ft Zn = Zn; gza=2m; Zm=Zn,, 
Für den erften Augenblid der Bewegung ift offenbar 
dx _ dy - ds _ 
Tee Br A53 7 


und wenn wir die nach den Richtungen der x, y, z gefchägte Se 
fhwindigfeit des Mittelpunctes der Maffe, welche derfelbe vermöge 
feiner Verbindung mit dem gefammten Spfteme annimmt, durd 
E, v, 2 vorftellen, eben fo 

>= 


a 
ea) c 
l 
el 
— 
| 
I 
Bl 


mithin 
(7) gZm > 2% vZzum= SV; 27um= 23. 


Die Sleihungen (6) geben uns ferner durch zweimaliges Diffe 
venziren in Bezug auf t 


d?E dıı du. __ day Ri. d’s 
Ser Te 7 Sci 7 Tee Tr 
oe | hi 


(% 75m = zuX; Sm = zmY; Z: sm= ZumZ 


Aus den Gleichungen (7) und (8) erhellet nun ber wichtige Lehr: 
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faß, daß fich der Mittelpunct der Maffe eined jeden freien Syſtems 
dergeftalt bewegt, ald ob die Maffen aller Beftandtheile diefes Sy: 
flem in ihm vereinigt wären, und in jedem einzelnen Augenblide auf 
ihn alle, an dem Syſteme in diefem Augenblide thätigen Aräfte, ih 
ren Richtungen parallel, einwirften. 
Aus den drei Tegten der Gleichungen (4) erhalten wir für den An» 
fang der Bewegung 
Zugyx—ı)=Z(dxı— &y), 
Zm (xz — zı) Æ — 3x), 
0 2Zm(sy— ya) 2(3y — Yo), 
und nad) Verlauf der Zeit t, den Gleichungen (5) gemäß: 
xdy— ydı 
m Cr de 
zum (HE dx — ıdz 


= Zm(Yx —Xpy), 
= 2m (Xz — Zx), 
=zm —— enter) = Zm(Zy — Y\Yz). 

Enthält das gegebene Spftem einen firen Punct, ſo gelten dieſe 
Gleichungen ebenfalls, in ſo ferne dieſer Punct als Anfangspunet der 
Coordinaten betrachtet wird. 

Die Groͤßen 

Zm(Yx— Xy), Zm(Xz — Zx), Zm(Zy — Yz) 
find, wie wir aus der achten Vorlefung willen, die Summen der Mo- 
mente der am Ende der Zeit t auf das Syſtem wirkenden Kräfte in 
Bezug auf die Aren der z, y, x. Wird daffelbe entweder von Feiner 
eontinuirlichen Kraft, oder theild von ſolchen eontinuirlichen Kräften, 
deren Richtungen ftetd durch den Anfangspunct der Coordinaten geben, 
theild von der zwifchen feinen Beftandtheilen beftehenden Anziehung 
oder Abftoßung, außer diefen aber von feinen anderen continuirlichen 
Kräften affıeirt, fo find die erwähnten Summen der Momente-jeders 
zeit glei Null. Denn es fey A eine auf den Punct x, y, z wirkende 
Staft, in deren Richtung der Anfangepunct der Coordinaten liegt, und 
r der Nadiusvector, welcher aus dem Anfangspuncte zu dem Puncte 


x, y, z geht, fo find , 2, - die numerifchen Werthe der Cofis 


nuſſe der Winfel, welche die Richtung der Kraft R mit jeuen der poſi⸗ 
tiven x, y, z bildet, und daher iſt Ä 
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xX=+tR.-, Y=+tR.?, Z=H+tR.-, 


wobei die unteren Zeichen gelten, wenn die Kraft R zu dem Anfangs: 
puncte der Coordinaten bin wirkt, uud die oberen, wenn das Gegen- 
theil Statt findet. Hieraus folgt aber - | 
Yz — Xy o, Xz — Zı=o, Zy— Yz=o. 
Iſt ferner R die Größe der Kraft, mit welcher der Punct x,, 


Yır 2% aufden Punct x,, Ya, 2, einwirft, und diefer auf jenen rea⸗ 


girt; ferner m, die Mafle des erfteren, und m, die Mafle des lepte- 
zen; endlich u die Entfernung beider, fo wird der erſte Punct, nach den 
Richtungen der x, y, z, von den Kräften 
Mm, Kara, nY,=+R.72; n,2,=tR.-; 
und der zweite von den Kräften u 
m,X,=+R.; n,otR.2Z; n,2,=+R. — 
afficirt, wobei entweder alle oberen, oder alle unteren Zeichen zugleich 
zu nehmen ſind, und wir finden 

m, (V.x. — X, yı) + Mm, (X. x. — X. 2 0, 

m, (X, 2, — Z,x,) + m, (Xx, 2, — 2.,x.) = 0, 

n,(4,14, — 2) + m (27 — 12) =». 

Unter der erwähnten Vorausfegung haben wir alfo 


Ry— ya 
(9) Zm Gr ie - == 0, 
i 4 
En ) == 0, 


" — 2 AM 
m (7) == 0; 
folglich, wenn wir in Bezug auf die Veränderliche t integriren, 
dy— ydı 
(10) 2m (7) — A, 


m 


wobei A, B, C befländige Größen anzeigen. Aber xdy — ydı ill 
dad Doppelte des Differenziald des Slächenraumes, welchen der aus 


— — — — — — Un — 


’ 
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dem Anfangspuncte der Coordinaten zu der Projection des Punctes’m 
auf Die Ebene xy gezogene Radiußvector während ber Zeit t durch⸗ 
fireicht ; und eine ähnliche Bedeutung haben die Größen zdx — xdz, 
ydz — zdx hinfichtlic) der Ebenen xz, yz: ſetzen wir alſo 


xdy—ydı=32dS, zdx—xdze=2d$, ydz— zdy=adS!!, 


fo ift Ä 
ds _ as , ds” 


mithin, wenn wir abermal in Seyng auf Die Zeit t integriren, und bes 
denfen, daß die Slächenräume $, S’, 8“ für ta o verfchwinden, 


(11) Zm8 = :At; ZmS/= ;Bt; ZmSU=:Ct. 


Bei diefer Unterſuchung wurde die Lage der Ebenen xy, xz, 
yz im Allgemeinen durch nicht befchränft ; wenn daher ein freied Sy⸗ 
ſtem materieller Puncte, außer den am Anfange der Bewegung thätis 
gen momentanen Kräften, bloß von fogenanuten inneren Kräften, 
d. 5. von den ziwifchen diefen Puncten etwa beftehenden Anziehungs⸗ 
oder Abftoßungsfräften, affieirt wird, fo ift die Summe der Producte 
aus den Mailen der genannten materiellen Puncte und den Flächen: 
räumen, welche die, aus einem beliebigen firen Puncte zu den Projecs 
tionen der bewegten Puncte auf irgend eine durch den firen Punct ges 
legte Ebene gezogenen, Radienvectoren während der Bewegung bejchreis 
ben, der Dauer der Bewegung proportionirt. Auch erfehen wir aus 
den Gleichungen (7) und (8), daß der Mittelpunct der Maffe des Sy- 
ſtems in dem vorliegenden Balle fi nach der Richtung. der Refultiren- 
den der auf denfelben zu ihren urfprünglichen Richtungen parallel verſetz⸗ 
ten momentanen Kräfte, alfo geradlinig, bewegt, gerade fa, als ob bie 
inneren Kräfte nicht vorhanden wären. | 

Die fo eben angeführte Befchaffenheit der Blächenräume befteht 
auch dann noch, wenn die auf das Syftem einwirfenden äußeren Kräfte 
ſaͤmmtlich gegen einen beftimmten firen Punct gerichtet find, wie auch, 
wenn dad Syſtem einen firen Punct enthält; nur mülfen die Radien⸗ 
vestoren, welche diefe Slächenräume befchreiben , jedesmal von bem ges 
nannten firen Puncte ausgehen. 


Beziehen wir die Gleichungen (10) auf den Anfang ber Bewe⸗ 
gung, fo haben wir 


Znys—-ıyJ)=A; Znz—zu)=B; Im(zy—ye)=C; 
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folglich 
(12) A=2(dx—%y); B=e37(%z— 32); C=2(3y— Ve). 

Es find alfo die Conftanten A, B, C die Summen der Momente 
der im erften Augenblide der Bewegung thätigen momentanen Kräfte 
in Bezug auf die Aren der z, y, x 

Die Werthe der Größen A, B, C ändern fi, wenn man dab 
der Rechnung zum Grunde liegende Coordinatenfpftem mit einem ande» 
ren vertaufcht; fie find aber dabei, ihrer fo eben erfannten Bedeutung 
gemäß, an die, am Ende der achten Vorlefung unter den Momenten 
beſtimmter Kräfte binfichtlich verfchiedener Aren nachgewiefenen Rela⸗ 
tionen gebunden. Es erleidet demnach, die Summe der Quadrate Dies 
fer Eonftanten Beine Änderung, wenn man, mit Beibehaltung des Ans 
fangspunctes der Eoordinaten, von einem rechtwinfligen Coordinaten⸗ 
foftem auf ein anderes übergeht. Ferner fann man die Ebene xy flets 
fo wählen, daß B und C verfchwinden, folgli A den größten Werth 
erhält, deflen diefe Conftante bei einem und bemfelben Anfangspuncte 
der Eoordinaten fähig ift. | 


Unterliegt daher ein Syſtem materieller Punete bloß der Einwir⸗ 
fung momentaner Kräfte und der fortwährenden gegenfeitigen Anzie⸗ 
bung oder Abftoßung diefer Puncte, fo gibt ed für jeden firen Punct, 
von welchem man die Nadienvectoren zu den Projectionen der Beſtand⸗ 
theile des Syſtems auf eine durch denfelben gelegte Ebene ausgehen 
laͤßt, eine ſolche Pofition diefer Ebene, daß die Summe der Producte 
aus den bewegten Maffen mit den Slächenräumen, welche die ihren 
Projectionen zugehörigen Nadienvectoren während jeder gegebenen Zeit 
befchreiben, die greößtmöglichite wird. Daffelbe gilt auch, wenn bie 
Maflen des Spflems während der ganzen Bewegung von einem firen 
QPunete angezogen oder abgeftoßen werden, und man die erwähnten 
Flaͤchenraͤume auf diefen firen Punct bezieht ; oder, wie man fich furz 
auddrüden fann, wenn man diefen firen Punct zum Mittelpuncte 
der Slähenr&ume annimmt. Qaplace, welcher diefe Bemerfung 
zuerſt machte, nennt, die fo befchaffene Projectionsebene, da fie für jeden 
beſtimmten Mittelpunct der Blächenräume während der ganzen Dauer 
der Bewegung biefelbe bleibt, die dem genannten Mittelpuncte zugehoͤ— 
tige unveränderliche Ebene. Die Cofinufle der Winfel, un: 
ter welchen fie im Allgemeinen gegen oben gewählte, den Mittelpunct 
der Flaͤchen ald Anfangspunct der Coordinaten enthaltende, Ebenen 
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xy, xz, yz geneigt ift, find offenbar 
A B C 
VEFB+G Veret® vYae+sıl 

Es bedarf feiner Erinnerung, daß die durch den Anfangspunct 
der Soordinaten gehende Are, binfichtlich welcher die Summe der Mo⸗ 
mente der am Anfange der Bewegung des Syſtems thätigen Kräfte 
am größten ausfällt, auf der unveränderlichen Ebene fenPrecht fteht. 

Die beiden in gegenwärtiger Vorlefung vorgetragenen allgemei- 
nen Eigenfchaften der Bewegung jedes Syſtems materieller Puncte 
pflegen die Lehrfäge von der Erhaltung der Bewegung des 
Mittelpunctes der Maffe (oder auch des Schwerpunctes, in 
fo ferne man nämlich das Wort Schwerpunct für gleichbedeutend mit 
dem Ausdrude Diittelpunct der Maſſe gebraucht) und von der Er: 
haltung der Slähenrdäume genannt zu werden. * 
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Ein und zwanzigfte Vorleſung. 


Über die drehende Bewegung eines unveränderli- 
hen Syſtems materieller Puncte um eine fire 
Are, und über die Momente der Trägheit. 





Sanen wir und vor, auf ein unveraͤnderliches Syſtem mate⸗ 
rieller Puncte, welches mit einer fisen Geraden in einer foldhen Wer: 
bindung fieht, daß die Entfernung jedes einzelnen jener‘ Puncte von 
jedem Puncte diefer Geraden nicht geändert werden fann, d. h. bloß 
einer drehenden Bewegung um diefe Gerade ald Are, aber feiner Ver: 
fhiebung längs derfelben fähig ift, wirlen momentane und continuirs 
liche Kräfte, fo haben, wenn wir jede Kraft ſowohl zu der Rotationsare, 
wie auch zu einer auf die Rotationsare fenfrechten Ebene parallel zerle⸗ 
gen, bloß die letzteren Kräfte auf die Bewegung des Syſtems Einfluß. 
Denn nehmen wir die Rotationsare für die Are der z an, und behalten 
wir alle in der vorhergehenden Vorleſung gebrauchten Bezeichnungen 
bei, fo fommt bier, von allen dort erhaltenen Gleichungen bloß die 
einzige 


(:)  Zmyxr— xy) =2(9r — %y) 
für den Anfang, und 
(2) Zn (II) = Zm(t<—Xy) 


für den Zufland der Bewegung am Ende der Zeit t, in Betrachtung. 
Wir wollen und zuerft mit dem Falle befchäftigen, wenn auf das 
Syſtem bloß momentane Kräfte einwirfen, und daffelbe fodann feiner 
Zrägheit überlailen wird. Hier haben wir wegen XRo, Yazo 
Zm(Yx—Xy)=o, 
folglich, wie in der vorhergehenden Vorlefung gezeigt wurde, 


(3) Zu (77) = A Z(9ı— £y). 


Es fey r der Abftand der Maſſe m von der Notationdare, und 
0 der Winfel, welchen r mit einer durch diefe Are gelegten firen Ebene, 
3 B. mit der Ebene xz bilder, fo ift befanntlich 


xdy — ydx = r?dd, 
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wodurch die Gleichung (3) die Form 


ZnrZ em A 


erhält. Wegen der unveränderlihen Verbindung der materiellen Puncte 
bed Syſtems entfernen ſich alle Perpendifel, welche von denfelben auf 
die Notationdare fallen, von ihren anfänglichen Pofitionen binnen eis 
ner fellgefepten Zeit um denfelben Winkel; wir fönnen daher dieſe 
Gleichung aud fo darftellen : 


. 
T ZSmr? == A, woraus 


d 
dd A 
(4) dat — Enr’ 
und, in fo ferne wir 0 auf einen beflimmten Punct des Spftems ber 
sieben, 
(5) 0 = — et} Conit. 


Zmr? 


folgt. Bei der Drehung des Syſtems um feine fire Are nehmen daher 
die Winkel, welche die aus den einzelnen Puncten deffelben auf die 
Rotationsare gefällten Perpendifel durchlaufen, in demfelben Verhaͤlt⸗ 
niffe zu, wie die Zeit. Man nennt eine folche drehende Bewegung eine 
gleihförmige, und fchägt das Verhältniß der Gefchwindigkeiten, 
mit welchen zwei gleichförmige Drehungen erfolgen, nad) dem Ber: 
bältniffe der Winfel, welche eine auf die Rotationsare fenfrechte und 
mit dem ſich drehenden Syſteme unveränderlich verbundene Gerade in 
beiden Faͤllen binnen einer feftgefegten Zeit befchreibt, weßwegen bie 
Drehungsgefhwindigkteit eines unveränderlichen Syſtems auch 
die Winkelgeſchwindigkeit deffelben heißt. Kür die Einheit der 
Winfelgefehwindigfeiten wird diejenige angenommen, vermöge welcher 
binnen der Zeit ı die Einheit der Winkel befehrieben wird, d. h. ver⸗ 
möge welcher ein, von der Rotationdare in der Entfernung ı befinds 
licher Punet, binnen der Zeit ı einen Kreisbogen, deffen Länge = ı 
it, zurüdlegt. 

Dieß voraudgefept, ift die Winkelgefchwindigfeit eines fich gleich 
förmig drehenden Syſtems dem Auotienten gleich, welchen man ers 
hält, wenn man den von einer auf die Drehungsare fenfrechten Gera: 
den, vermöge diefer Drehung, befchriebenen Winfel, durch die Zeit, 
binnen welcher er befchrieben wurde, dividirt. "Die dabei Statt fin 
dende wirkliche oder abfolute Gefchwindigfeit eines jeden Punctes 
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aber wird, wie man leicht fieht, durch das Product der Winkelgeſchwin⸗ 
digfeit mit der Entfernung deffelben von der Rotationsaxe ausgedrückt. 
Bezeichnen wir die Winfelgefhwindigfeit des Syſtems, deſſen 
Drehung wir oben betrachteten, duch w, fo haben wir 
__d 6 6 — Const. 
= no tt _ 
A 
(6) u= 
Iſt das gegebene Syſtem ein mit Materie erfüllter Körper, und 
dm das Differenzial der Maſſe deſſelben, fo nimmt die Formel (6) die 
Geſtalt 


(7 “ = 


an. Die Summe der Producte der Maſſe jedes Theilchens eines Sy⸗ 
ſtems mit dem Quadrate ſeines Abſtandes von einer gegebenen Geraden 
wird das Moment der Traͤgheit des Syſtems in Bezug auf dieſe 
Gerade genannt. Da nun die in den Formeln (6) und (7) erſcheinende 
Conſtante A, wie aus der Gleichung (3) erhellet, die Summe der fla- 
tiſchen Momente der auf dab gegebene Syſtem einwirkfenden momenta» 
nen Kräfte in Bezug auf die Rotationsaxe anzeigt, fo findet man die 
Winkelgefchwindigfeit, welche diefe Kräfte erzeugen, wenn man die 
fo eben genannte Summe durch das Moment der Zrägheit des Syſtems 
‚in Bezug auf die NRotationsare theilt. 

Wenden wir und nun zur Unterfuchung der Bewegung eined un: 
veränderlichen Syſtems um eine fire Are, wenn nebit den anfänglichen 
momentanen Kräften fortwährend continuirliche Kräfte thätig find. Die 
Berechnung diefer Bewegung erheifcht die allgemeine Formel (2), wels 
her wir jedoch mit Hülfe der Bemerfung, daß xd?y—yd’x=d(r?db) 
und r von t independent ift, die Geftalt 

dı9 


(8) 7 Zar = Zm(Yx — Xy) 


’ mithin 


geben wollen. 

Sehen wir die Winfelgefchwindigkeit «o, mit welcher das Syſtem 
fih am Ende der Zeit t um feine Are gleichförmig zu drehen beginnen 
würde, wenn in dieſem Augenblicke die continuirlichen Kräfte aufhör: 
ten daffelbe zu afficiren, als die dem Ende. der Zeit t entfprechende 
Winkelgefohwindigfeit dieſes Syſtems an, fo läßt fich auf dem, in der 
fünfzehnten Vorlefung betretenen, Wege mit Hülfe der Methode der 


\ 
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Grenzen die Gleichung 


do 
(9) var 
leicht rechtfertigen. Wir haben daher 
(10) | — Imr = Zm(Yx— Xy), 


und insbeſondere für einen mit Materie erfüllten Körper 
(11) Ze fr:dm = /(Yx — Xy)dm, 


welche Gleichung uns die jedem beliebigen Augenblicke zugehörige Win: 
kelgeſchwindigkeit darbietet. - | 

Es fey, um einen befonderen Fall vor Augen zu haben, die 
Schwere die einzige dad Spftem der materiellen Punete affieirende 
Kraft, und die Rotationsare horizontal, fo ift, wenn wir die Are der 
y vertical und abwärts gerichtet annehmen, und die Intenfität der 
Schwere durch g vorfiellen, X=o, Y=g, folglich 


T rm = gixm. 
Bezeichnen wir die gefammte Maffe des Syſtems durch M, und 
die der Are der x parallele Eoordinate des Schwerpunctes des Syſtems 


am Ende der Zeit t durch E, fo ergibt fich, wegen 
&xm = Em == ME, 
| m Ierm= gME. | 
Nennen wir die Länge des aus dem Schwerpuncte unfere® Sys 
ſtems auf die Notationdare gefällten Perpendifeld a, und verftehen wir 


unter 6 den Winkel, welchen daffelbe am Ende der Zeit t mit der bos . 
rizontalen Are der.x bildet, fo haben wir E== a cos, 8, mithin 


Er Zr2m = gMacos$, 


und wenn wir beiderfeitd mit „dt — d@ multiplicigen, 
| adoaZrtm gMa cos. dd, 


worausd durch Integration. 
agMa 


Zr:m 
folgt, wenn nämlich = den Werth von 6 am Anfange der Zeit t ans 
zeigt. Sehen wir bier z ſtatt oo, fo erhalten wir nach verrichteter 


wo? * 


(sin.d — sin, a) 
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Integration eine Gleichung zwiſchen 0 und t, welche das Geſetz ber 
Bewegung ded Schwerpunctes des Syftemd vor Augen legt. 

Iſt dad Bewegliche ein einzelner Punct, welcher, fo wie der ers 
wähnte Schwerpunct, ftetd diefelbe Entfernung A von der Rotationss 
are beibehält, was durch eine unveränderliche Verbindung deffelben mit 
diefer Are erreicht wird, fo geht, wenn wir unter M die Maffe diefes 
Punctes verfieben, Zr?m in AM, und a in A-über, folglich haben 
wir, in fo ferne ©, 0 und a ihre Bedeutung beibehalten, 


a8 — * (sin. 0 — sin. a). 


Soll nun die Bewegung dieſes Punctes mit jener des Schwer- 
punetes dergeftalt übereinftimmen , daß, bei gleichen Abweichungen der 
aus beiden auf die Rotationsaxe gefällten Perpendifel von der verticas 
len Richtung, gleiche Winfelgefchwindigfeiten Statt finden, fo muß 
. augenfcheinlid) 


Zmr2 
(12) am 7” 
feyn. / 


Diefe Formel lehrt die Schwingungen eines fchweren Körpers um 
eine horizontale, nicht durch feinen Schwerpunct gehende fire Are,. wel: 
cher in dieſer Beziehung ein zufammengefegtes Pendel genannt 
zu werden pflegt, auf die Schwingungen eines einfachen Pendel re⸗ 
duciren, indem fie die Länge eines, in Hinficht auf die Schwingungs⸗ 
weife, dem zufammengefepten Pendel völlig gleichgeltenden einfachen ans 
zeigt. Auch fieht man, daf alle Puncte eines zufammengefegten Pen: 
dels, welche in der durch die Rotationdare und den Schwerpunct def: 


felben gelegten Ebene, und in dem durch oh — ausgedrüdten Abftande 


von der Rotationdare fich befinden, ihre Schwingungen in Verbindung 
mit dem ganzen Körper nicht anders vollbringen, als es der Fall feyn 
würde, wenn fie bloß mit der NRotationdare, nicht aber mit dem oſcil⸗ 
lirenden Körper verbunden wären. Diefe Puncte, welche offenbar in 
einer zur NRotationdare parallelen Geraden liegen, heißen die Mittel 
puncte der Schwingung. 

Das Moment der Trägheit eines ieben Syſtems materieller Puncte 
in Bezug auf eine beliebige Are laͤßt ſich durch das Moment der Träg- 
heit deſſelben Syſtems in Bezug auf die, durch den Mittelpunct der 
Mafle oder den Schwerpunct geführte, der fo eben genannten paralles 
len Are ausdrüden. Es feyen nämlich in’einem rechtwinfligen Coor⸗ 
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dinatenfpfieme, deſſen eine Are jenen, auf welche fich die Momente 
Der Trägheit beziehen, parallel lauft, x und y die nad) den Richtun⸗ 
gen der zwei anderen Aren genommenen Coordinaten irgend eines Theil« 
chend m deö gegebenen materiellen Syſtems; p und r'die Abftände defr 
felben von der durch den Schwerpunct gezogenen und von der ihr pa⸗ 
rallelen Geraden, endlich E, v die Coordinaten des Punctes, in wel⸗ 
chem die erftere, a, ß die Coordinaten des Punctes, in welchem bie 
leptere der Ebene xy begegnet, und a die Diftanz beider, fo ha⸗ 


ben wir 
rr = (x — a)” 0 — 6)., 
er 6— 0 — v)%), 
folglich | 
r? — pe = 3 (a) 2 -P)yta + — E — v 
md Inr — Iimp = s(E—-a)Zmx + 2a(v—P)Zmy 
+@+R®—E— w)Zm. 

Aber es-ift, der befannten Eigenfchaft des Mittelpunctes der 

Maſſe zu Bolge, 
Zmx= tim; Zmy—=vöm; 
Daher wird 
Zor — Zmp = (a + B? — aa — 2ßv LE Lu) Im 
== a? m, mithin 
(13) Smr = Imp: + a22m. 

Man erfieht hieraus, daß das Moment der Trägheit eined Sy⸗ 
ſtems in Bezug auf eine durch den Mittelpunct der Maffe gehende Are 
Fleiner ift, als dad Moment der Trägheit deffelben in Bezug auf ir⸗ 
gend Eine andere, Diefer parallele Are. 

Subftituirt man den Ausdrud (13) in (12), fo findet man wes 
gu Zm=M -. 


Da nun Zmp* und Ma nothivendig pofitive Größen find, fo 
ift immer A> a, d. h. die Mittelpuncte der Schwingung eines zuſam⸗ 
mengefepten Pendels liegen tiefer ald der Echwerpunct beffelben. 

Es ift bemerfenswerth, daß, wenn man die Gerade, in welcher 
die Mittelpuncte der Schwingung eines zufammengefegten Pendels ſich 
befinden , zur Rotationdare macht, die vorige Rotationsaxe fich in den 
‚geometrifchen Ort der Mittelpuncte der Schwingung verwandelt. Denn 


€ 
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gehen a und A Hinfichtlid, der neuen Rotationdare in a’ und 7/ über, 
fo ift | 


j Zm p? 
‘ a. 
um TFT La 





Aber wir haben offendar = r — a —— mithin 
Ama + ze es A, 


Um zu fehen, wie das Moment der Trägheit eines Syſtems in 
Hinſicht auf irgend eine Are, von der Pofition derfelben gegen drei 
fire, in einem ihrer Puncte fich rechtwinklig durchfchneidende gerade 
Linien, welche wir zugleich ald die Aren der Coordinaten betrachten, 
abhängt, feyen a, B, y die Neigungen der Are des Traͤgheitsmo⸗ 
mentes gegen jene der x, y, z; p der. Abſtand deö Punctesx,y, x, 
in welchem wir uns die Maffe m vereinigt denken, von der erfieren 
Are, alfo Zmp* das zu fuchende Moment der Trägheit felbft, und A 
der aus dem Anfangspuncte der Eoordinaten zu dem Puncte x, Y, 3 


gezogene Radiusvector, alfo = J, die Coſinuſſe der Winkel, welche 


r mit den Axen der x, y, z bildet, fo haben wir für den Coſinus der 
Neigung des Radiusvectord r gegen die Are des Trägheitömomentes 
den Ausdrud 
= cos. a +1c08s.ß-+- c0.y. 
r r. r 
Das Perpendifel p iſt das Product des Radiusvectord r mit dem 
Sinus des fo eben genannten Winkels; daher befteht die Gleichung 
pt = r? — (xcos.a--yoos.ß + 2c0s.y)?, 
welche und nach gehöriger Entwidelung, wegen M=x!+-y?+-zt, 
pr'e x!sin.a® 4 y?sin.ß* — zit sin.y® 
— 3XY C0s.0 C08.ß — 2x3 008.0 C0s.y — 3y2 cos. B cos.y 
gibt._ Wir haben demnach 
Zmp: = sin.a Zmx? + sin.ßZmy? + sin.y& me! 

— 3 008.4 c0s.ß Zmxy — 2 cos. 008.7 Zmxz — 2.008.ß cos.y Zmyz. 
Diefe Formel verhilft und zu dem Werthe von Zmp*, wenn wir 
Smx:, Zmy?, Zmz: und Zmxy, Zmxz, Zmyz fennen. 

Welche auch immer die Pofition des Anfangepunctes der Coordi⸗ 
naten fen, fo kann man jederzeit die Aren der x, y, z dergeftalt an⸗ 
nehmen, daß die Summen Zmxy, Zmxz, Zmyz verfhwinden. 
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Denn führen wir durch den Anfangepunct der Coordinaten drei andere 
rechtwinflige Asen, welche wir die der x‘, y/, 2/ nennen wollen; die 
Winfel, welche die Aren der x und x’ mit der Durchfchnittslinie der 
Ebenen xy und x’y/ bilden, feyen p und 9, und der Neigungswinfel 
diefer Ebenen fey 8; fo gibt eö ſtets reelle Werthe für y, 9 und 0, in, 
Bezug auf welche die Oleichungen 
Zmry=0; Znvz’=o0; Immo 
Statt finden. Es ift nämlich, wie aus den zwei erften Vorleſungen 
uͤber die analytiſche Geometrie erhellet, 
x’ == (008.9 cos.$ + sin.» sin.» cos.0)x 
-+ (cos. 9 sin.y — sin.p Cos.% cos. ) y 
+ sin.g sind .z, 
y’ zu (sin.p cos.$ — C08.9 sin. p 608.0) x 
‚+ (in.p sin.y + cos.9 cos, ’ c08,0)y 
— (08.9 sin.d.. 2, 
zZ — sin. psin.d.x + cos.. sin.d.y + c08.0.%. 
Segen wir 
X= xco4 + ysin.y, 
Y== xsin.$cos.d — Yc08.% cos. + zsin.d, 
fo nehmen die beiden erfteren Ausdrüde die kürzeren Formen 
x = Xc0s.9 + Ysin.9; y/ = Xsin.9 — Ycos.9 
an, und wir erhalten, der Bedingungen Zmx’z/==o und Zmy’/z/=o 
“wegen, die Sleichungen: 
008.9 ZmXz/ + sin. 9 ZmYz’= 0; sin.p ZmXz’— cos.9 ZmYz'/=20; 
welche nicht zufammen beftehen fönuen, wenn nicht 
ZmXz=o und ZmYz=o 
iſt. Subflituiren wir für X und Y die obigen Ausdrüde, und bezeich⸗ 
nen wir die Summen 
- Zmx, Zmy, Zmz, Iimxy, ISmız, Imys, 
welche wir hier ald gegebene‘ Größen betrachten, durch 
A, B, C, D, E, F, 
fo ergeben fich nach einer leichten Rechnung die Gleichungen 
(B— A) ain. p cos.Y sin,O + D(cos.%* — sin.Y*) sin. 0 
+ (E cos. 4 + F sin. ) cos.0 == 0, 
(A sin. 4° B cos. j — C — 23D in. p cos.%) sin. O cos. 0 


+ (Fcos.$% — E sin.Y) (cos. 0: — sin.) = o. 
Eitingshaufen’d math. Borlefungen. IL. | 97 
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Diefelben ftimmen mit den in der neunten Vorlefung II. erhaltes 
nen genau überein, wenn man dafelbſt A, B, C jlatt aA, aB, 2C 
fchreibt ; wir find daher, die am angeführten Orte vorgenommene Rech» 
nung vor Augen habend, zu dem Schluffe berechtiget, daß obigen Blei» 
ungen jederzeit Durch reelle Werthe von + und 6 Genüge geleiftet wer- 
den kann. . 

Die Gleichung Zmx’y/ = o gibt und ferner 

sin.9 C0s.9 Zum” —Y’) — (c0s.9? — sin.) ZmXY =o 
oder ein. 29 m (X — Va) — 200.29 3mXY = 0, 
alſo ae, 
Em (X? —Y?) 
daher iſt 9 reell, fobald es p und 6 find. 

Laſſen wir nun die Aren der x, y, z jene Lagen annehmen, welde 
wir fo eben den Aren der x’, y’, 2 angewiefen haben, fo wird 
(14) Zap: = sin.aimxr’ + sin.® Zmyt + sin. Zmz*. 

Die gegenwärtigen Aren der Coordinaten heißen die Haupt: 
aren der Momente der Trägheit. Bezeichnen wir die ihnen 
entfprechenden Momente der Zrägheit oder die Summen 


Em("-+2), Zm(x?+z), Zm(x’-+Y') 
durch A, B, C, ſo haben wir 
aim? B+ C—A; 2Smp®? =A-4C-—B; 23mz? — ABC; 
mithin 3Z3mp? —= A(sin. ß —- sin.y? — sin. a?) 
+ B(sin.a® + sin.y? — sin.ß?) 
+ C Lsin.a® + sin. ß®* — sin. y?) ; 
weiche Sleihung, da wegen cos. a? + cos. BR cos =i 


sin.ß? + sin, y — sin.a! == 2c008.a?; 
sin.a® 4 sin.y? — sın. B = 2c0s.ß3 
sin.u® 4 sin.ß? — sin.y? = 2c0s.y*. 


ift, auf die einfache Formel 

(15) 3Emp?: = Acos.a® + Bcos:ß? + Ccos.y? führt. 
Iſt A die größte, und C die Meinfte der Größen A, B, C, fo 

it Zmp: <A und Zmpt > C; pas man leicht zeigen Fann, wenn 

man mittelft der Gleichung cos. a? 4 cos.ß? -F cos. y: = ı ein Mal. 

cos.a, und dad andere Mal cos.y aus (15) wegſchafft. 


— — — 
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Zwei und zwanzigfte Dorlefung 
-Über die drehende Bewegung eines unveränderli- 


hen Syſtems materieller Puncte um einen firen 
Punet. 





J. ein Syſtem materieller Puncte, welche ſowohl unter ein⸗ 
ander, als auch mit einem firen Puncte unveraͤnderlich verbunden find, 
um den lebteren vollfommen beweglich, fo haben wir, wenn wir den 
fixen Punct ald den Anfangspunct der rechtwinfligen Eoordinaten bes 
trachten, und die momentanen Kräfte, welche am Anfange der Zeit t 
auf die im Puncte x, y, z vereinigte Maffe m, parallel mit den Aren 
der x, y, z, wirken, buch X, D, 3; die Gefchwindigfeiten, welche 
diefelben diefer. Maffe nach den genannten Richtungen erteilen, durch 
x, y, 2; endlich die am Ende der Zeit t an der Maſſe m thätigen con« 
sinuirlichen Kräfte dur mX, mY, mZ vorftellen, aus den in der 
zwanzigſten Vorlefung auseinandergefegten Gründen, für den Anfang 
der Bewegung die Sleihuugen 


G) Zmyx—ıy)=Z(9x—Xy), 
Zm(zz — zx) = Z(8E2z— 3x), 
- Zm(sy — y2) = 2(3y — Da), 
und für den Zuſtand derfelben am Ende der Zeit t die Gleichungen 


xdy — ydıı 


(2) "Zm Fr ) = Zm(Yx — Xy), 


Zm Ion = Zm(X2—Zx), 
ydız — zd!y 
de 
in welchen ſich die Durch S angedeutete Summe auf alle materiellen 
Puncte des Syſtems erſtreckt, und falls dieſes Syſtem ein mit Mate⸗ 
rie erfuͤllter Körper wäre, das Differenzial feiner Maſſe an die Stelle 

von m, und das Integralzeichen an die Stelle von tritt. 

Um die weitere Behandlung der Gleichungen (2) zu erleichtern, 
wollen wir die Eoordinaten jeded einzelnen Beftandtheiles des Syſtems 
auf neue independente variable Groͤßen, welche zur Befimmung der 


27° 


Zm = ZSm(Zy—-Yo), 
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Pofition ded ganzen Syſtemes in jedem gegebe..en Augenblide hinrei⸗ 
hen, rebuciren. Hiezu dienen und folgende, den in ber fiebenten Vor: 
lefung angeftellten ähnliche, Betrachtungen. 

Denfen wir und durch den firen Anfangepunct der Coordinaten. 
drei auf einander wechfelweife fenfrechte Aren, welche wir jene der 
x’, y/, zt nennen wollen, gezogen, und mit dem gegebenen Spfteme 
unveränderlich verbunden, alfo mit ihm zugleich fich bewegend, umd 
fegen wir im Allgemeinen für dad Ende der Zeit t und in Bezug auf 
die Miffeem 
(3) x — ar + by’ + cr, 
yaasv+by’+ 02) 

zaa,x + by’ + c,7, 

wobei a,, a,, a3, bi, br, 2. die aus der zweiten DVorlefung über 
die analytifche ©eometrie bekannte Bedeutung baben, fo ändern ſich, 
bei dem Übergange von einem materiellen Puncte des Syſtems zum 
andern, bloß x’, y’, z/, und a,, a,, a, b,, b., ıc. bleiben com 
ftant ; hingegen befteht der Einfluß, welchen die Bewegung des Sy⸗ 
ſtems auf die Eoordingten x, y, z eines beflimmten materiellen Punc- 
tes ausübt, bloß in der Veränderung von a,, &,, a,, b,, bir - » - 
Wir haben demnach, weil x’, y/, 2’ von t nicht abhängen, 


dı da, ni, 
(4) on Ze 7*7 
dy___,da, ie, 
vzm’ntr - 
an da, db, PR 


nm“ atrt7Y *4 dt 


Allein ftatt den Gleichungen (2) die Aren der x’, y, z zum Örunde 
zu legen, Fönnen wir hiezu jedes andere Syſtem rechtwinfliger Axen 
wählen, wenn wir nur diefelben im Raume als fir betrachten, und 
nichts hindert und, die neuen Aren der Eoordinaten fo anzunehmen, 
daß die mit dem Syſteme unveränderlich verbundenen Aren der x’, y', 
2’ am Ende der Zeit t mit ihnen zufammen fallen, Da nun unter dies 
fer Vorausſetzung im legten Augenblicke der Zeit t, den auf die firen 
Aren fid) beziehenden Eoordinaten der Maffe m die Werthe x’, y’, 2 
zukommen, fo erhalten die Gleichungen (2) die Formen 
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(5) 2m a) — Zm(Yx’ — Xy, 


⸗ — . 20° . . 
Zm a) = Zm(Xiz1 — Zu), 
af vdy\ __ 
zm I) — Zzm(Z/y’ — Y'zt), 


wobei X’, Y/, Ze nach den Richtungen der x’, y’, 2’ wirkende, den 
Kräften X, Y, 2 gleichgeltende Kräfte anzeigen. 
Aus den Gleichungen (3) ſolgt bekanntlich 
x ar + a, y + &z, 
.y=bx+by+rbaz 
2! =mc,x 4 cay 4 0,2; 
und hieraus, in fo ferne wir die Aren der x, y’, zi in ihrer am Ende 
der Zeit t Statt findenden Poſit ition mit den oben erwähnten firen Aren 
verwechfeln dürfen, 


dı’ - dy dz 

dt L 2 a, — T + 4 77 + a; ae 

dy __, dx BE Ver 
. dt T. a: + b, 5 ae + —* — ' 

de’ 


meentente 5 | 
Subftituiren wir die Ausdrüde (4) in biefe Gleichungen, fo folgt 


dı* da, da, | da,\ , 
Tee tete): 
do, db dh r 
remteate * a 

+eatezete 2)“ 


dy an. da, daz 
dr — = (1,5% b, dt + b, dt 


db 
RE een 773 x 
de de 
+ (». + b. 7 + b, 
di’ da, da, * 
Fri (e⸗ En rer) “ 


Hitler) 
de ı de, dc, 
+ («. ar a Tr + 2)*. 
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Die Gleichungen 
da, 


+. 43 =1 at a, 2 "+ —0, 
4 +b4+bsı geben ne, 
etatasıl 534 ud} des; 
ferner ift, wenn wir 
G nee ber, 
kn, 
PIETRO L WR ee 


feben, wegen ab, + a,b, — a,b, == ®, 
0,0; + 2,0,  8,cC, = 0, 
bu bb, Fuby=P, 
wie man leicht ſieht, 


db, 
) tagte sn 
ntentenene 
de 
—* ꝓPp. +, 2 =e—Ppı 
mithin * 
® ! den que, 
Zeru—pe, 
ds’ 


In py’ —qr. 


Hieraus erhält man durch nochmaliged Differenziren in Bezug 
auf t, mit Berücfichtigung der durch diefe Ausbrüde gegebenen Wer⸗ 


dx d ds’ 
the ber Differengialquotienten Te T 7: 
dir’ d dr ’ . 
Ta * —*8* —- at ae — ga) — rer — pz'): 
hr y 
ZFe!nT ug + r(q# —- ry) - Per! — 49 


dir‘ 
Te u v2 — —* + p(ex — pz’) — W —-ıy) 
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wodurch ſich die Quotienten 


x da y  yAr SER — ide y'dır! — w’diy 
dı2 e dr: ‚ di l 


und, wenn man bedenft, daß die Größen p, q„ r für alle Beftand- 
theile des fich bewegenden Syſtems in jedem einzelnen Augenhlide die 
felben Werthe haben, -auch die Summen 


vdiy’ — y’dax »’d2x’ — ydꝛa rd 
(I) ů;— Ve) 


ohne Schwierigfeit dur) p, q, r und T ‚ =, * darſtellen laſſen, 


folglich die Gleichungen (5) eine Geſtalt erhalten, welche p, q, r durch 
t auszudrücken geſtattet. Da jedoch dieſe Operation die Integration 
Dreier Differenzialgleichungen der erften Ordnung zwifchen den vier Bas 
riablen p, q,r,t erbeifcht, fo muß man darauf bedacht feyn, denſel⸗ 
ben die einfachſten Formen, deren fie fähig find, zu ertheilen. Zu dieſem 
Behufe wählen wir die Hauptaren der Momente der Trägheit des Sy: 
ſtems, zu deren Kenntniß wir in der vorhergehenden Vorlefung gelangt 
find, zu jenen der x‘, y/, z’. Da biebei die Summen 
Zmyy, Zmxer, Zmy’z 
verfhwinden, fo finden wir | 


vdy—ydı | 
zu (LITER) = Som) ren ar sn), 


N mn =)= TE Zm (er tar) Apr Zm(ar—an), 


2 (U) mother nern). 
Bea,zeichnen wir die Momente ber Traͤgheit unſeres Syſtems hin- 
ſichtlich der gegenwärtigen Axen ber x’, y’, z/ durch A, B, C, fo 
haben wir j 
Sm (x? - yr) =C, 
Zm (z? + x") =B, 
Zn (y? + zer) =A und 
Zm(s? — y2)=B—A, 
Zm(zr - xıt)ma A — 6, 
Zm (y? — 2/2) = C — B, 
folglich verwandeln ſich die Gleichungen (5) in 
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0) Cdr »(B— A)pgdt = dtzZm(Vx — Xıy), 

Bdq + (A— C) prdt = dtZm (X 2 — Zu), 

Adp + (C — B) grat = dt Zm(Z/y’ — Ye’). 

Es feyen nun 5 und p die Winkel, welche die Durchfchnittölinie 
der Ebenen xy’ und xy am Ende der Zeit t mit den Aren der x’ und 
x bildet, und 6 die dem genannten Augenblicde entfprechende Neigung 
der Ebene x’y‘ gegen jene der xy, fo beftehen für die Eoeffictenten 
a, bi, Cr asa,/ bar - » » » der erſten und zweiten Vorlefung über 
Die analgtifche Geometrie zu’ Folge, die Ausdrüde 
(10) a, == 008.9 cos. + sin. 9 sin.» 008.0, 

b, = sin.9 cos.$ — c08.9 sin.Y% cos., 
= — sin ysinß; 
a, == 008.9 8in.y — in. C08.% C08.0, 
b, == sin,9 sin.$ - cos.9 cos. $ c0s,.9, 
6, = 008.% sin. 0; 
a, == sin. 9 sin.d, 
b, = — c08.9 sin.$, 
c,== c08.9. 
Wie man leicht ſieht, ift | 
da, — — b,dp — dp + ,8in.9.db, 
da, = — b,dg + 2,dy + c,sin.9.db, 
da, = — b,dp + c,sin.p.dP; 
de, = — dp — ain. p c0s.d. dd, 
dc, = c,d$ + c0s.%cosd.db, 
de, = — sin.0 db; 
fubfituiren wir diefe Nefultate in die zwei erften der Gleichungen (6), 
und in die lepte der Gleichungen (7), fo ergibt fich wegen 
a,b, — a,b, mc, (achte Borlef.) 2.0, —a,c,=b;,, bi, —b,c,=a, 
(11) rdt = — dp + c0s.d dy, 
| gdt = — 008.9 sin.d dy — sin.9 dP, 
pdt=m= sin.psin.ddy — c0s.9 dd. 

Da fi die Größen 
Zu (Tv — Xy), Zm(Xz — Zy), Zm(Z'y’ — Vz), 
ben Daten der zu Iöfenden Aufgabe gemäß, dur 9, pP, © darftellen 


Iaffen mäffen, fo bieten und Die @leichungen (9) und (11), mit einan- 
der verbunden, nach gehöriger Integration und Befeitigung von p, g, 
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x, die Winfel 9, Y und 0 als Bunctionen von t dar, wodurd wir 
zur volftändigen Kenntniß der Bewegung deö gegebenen Syſtems um 
Den firen Punet gelangen. 

Wir wollen nun den befonderen Fall in Erwägung ziehen, wenn 
auf das Spitem Feine continuirlihen Kräfte wirken. In demfelben ift 
Xx=0,Y=o,Z'=o, mithin gehen die Gleichungen (9) in fols 
gende 
Cıs) Cdr + (B—A)padimo, 

Bag + (A— O)prät=o, 
Adp + (C —B) grdt == 0 
über, welche und, wenn wir fie der Reihe nach ein Mal mit r,g,Pr 
umd dad andere Mal mit Cr, Bq, Ap multipliciren,- 
Crdar +Badq + Apdp = o 
und C!rdr — Btqdq + A!pdp = o 
geben, woraus wir durch Integration | 
C'3) orte tir=h, 
Cr + B?q? + An: = 
erhalten. Hier find h* und k* die durch diefe Operation berbeigeführe 
ten Eonftanten, welche, da die Größen A, B, C ihrer Natur nad) 
bloß pofitiver Werthe fähig find, und ein Gleiches von p*, q?, r? 
gilt, ſtets pofitiv ausfallen müffen. 
Drüden wir mittelit (13) pꝛ und q* durch r? aus, fo finden wir 
k? — Bh?+(B—C)Cr? » _ P—AbM+(A—CO)Cr, 
= In ‚.1 En I; 
und, nad vollbrachter Subftitution diefer Nefultate in die erſte der 
Gleichungen (12 
ungen (12). OVAB. ar 


(14) dr Et ns 
u Vie Ab +(A—- 0) Cr] (Bi — + (C—B)Cr] 

Diefe Differenzialformel muß alfa integrirt werden, um t durch 

r, und umgefehrt x durch t darftellen zu können. Im Allgemeinen 

laͤßt fich jedoch das betreffende Integral unter Peiner endlichen Form 


angeben, ſondern man muß ſich mit einer Reihe begnügen. 


Die obigen Ausdruͤcke für T f TS Y 7 — geben und, mit Rüde 


fit auf den Umftand, baß die Axen der 5 2 mit den Haupt⸗ 
aren der Momente der Traͤgheit unſeres Syſtems zuſammenfallen: 
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au (ende x’ de —Bq, 
) y’d — 2' dv 


baber werben die Eofinuffe der Winkel, unter welchen die Are, hin 
fichtlich welcher die Summe der Momente der das Syſtem in Bewegung 
feßenden Kräfte am größten ausfällt, am Ende der Zeit t gegen die 
Aren der x’, y/, 2 geneigt ift, der in der zwanzigſten Vorleſung ge⸗ 
machten Bemerkung gemäß, durch 
— — — — — — 
Ap Bq Cr 5 
u x’ 7T 
ausgedruͤckt. Aber die Poſition dieſer Axe der groͤßten Summe, der 
Momente im Raume iſt, wie wir am angeführten Orte gezeigt haben, 
für die ganze Dauer der Bewegung des gegebenen Syſtems unveränder- 
lich; nehmen wir demnach diefe Are für jene der z an, fo haben wir 


oder 


A B , Cr 
2 FE We Eee 
d. b. 
9 4 A ° B y C 
(15) sin.9 ine 008.9 sin. = — Zr c0s.d =—, 


welche Gleichungen und bie Binkel % und 0 durch t auszudrücken ge: 
flatten. 


Um % durch t darzuftellen, eliminiren wir do mittelft der zwei letz⸗ 
ten der Gleichungen (11); wir erhalten hieburch 
ain. dy = (psin.p — gcos.p)dt, 
woraus nach verrichteter Multiplieation mit sin. und mit Ruckſicht auf 
die Bleihungen (15) 


(16) 44 
folgt. 


Der Umſtand, daß die Conſtante k bie größte Summe ber Mo 
mente der dad Spitem zur Bewegung antreibenden Kräfte auddrüdt, 
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Ap Baq Cr 


und —-, —-, — die Coſinuſſe ber Winkel ſind, welche die dieſen 


Momenten Mharig⸗ Are mit den Richtungen der poſitiven x/, y/, 2 
‚bildet, bietet uns ein Mittel dar, fowohl die Conſtante k, als auch, 


wenn man nämlich die dem Anfange der Bewegung zulommenden Wer⸗ 


the von p, q„ x in bie Öleihung Ap >Bg -Cr—=h? ein 
führt, h zu beflimmen. Wie die Eonflanten, welche in den Ins 
segralien der Differenzialformeln (14) und (16) erfcheinen, ausgemit⸗ 
telt werden, iſt für ſich Mar. Ä 


\ 
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Drei und zwanzigſte Vorleſung. 


über die Hauptaren der Drebung eines Syſtems 
materieller Puncte, 


8, wollen gegenwärtig die Bedeutung der Größen, welde 
wir in der vorhergehenden Vorlefung durch p, q, r bezeichnet Haben, 
und die daraus fich ergebenden Folgerungen in Betrachtung ziehen. 


d d d 
DD p=—hR— he 


I= „era +7 


ift, und c,, c,, c, die Eofinuffe der inte anzeigen, welche die mi 
dem gegebenen materidllen Syſteme unveränderlich verbundene Are der 
“x! mit den firen ren der x, y, z am Ende der Zeit t einfdhließt, fo 
müffen, wenn die erfiere Are während des Zeittheilhend dt in Ruhe 
bleibt, wegen des damit verknüpften Verfchwindens der Differenzialien 
diefer Eofinuffe, p und q gleih Null werden. Hiedurch erhält man, 
in fo ferne man fich durch den Anfangspunet der Coordinaton drei fire 
Aren gezogen denkt, mit welchen die Aren der x’, y’, z’ am Ende . 
der Zeit t zufammenfallen , 


d rm dy _ ] de’ _ 
d: Tr TFT 


Es fey nun 6 der Winkel, unter welchem eine auf die Are der 2 
fenfrechte,, mit dem gegebenen Syſteme zugleich fi bewegende Gerade 
p am Ende der Zeit t gegen die als fir betrachtete Richtung der x’_ge 
neigt ift, fo haben wir, wenn wie unter x’, y', z‘ die Coordinaten 
ihres Endpuncted verſtehen: 

x’ 5 cos. O, y/ == p sind, 
mithin dx’ = — psin.® dog, dy’w=p cos. 6.48, 


dx’ dd dy' dd 
und daher 7 — — y’ — Ti’ Ar = x m 


Die Vergleihung diefer Ausdräce mit den obigen lehrt, daß 
dö 


r = — 
dt 

ift, folglih r die Winfelgefhwindigfeit anzeigt, mit welcher die Dre 
hung des Syſtems um die Are der z/ vor fich geht. 
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Eben fo laͤßt fich zeigen, daß in den befonderen Faͤllen, wenn 
eine Drehung des gegebenen Syſtems um die Are der y oder x’ erfolgt, 
q und p die diefen Bewegungen entfprechenden Winkelgeſchwindigkeiten 
vorftellen. 

Unter den neun Differenzialien da,, db,, de, , da,, db,, dc, , 
da,, db,, dc, find drei willfürliche vorhanden; es ift daher erlaubt 
fih vorzuftellen, daß die, Größen p, q, r diefelben Werthe, welche 
ihnen in Bezug auf gewille Drehungen des Syſtems um die Aren 
der x/, y/, z’/ zufommen, auch bei irgend einer Bewegung deffelben 
um den firen Anfangöpunct der Coordinaten befißen, für welche die 
diefe Werthe enthaltenden Gleichungen (8), nämlich 


= qz’ — try; T= rx — pz; * 2py⸗ —qxr 
gelten. 
Andererfeits fann man ſeh die drei mit den Winkelgeſchwindig⸗ 
keiten p, q, r erfolgenden Rotationen des Syſtems um die Axen der 
z’, y/, z! zugleich Statt findend denken, und da hinſichtlich der 


. dx’ 
erfien Diefer Notationen — = — ry), 


. 


hinfichtlich der zweiten == qz', 


und hinſichtlich der dritten Z == 0 | 
ft, fo hat man, weil das totale Differenzial einer Variablen jebergeit 


der Summe ihrer partiellen Differenzialien gleich kommt, fuͤr . 
EEE. Te. - diefelben Ausdrüde, wie oben. | 

Hieraus folgt, daß jede Bewegung eines Syſtems unveränder: 
li) mit einander verfnüpfter materieller Puncte um einen firen Punct 
als das Reſultat der gleichzeitigen Drehung deffelben um drei belie⸗ 
bige, durch den firen Punct gelegte, ſich rechtwinklig durchfchneidende 
Aren angefehen werden kann. 

Für alle Puncte, welche bei biefer Segen während des Zeit« 


theilhens dt in Ruhe bleiben, Ne — 0, neh = 0, = == 0; 


folglich 
(17) gg—ry mo; rw — pz' =0;: pi —rY=o. 
Jede diefer Gleichungen ift ein nothwendiges Ergebniß der beiden 














430 


anderen; es liegen daher alle jene Puncte in einer durch den firen 
Punct gehenden Geraden, deren Neigungswinfel gegen die Axen der 
- x’, y/, 2! die Sea 


haben. Nennen wir diefe Neigungswintel a, B, y, und feßen wir 
(18) Ver 6, 

ſo iſt 

(19) p=wcooa, q « cos. B, 1 6 cos. y, 
mithin | 
(20) * = @ (2! c0os.ß — cos. y), 
zZ = 0 (X/ cos.y — 3! c05.a), 
T = w (y/ cos.a — x! cos. B). 


Stellen wie den Weg, welchen der Yunck x/, y/, =! während 
des Zeittheilchens dt durchlauft, durch ds vor, fo ergibt fich wegen 


| u) + (+ (2) 


für die Geſchwindigkeit v = 2 des genannten Punctes während deſ⸗ 

ſelben Zeittheilchens die Gleichung 

view [(2/c08.B—y’cos.y)?-}(x/c0s.7—3/c08.a)}(J/cos.a—x!cos.ß)*] 

oder 

v == ot [x 4 y® - (1 cos.a dh y/cos.ß + 2/ cos. y)]. 
Es fey A der vom Anfangspuncte ber Coordinaten zu dem Puncte 


x’, y/, z' gehende Radiusvector; p das von diefem Puncte auf die 
Gerade (17), deren Gleichungen 


x’ cos.y == 8! cos.a, Y’cos.y = 2 cos.ß 
find, gefaͤllte Perpendifel, und P die Entfernung des Durchfchnittd- 
punctes dieſes Perpenditeld mit der genannten Geraden vom Anfangs 
punete, fo ift, weil p in der durch den Punct x’, y/, z' auf diefe Ge 
rade fenfrecht geführten Ebene liegt, 


x! cos.a + y!’cos.ß + s/cosa=P, 


alſo vw = o® [Rr — Pr] = wi p? N 
und ‚se=Vr tete 
Mir find demnach zu dem Schluffe berechtiget, daß aus den um 
drei wechfelweife auf einander fenfrechte Aren mit den Winfelgefchwin« 


digfeiten p, q, r erfolgenden Rotationen eines Syſtems unveränders 
lich mit einander verbundener materieller Puncte, eine, der Winfelges 


fhwindigfeit Vp? + q? + rt entfprechende, mittlere Drehung um eine, 
durch den Durchſchnittspunct der erfteren Aren gehende, gegen dieſel⸗ 
ben unter den Winkeln, deren Coſi nuſſe 


pP q r 

VPr+reotn Ver+g+r Vergrr 
find, geneigte Are entfpringt, und daher drehende Bewegungen nach 
demfelben Geſetze, wie fortſchreitende zuſammengeſetzt und zerlegt wer⸗ 

den koͤnnen. 

| Zugleich fehen wir, daß jede Bewegung eined Syſtems um einen 
firen Punct fi) als eine Folge von Bewegungen deflelben um eine, ih⸗ 
ter Lage, fowohl In Bezug auf das Syſtem, wie auch in Bezug auf 
den Raum, im Allgemeinen fortwährend verändernde Are betrachten 
läßt. | 

Betrachten wir jegt die Bewegung eines, feiner Trägheit übers 
Ioffenen Syſtems materieller Puncte un einen firen Punct, und neh⸗ 
men wir, alle in der vorhergehenden Vorkefung gemachten Vorauss 
fepungen beibehaltend, an, daß während der Zeit t die Are, um 
welche fich das Syſtem während des Zeittheilhend dt dreht, nur un⸗ 
merklich von einer der Hauptaren der Momente der Trägheit, 3. B. 
von jener der z’/ verfchieden fey, fo weichen die Winfel, welche die er: 
wähnte Rotationsare mit den Aren der x’ und y/ bildet, um eine dus 
Bert geringe Größe von einem Nechten ab, und deßhalb find die Wer⸗ 
the der Größen p und q fehr Mein. Vernachlaͤſſiget man, in fo ferne 
man bloß eine näherungsweife Berechnung der Bewegung des Syſtems 
beabfichtiget, dad Product pq in Bezug auf p und q, fo verwandelt 
fid) die erfte der Gleichungen (12) in 

| Cdr=o, 
woraus ron 


folgt, wenn man nämlich durch n eine, der Winfelgefehwindigkeit 
VP? r2 beinahe gleiche, Eonftante vorftellt. Fuͤhrt man die: 
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ſes Nefultat in die zwei übrigen der erwähnten Gleichungen ein, fo 
bat man Ä | 
Bdäq + (A— CO)npdt=o, R 
Adp-t+(C—B)ngdt=o, 
Um dieſe Differenzialgleichungen zu integriren, eliminire man 
aus denfelben das Differenzial dt, fo ergibt ſich 
Be—DadatAC—Mpdr=o 


oder Io qdq + pap — 0, 


mithin durch Integration 
B(C—B) gi . 
Ac—ı) 1 + P=H, 


| YMC—A) (C—A) rn 

d. h. = B B(C—B) B) [H® — pr 

wobei H eine Eonflante anzeigt; folglich, wenn man diefen Werth von 
. qin die. zweite der obigen Bleichungen einführt, 


dt= = V— —. — —, 
(C—A)(C—B) " YVBr_p 
und, in fo ferne K eine Eonftante —— 


nn. & 
t+K=- IV — 5, Are ein. E 


ne po Hin — 5). 


Subſtituirt man diefed Refultat in den obigen Ausbrud für q, 
fo hat man 


_ uaV4C=D va (CB) 
q A om n(t.n — 244 


Die Beſtimmung von 9, p, 0 durch t iſt jetzt mit keiner Schwie⸗ 
rigkeit verbunden. Wir wollen und jedoch hier in dieſes Geſchaͤft nicht 
einlaffen, fondern wenden und fogleich zu den Folgerungen, welde 
uns die fo eben erhaltenen Formeln darbieten. 

Erftlich bemerfen wir, daß die gefundenen Werthe von p und q 
nur dann eine reelle Form haben, wenn die Differenzen C— A und 
C—B einerlei Zeichen befigen; tritt diefer Fall nicht ein, fo kann die 
Antegration obiger Differenzialformel nicht durch Kreisbogen vollzogen 
werden, fondern fie ift durch Logarithmen zu bewerfftelligen, und def: 
halb erfcheinen p und q durch t mittelft Erponentialgrößen , d. i. mit⸗ 
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telft Potenzen, in deren Erponenten t vorfommt, ausgedruͤckt. Dies 
felben Refultate laſſen ſich auch ohne nene Rechnung fogleich aus den 
obigen Ausdrüden für p und q ableiten, wenn man die Functionen 
des imaginären Bogens nad) den befannten Sormeln in Erponential- 
größen umftaltet. i 

Iſt nun die anfängliche Rotationdare des Syſtems fehr weriig 
von der Are der z’ verfchieden, fo find p und q fehr Flein, folglich muß, 
wie die obigen Formeln lehren, auch der Werth von H dußerft gering 
feyn. Der VBefchaffenheit der Sinuffe und Eofinuffe zu Folge, bleiben 
demnach p und q, fobald C—A und C—B einerlei Zeichen haben, 
auch bei dem fortwährenden Wachen von t, d. 5. während der..gams 
zen Bewegung, fehr Flein. Iſt alfo das Traͤgheitsmoment jener Haupt⸗ 
are, mit welcher die augenblidliche Rotationsare eines ſich felbft übers 
laffenen Syſtems beinahe zufammenfällt, größer oder Fleiner, als die. 
Binfihtlich beiden der anderen Hauptaren genommenen Trägheitömgr 
mente, fo muß das Syſtem in der Notation um eine von der genann« 
ten Hauptare fehr wenig verfchiedene Are beharren. Haben aber C—A 
und C — B verfchiedene Zeichen, fo Fönuen p und q nicht während 
der ganzen Dauer der Bewegung fehr Flein bleiben, fondern fie müf 
fen , wegen. ded mit t zugleich anwachfenden Werthes der Exponentials 
größen, welche in den Ausdrüden für p und q fid) zeigen, zuletzt 
gleihfalld jede gegebene Srenze überfchreiten. Liegt demnach der Werth 
des Traͤgheitsmomentes des Syſtems in Bezug auf die Hauptare, in 
deren Nähe die augenblidliche Rotationsare fich befindet, zwifchen den 
Werthen der den anderen Aren zugehörigen Trägheitsmomente, fo ent⸗ 
fernt fich die Rotationsare des Syſtems in den folgenden Augenbliden 
immer mehr und mehr von der erwähnten Hauptare. 

Becewegt fih das Syſtem am Anfange der Zeit t um eine der 
Sauptaren der Momente der Trägheit felbit, z. B. um die Are der z’, 
fo find p und q für diefen Augenblid = o, folglid, verſchwindet die 
Eonftante H, und wir haben für die ganze "Dauer der Bewegung 
p=0, qg=o. Hieraus erhellet, daß ein mit einem firen Puncte 
verſehened, und fich felbft uberlaffenes Syſtem materieller Puncte, fo» 
bald es um eine der durch den firen Punct gehenden Haupsaren der 
Momente der Zrägheit zu rotiren beginnt, auch ohne Ende fort fih um 
Diefelbe Are drehen muß. Es heißen daher die Hauptaren der Momente 
der Traͤgheit auch die Hauptaren der Rotation eines Sy— 
ftem8. materieller Puncte. Die obigen Schhüffe febeh uns in den Stand, 
Gttingshaufen’s math. Vorfefungen. 11, 28 
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zu beurtheilen, ob das Syſtem, falld es durch eine äußere Urfache in 
feiner Rotation um eine der Hauptaren geflört, und um eine davon 
nur wenig abweichende Are ſich zu Drehen genöthiget wird, feine vorige 
Notationdare beizubehalten, oder ſich von ihr noch mehr zu entfernen 
firebt. Dan fagt in Bezug aufden erften Hall, Die Rotation des Syſtems 
um die Aren des größten und Heinjten Momentes der Traͤgheit fey 
ſtabil, und hinfichtlich des anderen, die Rotation um die dritte Hanpt⸗ 
are der Trägheitömomente fey Tabil. 

Es laͤßt ſich umgefehrt leicht zeigen, daß, wenn ein Syſtem ma⸗ 
terieller Puncte, welches bloß einen firen Punet enthält, feiner Träg- 
heit uͤberlaſſen, fich fortwährend um diefelbe Are dreht, diefe eine der 
Sauptaren der Momente der Trägheit feyn muß. 

Denn da jeder der um eine Are fich bewegenden materiellen 
Punete, feiner Trägheit gemäß, der Tangente feiner Bahn zu folgen, 
mithin ſich von der NRotationsare zu entfernen ftrebt, fo entfpringt hier⸗ 
ans eine Einwirfung auf diefe Are, welche durdy den Quotienten ge: 
meflen wird, den man erhält, wenn man das Quadrat der Geſchwin⸗ 
digfeit ded genannten Puncted durch die Entfernung deffelben von der 
" Rotationdare heilt. Sol nun hiedurch Feine Bewegung der Rota⸗ 
tionsare felbit angeregt werden, fo müllen die Kräfte, welche ſaͤmmt⸗ 
liche BeftandtHeile des Syſtems auf die Are ausüben , einander mit: 
telſt des firen Punctes das Gleichgewicht halten. Nehmen wir nun die 
Motationdare für die Are der z, und den firen Punct für den Aufangs⸗ 
punct der Eoordinaten an, und nennen wir die Entfernung des mit der 
Maſſe m begabten Punctes x, y, z von derfelben p, und die Win: 
kelgeſchwindigkeit des Syſtems co, fo wirft diefer Punct auf die Ro⸗ 
tationdare nach der Verlängerung des Perpendikels p mit der Kraft 
—— = mpuw?, Um dieſe Kraft parallel mit den Axen der x und 
der y gu zerlegen, muß fie mit den Eofinuffen der Winkel, welche ihre 
Hichtung mit jenen der pofitiven x und y bildet, nämlich mit und! 
multiplieirt werden ; daher ift die Kraft, mit welcher der Punct zn auf 
die Rotationdare nad) der Richtung der x wirft, = mxuo!, und DU 
Kraft, welche derfelbe nach der Richtung der y ansübt, = mya®, 
Da bier feine Kraft nach der Richtung der z Statt findet, fo wird zum 
Beſtehen dep Gleichgewichtes ſaͤmmtlicher, aud der Trägheit des ſich ber 
wegenden Syſtems hervorgehenden, Kraͤfte erfordert, daß die Summen 








' 435 
Zmxıaw! a u! Zmız; ZSmyzu! = a? Imye 
verfhwinden, oder daß die Gleichungen 
Zmsz =0o0, Zmyz=0 
erfült werden, wodurd die Richtigkeit der obigen Behauptung hinrei⸗ 
chend begründet ift. 

In dem bier erörterten Falle vereinigen fi fih alle Einwirkungen 
Der Beftandtheile des Syſtems auf die Rotationdare zu einer durch den 
firen Anfangspunct der Coordinaten gehenden Nefultirenden , deren 
Größe = wo Y(Emx): 4 (Zmy): ifl, und den Drud beftimmt, wel- 
chen diefer fire Punct auszuhalten hat. 

Soll der fire Punet gar Beinen Drud, folglich die Notationdare 
des Syftemd wegen der Trägheit deſſelben gar feine Gewalt erleiden, 
fo müflen, nebft den Sleihungen Zmxız=0, Zmyz=o, aud 
noch die beiden Gleichungen 

zZmx=0, Zmym=o0 
Statt finden, woraus man erfieht, daß der Schwerpunct des Syſtems 
in der Rotationdare liegen muß. 

Es befigen demnach die durch den Schwerpunct eines unveraͤnder⸗ 
lichen Syſtems materieller Puncte gehenden Hauptaxen der Momente 
der Traͤgheit die Eigenſchaft, daß die, um eine derſelben bereits vorhan⸗ 
dene, Rotation des Syſtems vermoͤge der Traͤgheit fortbeſteht, ohne 
daß die Rotationsare irgend einer Beſeſtigung bedarf. Man nennt 
Diefe Hauptaren deßhalb die freien Rotationsaren des Syſtems. 

Wir haben während des ganzen Verlaufes dieſer und der vorher» 
gehenden Vorlefung bloß die allgemeinfle Befchaffenheit eines materiel- 
Ien Syſtems im Auge gehabt, oßne die möglichen, die Rechnung ver- 
einfachenden, fpeciellen Bälle zu berüdfichtigen, mit deren Behandlung 
Jeder, der dad Vorgetragene wohl aufgefaßt hat, ohne große Mühe 
zu Stande fommen wird. Sicher gehört insbefondere der Fall, weun 
zwei der Hauptmomente der Trägheit ded Syſtems in Bezug auf den 
firen Yunct deilelben, oder gar alle Drei, einander glei find. Wir be: 
gnügen und hier damit, in Kürze bemerflic zu machen, daß, wenn 
die Momente der Trägheit in Hinſicht auf zwei der Hauptaren überein- 
ſtimmen, jede durch den Durchfchnittöpunct diefer Hauptaxen, in der 
Ebene ihres Winkels, gezogene Gerade, und wenn die drei Hauptmo⸗ 
mente der Trägheit einander gleich find, jede wie immer durch den ges 
nannten Punet gejogene Gerade ebenfalls eine, mit defsfelben Traͤg⸗ 
heitömomente verjehene, Hauptare iſt. 

. 98 *® 


436 
Denn nehmen wir die irgend einem Punete eined materiellen Sy⸗ 
ftems nothwendig zugehörenden Hauptaren der Momente ber Trägheit 
für Die Aren der x, y, z an, d. h. fegen wir. 
Zmwy=o, Zmwz=o, Zmy=ao, 
und in Bezug auf drei andere durch denſelben Anfangspunct gezogene 
rechtwinklige Axen, 
xv=axt2,y-+ 32, 
y=b,x--b,y + b;z, 
zi=c,xı+cy+ 6327 
fo ergibt ſich 


Snvy=3,bömx + a,b,&my + ab, Zmz?, 
‚Zara = a,c,2ömx + ,06,23my? + ac,Zmzt, 
Zmyz’ —b,c,Zmx + b,c,my? + b,c,Zmz*. 
Sind nun die den Aren der x und y entſprechenden Hauptmo⸗ 
mente der Traͤgheit einander gleich, d. h. iſt 
 Zaf+r)=Znm(er+z), 
mithin au Zmy? = Zmx, fe wird 


Zmxy’ = (a,b, + 3,b,)&mx? + a,b, imz: 
= 3b, ( Sme — Zmx?), 
Zmxz’ = a0 (ma — Zmzt), 
_ . Zmy’z' = b,c,(Zmz — Zur). 


Laſſen wir. jegt die Axe der z’/ mit jener der z zufanimen fallen, 

fo. haben. wir 2,=0, b,=0, ſolglich 

Znxy mo, IZmvze=o, inyz=o, 
und daher find die Aren der x’ und y/, welche Lage fie auch fonft in der 
Ebene xy haben mögen, "KHauptaren der Momente der Trägheit. Das 
auf die Are der x’ ſich beziehende Traͤgheitsmoment —A 
ſtimmt, wegen bc? 346 =ı+a=1ı, mi Zm(y’+zt) 

überein, und ein ‚Gleiches gilt auch von der Are der y. 

| Iſt aber Zn(y+r)=Zn@+2)=Zm(ety), 

ſo iſt auch Zmxt = Zmy: = mi, 
folglich, obigen Gleichungen gemäß, 
oo. Zänmry' mo, Zmxz’=o, Znyu=o,. 
wie auch immer die Aren der x’, y/, 2! dngenommen werden mögen, 


und biefen Aren gehört daſſelbe Traͤgheitsmoment, wie den Axen der 


x, Y X 
— — - 


Vier und zwanzigfte Vorleſung. 
uͤber einige andere allgemeine Eigenſchaften der 
Bewegung eine Syſtems materieller Puncte. 


L. . ©. X, yı 2 die uf drei. fire cechtwintlige Axen ni bezie⸗ 
henden Coardinaten irgend eines mit der Maſſe m verſehenen Punetes 
eines ſich bewegenden materiellen Syſtems am Ende der Zeit. t,. und 
mX,mY, mZ bie Kräfte, welche. diefen Punet während, des Zeit: 
theilchens 41 afficiren, fo beſteht jederzeit die Saas 


Gr — Jo 
worin bie Bariotionen.dx,:dy 5.8.5 den Durch ‚die Befchaffenheit; des 
Syſtens gegebenen Bedingungsgleichungen unterlieden, und dag Sum⸗ 
mengeihen Sſich auf: alle Punete deffelbemerftredtt, -- 

Es fegen nun &, v,.2 die dem Ende der Zeit t entiprechenden 
Coardinafen- des Mittelpunetes der Maſſe des Syſtems, und x’, y, 
z' die Eoordinaten des Puncted m in Bezug auf drei,. durch den Mit⸗ 
telfunet: der Maſſe den Richtungen der x, y,.2 parallel gefuͤhrte 
Axen, fo haben wir 

xs=£+x, = +7, seitH, 
wodurch die Gleichung (1) in 


zuf(x-5 Hr —RA se] 
+ )> +(1-57 v+2=2 ze)“ 1|_ 








dir’ diy’ ‚_ dir‘ 
— d52n 7, — !vZm * — $2Zm Zu 
= n tr , 


— Aus der bekannten Eigenfaft des Dirtepunetes der Maſſe 
folgt 


ZnY=0, Zmy=0o, Zm2=0, 


nd: dx’ d2y’ __ dr‘. 
mithin zn. =0% za m ZI zn 77 =. 


und Sm dx == 0, Zndy=o, ZmSe=o0; 





438 


“ferner flehen die Variationen SE, dv, 32 mit den durch Sx', 3y’, 
&g’ vorgeftellten offenbar in Peinem Zuſammenhange: Daher bietet uns 
die Gleichung (1) ſtets die zwei Gleichungen 

e) | (x- + (7-52) +(2-55 321=0 
(3) zu | ( Zr) +(r-5E y H2- TE) =o0 
dar. Die erftere gehört der Bewegung des Mittelpunctes der Maffe, 
und zeigt, daß derfelbe fich in allen Faͤllen fo bewegt, als ob die Maſſe 
des gefammten Syſtems in ihm vereinigt wäre, und alle an dem Sy⸗ 
ſteme thätigen Kräfte, ihren uefprünglichen Richtungen parallel, auf 
ibn wirkten; ein Satz, welchen wir bereitö in der zwanzigften Vorle⸗ 
fung , hinfichtlicdy der freien Bewegung eines Spftemd, unter Deus Na⸗ 
men ded Datzes von der Erhaltung der Bewegung des Mike 
telpunctes der Maffe kennen gelernt haben. Die andere Blei» 
bung ftellt die relative Bewegung des Syſtems in Bezug auf dem 
Mittelpunct der Maſſe der, und zeigt, daß diefe Bewegung eben fo 
befchaffen ift, ald ob deufelbe fir wäre. Wir fönnen demnach jede Be⸗ 
wegung eines Syſtems materieller Puncte in zwei einfachere Bewegun⸗ 
gen, in die peogreffive oder fortfchreitende des Mittelpune⸗ 
tes der Malle, und in die rotirende oder drehende des Sy⸗ 
ſtems um diefen Mittelpunct zerlegen, und auf die bereits abgehandel⸗ 
ten Lehren zurüdführen.. 

IT. Bei dem Differenziren der Bedingungsgleichungen, an welche 
die Coordinaten des gegebenen Syſtems während feiner Bewegung ger 
bunden find, in Hinſicht auf das Zeichen &, um die zwifchen den Wa⸗ 
riationen $x, Sy, °x beftehende Relation in die Rechnung einzufühe 
ren, iſt bie, in diefe Bedingungsgleichungen etwa verflochtene, Zeit als 
eonftant zu behandeln, denn diefe Variationen entſtehen bloß durch 
eine unendlich geringe Verſchiebung des Syſtems aus der Poſition, im 
welcher e8 fi) am Ende der Zeit t befindet; anders verhält fi aber 
die Sache, wenn die durch die Bewegung des Spftems während der 
Zeit dt erzeugten Differenzialien der Coordinaten in Betrachtung kom⸗ 
men: ed ift daher nur in dem Falle, wenn die erwähnten Bedingungd« 
gleihungen die Zeit t nicht enthalten, erlaubt, bie in der Gleichung 
(1) erfcheinenden Variationen dx, &y, dz den Differenzialien dx, 
dy, dz gleich anzunehmen. Geben wir diefe Befchaffenheit der Ser 
Dingungsgleihungen des Syſtems voraus, fo verwandelt ſich die Blei: 
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dung (1) in | \ 
(4) Zm das tayaydasn = Zm(Xdx + Ydy + 2de), 


ober, wenn wir die Gefchwindigfeit des Punctes m am Ende der geit 
t, nämlich den QAuotienten | 

Vax: + dy2 + di: 

dt Y 

durch v vorftellen, | J 
(5) :d. Zu” = Zm(Xdx+-Ydy-+ Zar). 

Es fey nun Zm(Xdx + Ydy-+ Zdz) eine integrable Diffe: 
zenzialformel, was immer der Fall ift, wenn die auf das Syſtem ein⸗ 
wirkenden Kräfte Zunctionen der Entfernungen ihrer Angrifföpuncte 
von beflimmten firen Puncten find, oder zwifchen den Beftandtheilen 
des Syſtems Anziehungen oder Abftoßungen, welche von ihren gegen« 
feitigen Abftänden abhängen, &tatt finden; fo gibt und die Gleis 
chung (5) nach vollbrachter Integration, wenn wir 
Zm(Xdı -Ydy+ Zdz) == dF(x,, YırZır Kr Yar Zur +» « :) 
fegen, und durch H eine Eonftante vorftellen, 

(6) Zmvt m 83Flx,, YırZır Zr Yar Zar +) + HB, 
wobei die den- Coordinaten x, y, z beigelegten Zeiger auf die Werthe 
hindeuten, welche diefen Coordinaten hinfichtlich der einzelnen Punete 
My Mir... des Syſtems gehören. 

Man nennt dad Produet einer in Bewegung befindlichen Maffe 
mit dem Quadrate ihrer Geſchwindigleit die lebendige Kraft ders 
felben; da nım zur Beftimmung der Conftante H nichts weiter erfor» 
derlich iſt, als die Summe der lebendigen Kräfte der Beftandtheile 
des Syſtems für irgend eine Pofition deſſelben "zu Fennen, fo hängt, 
der Sleihung (6) gemäß, der Unterfchied der Summen der lebendigen 
Kräfte eines fich bewegenden Syſtems in zwei Pofitionen bloß von den 
- Dabei Statt findenden Eoordinaten der einzelnen Punete, nicht aber 
von der Beftalt der von diefen Puncten durchlaufenen Bahnen ab, 
und es erhält Demnach die Summe der -Iebendigen Aräfte, fobald das 
Syſtem in eine beftimmte Lage zuruͤckkehrt, ſtets einerlei Größe. Diefe 
Eigenfchaft der Bewegung beißt die Erhaltung der lebendigen 
Kräfte | 
Sind bie Kräfte, welche auf daB gegebene Spftem in einer bes 
flimmten Pofition deilelben wirken, fo befchaffen, daß fie ſich das 
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Sleichgewicht halten würden, wenn man dad Spftem geradezu in Diefe 
Pofition verfegte, und ed ſodann, ohne ihm eine Geſchwindigkeit zu 
ertheilen, den genannten Kräften überließe, fo muß, dem Principe der 
virtuellen Geſchwindigkeiten zu Folge, 

Zm(Xdöx+Yöy-+ Zdz) = o 
feyn. Aber der Vorausfepung gemäß, "unter welcher der Satz von der 
Erhaltung der lebendigen Kräfte Gültigfeit hat, kann man dx —dx, 
Symady, dz = dz annehmen, wodurd) man 

Em(Xdx+Ydy+ Zd2) =o, 

mithin auch d. Zmyt =o 

erhält. Und umgekehrt ift d.Zmv: =o, fo halten ſich die das 
Syſtem afficirenden Kräfte, abgeſehen von der bereits bewirkten Bewe⸗ 
gung deſſelben ‚das Oleichgewicht. Man ſieht hieraus, daß die Po⸗ 
ſitionen eines ſich bewegenden Syſtems, in welchen die Summe der le⸗ 
bendigen Kräfte defjelben im Zuflande des Marimums oder des Mini: 
mums erfcheint , diejenigen find, in welchen die auf daſſelbe wirlenden 
Kräfte ſich gegenſeitig aufheben. 

Wird ein Syſtem materieller Pundte bloß von momentanen Kräf- 
ten affieirt, und ſodann ſeiner Traͤgheit uͤberlaſſen, ſo haben wir für 
alle Puncte X= 0; Y=o, Z=o, mithin 

d.Zämvrt =o, alſo Zmv! = Const.; 
d. 5. die Summe der-Tebendigen Kräfte eines fich bIoß-vermöge feiner 
Trägheit bewegenden Syſtems ift unveränderlich. 
Nennen wir die auf die Maffe m nach den Richtungen der.x, Y, 
8 twirfenden momentanen Kräfte &, D, 3, und die Geſchwindigkei⸗ 
ten, welche ſie ihr nach denſelben Richtungen ertheilen, s,y, z, fo 
befteht für den Anfang der Bewegung befanntlich die Gleichung 


(M'ZIE—mı)dx + (d— my)ödy + (3 —uz)dz2]=o, 
woraus, wenn wir diefelbe durch dt theilen, und dx, dy, ds flatt 


- di - 


öx, dy, dz ſchreiben, wegen =; Var, Fre 


und x? 4 y? +z2or, 

(8) . Zar = 3(%x-+9y +32 

folgt, wodurch wir die Summe der lebendigen Kräfte eined Spitems 

am Anfange feiner Bewegung fennen lernen. - 
Unterfuchen wir nun die Anderung, welche die Summe ber leben⸗ 
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digen Kräfte. euleiden würde, wehn man- bad Spflem im. erſten Augen⸗ 
blide feiner Bewegung um eine, von der ihm wirklich zukommenden Oto⸗ 
tationsare unendlicd wenig uhweichende-Serade: fi) zu drehen nötpigee 
Da diefe Veränderung der Rotationsare nicht. guf die Kräfte X, 9, 
3, fondern bloß auf die Gefhwindigfeiten x, y, z Einfluß hat, fo. 
wird, wenn wir die Differenzialien biefer Orößen durch das Zeichen d 
andeuten: 
(9) I. Zmr a Z(&3x +Y3y + 335): ' 

Verfepen wir den Anfangspunct der-Georbdinaten in den Durch⸗ 
ſchnittspunct der neuen Rotationdare mit der vorhergehenden, und nen⸗ 
nen wir die Winfelgefchwindigkeiten des Syſtems, in Bezug auf die 
Aren derx, y,z, aus welchen die Motatian.beflelben um die ueſpruͤng⸗ 
liche Are entfpringt, p, gr r, fa haben wir,. wie aus den Gleichun⸗ 
gen (8) Der zwei und zwanzigſten Vorleſung erhelleb: 

zagqgs—ıy, yarıops z=py—gi, J 
folglich, da hier’ bloß p, q, r veränderlich find, 
(10) !x=zdq—ydr, $y—=rdr—zdp, Semmydp—xög; 
ferner, weil. wir den Anfangöpunct der Coordinaten ald einen firen 
Qunet betrachten dürfen, | 
6y Zug — ine 29%), 

.. Zu (12. — a) F{&2.— 38), : 

=m (zy — y2) = 2 (3, — Dr). 

Multipliciren wir dieſe Gleichungen der Reihe nach ntit'dr, Dq, 
Sp, und nehmen wir ſodann ihre Summe, fo ergibt ſich mit gehöris 
ger Rüdficht auf (10) 

Zm(sdx4+ ydy + zz) = = Z(E% + 935 + 339, 
oder wegen 
Zn(kditydy7+23)=:d. zm@ 4 2) 35. mv’ 
(13) 23. Spt = 2(&% + 95y + 333). 

Subtrapiet man diefe Gleichung von (9), fo erhält man 

‚Zut =o. oder d. ZnY =o 

Ben deher momentane Kraͤfte auf ein Syſtem materieller Ponete⸗ 
Heinwirken, fo beginnt daſſelbe feine Bewegung mit der Notation um 
jene. Are, in Bezug auf welche die Summe der Ichendigen Kräfte ein 
Größtes oder Kleinſtes wird. 
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IM. Aus den oben erhaltenen Refultaten ergibt ſich noch eine andere 
merkwürdige Eigenfchaft der Bewegung eines jeden Syftems materieller 
Puncte. Rertaufchen wir nämlich in der Gleichung 
:d.Zmtr = Zm(Xdx+Ydy-+ Zds) 
das Zeichen d mit d, fo haben wir wegen 


:$.Zunrt.= Zmvdr und =, 


wenn nämlich ds ben von der Maffe m wögeend des Zeittheilchen® di 
durchlaufenen Raum anzeigt, 


— = Zm(X°xz + Yöy -+ 235). 


Aber aus der Bleihung (1) folgt 


Zm Ak Yy+ Zu) em (7 dx +27 TE Yy + * 32), 
daber it 
(13) Zmdsör= 2m ir +72 y+T). 


Berner gibt und die Gleichung 
Ids m dydr Lay det m ads +Zlady+Zdie, 
wenn wir ſie mit mv = m = multipliciren, und die Summe allee 
and ihr für die einzelnen Punete des Syſtemo hervorgehenden Slei- 
ungen nehmen, 
(4) Zmridse zu (Zadz +Zady +Zada). 


Vereinigen wir die Gleichungen (13) und (14) durch Addition, 
fo finden wir, wie man leicht fieht, 


Zmö$(vdı) = zud(7, dx +2 dr + 3) 
und hieraus durch Integration 
/Zmd(vd)=°./Zmvds= Im (2 “32452 ır+zıle). 


Beziehen wir bie hier Dargeftellte Variation des Integrald / Am vds 
auf alle Bewegungen der Beftandtheile des Syſtems, bei welchen fie 
von den ihnen am Anfange einer beftimmten Zeit wirflich zukommen⸗ 
den Pofitionen ausgehen, nnd zu den ihnen am Ende diefer Zeit wirfe 
lid) zulommenden Pofitionen ‘gelangen, fo ift fowohl für den Aufang 
als auch für das Ende der Bewegung, wodurch die Brenzen der Jar 
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tegration beftimmt werben, dx ==0, &y = 0, dr=o, und es ber 
fteht die Gleichung _ 
(15) I./Zuvd=o 


Diefe gibt und zu erfennen, daß, fobald die, der obigen Dedue · 

sion zum Grunde liegende, Jutegrabilitaͤt der Differenzialformel 

Zzm(%dx + Ydy + Zds) 
Statt findet, die Beftandthelle des fich bewegenden Syſtems jene Bah⸗ 
zen einfchlagen, für welche das: Integral -Zmvds (bei dem, feiner 
Form wegen, offenbar von feinem Marimum die Rede feyn fan) in⸗ 
nerhalb feftgefepten Grenzen ein Minimum wird, eine Eigenfchaft der 
Bewegung, welche wir mit Lagrange die der !einßen Wir 
Pung nennen wollen. 

Schreibt man vdt ftatt ds, fe nimmt die Oleichung (15) die 
Geſtalt 
(16) d. —E 0 
an, und wir ſehen, daß bei der oben erwaͤhnten Vorausſetzung die 
Summe ber lebendigen Kraͤfte aller Beſtandtheile eines Syſtems wäh. 
send der ganzen Bewegung ein Kleinfles ift. 

Wird das Syſtem, nachdem feine Beftandtheile gewille Geſchwin⸗ 
bigfeiten erlangt haben, feiner Traͤgheit überfaflen, fo bleibt Zmv* 
. von dem Augenblide an, in welchem dieß geſchieht, conflant , daher 
gibt und die Gleichung (16) 


Zmv:.$fdtmo, dh. Item o, 


worans folgt, daß dad Syſten aus einer Pofition in die andere in ber 
Bürzeften Zeit kommt. 

Iſt das Bewegliche bloß ein einzelner Punct, und affieirt dene 
felben Feine continuirliche Kraft, fo ift feine Geſchwindigkeit unveraͤu⸗ 
derlich, und wir haben, der Gleichung (15) zu Folge, ds = 0; db. h. 
Die Bahn des Weweglichen iſt jederzeit die kuͤrzeſte Linie, welche man 
zwifchen je zwei Puncten derfelben ziehen kann. Diefer Say begreift 
den am Ende der fiebzehnten Vorlefang audgefprochenen als einen be⸗ 
fonderen Fall unter fich. 

Man hat einftens verfucht, die Gleichung (15) der Theorie der 
Bewegung zum Grunde zu legen, und ans ihr. die Geſetze derſelben 
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abzuleiten. Obſchon die Richtigkeit des durch dieſe Gleichung ausge⸗ 
ſprochenen Satzes für ſich allein keinesweges ſo evident iſt, daß man 
ihn als einen Srundfag an die Spitze der Bewegungslehre ſtellen darf, 
und auch der Umfang deffelben durch die oben bemerflich gemachte Be- 
dingung eingefchränft wird, fo ift doch die Berechnung der Beweguns 
gen mit Hülfe der Gleichung (15) eind: nügliche Übung im Caleul. 
Verfucht man denſelben im Allgemeinen durchzuführen, fo überzeugt 
Man fi. leicht, daß Dabei,.der Hauptſache nach, die bei. obiger De⸗ 
duction gemachten Schritte in verkehrter Ordnung vorkommen. 


⸗ — 
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t . 


Finf und mwonzigſte Borlefinhg, | 
Über das. Verhalten eines materiellen Syftem 


in Der Nähe einer feiner Pofitionen des Gleich— 
gewichtes. | 


Sallen wir uns vor, ein Syſtem materieller Punete m;; m,; 
Ms; .... auf welche parallel zu den Aren der x, y, z beziehungs⸗ 
weiſe die continuirlichen Kräfte R., Yı, 25 X., X,., 2,; Ks, V., 
Zu; .... wirken, fen im Gleichgewichte, wenn dieſen Puncten die 
oordinaten a,, Dir 5 ar br, Ci; a5, by, 05.» . entſpre⸗ 
chen; es werde in eine von der ſo eben angedeuteten Poſition aͤußerſt 
wenig abweichende Lage verfebt, ſo daß feinen Bcflaubtheilen ‚gegen« 
wärtig die Coordinaten 


a, +a;,, b, +Bir + Yı) %& + rw b. 4 6. C, +7; 
as a, butßr SsHtYi-- +... 
jugebören, wobei m,,-Bı, Yı3 ars Bar 7a Ar Bar Ysi+ «> ſehr 
Heine Groͤßen find, und fodann den genannten Kräften überlaffen: fa 
laßt fich die Bewegung deifelben unter der Morausfehung, daß hie 
Epordinaten der materiellen Bunete während der Zeit t ſtets fehr we⸗ 
Dig von ar bir) O5 Aasıbar On; Asr bar. CHi.« =. + abweichon, 
im Allgemeinen berechnen, d. h. man if im Staude, im fo ferne may 
a Bır Yıs Bar Bar Yas Ran. Bar Ysi «+ » ale variabel betrady« 
tet, die Werthe diefer Größen in jedem belichigen Augenblife ang 
geben. 
Um die Rechnung zu vollführen iſt es vor der Hand nöthig, die 
Variablen .a,, Bır Yıs-azı Bars Yas ası-Bas Yos «+ .: auf einige 
derfelben, welche man als völlig independent anſehen darf zu reduci- 
ren. Hiezu dienen die Bedingungsgleihungen, welche Die Beſchaffen⸗ 
heit des gegebenen Syſtems zwiſchen den Coordinaten der materiellen 
Puncte deffelben darbietet. Diet Gleichungen feyen U=o, ‚5% 
u.f.w., wobei U, V, .... befannte Bunctionen der Coordinaten 
ber Puncte my; m,; my; . . . . namlich der Variablen x,, Yırzı) 
Kayyar Ba} Kay Jar Zus oc.» Anzeigen, und für x,=a,y,—=b;, 
2, =0,;) %,=3,, ob, 2,0}... . verwandle ih UinH, 
Vin R, u. ſ. w., fb iſt es etlaubt, wegen des geringen Vetrages von 


446 | 
Eur 8,, yıy Gay B,, /23 ..0. in Bezug auf den uͤbergang der 
Groͤßen a,„ b., .3 9, b,, o,3.... in a. F, b.B., typ; 
,+%), b, FR, ty; .... 


dH dH dH dH "dH dH 
U=H + Freu tert 7.,..t tr 
dH dH dH 
ra 
dH dK dK au du dK 
V — R 4 rt 2,8: + datt netter 
dK dK dk 
+70 6 + 7.7 4 eo... 
u fegen. Run ift aber offenbar H= o, K==o, u. f. w., mithin 
haben wir . 

dH dH dH dH 

7* * 756. -Q · 0 

dH dK dH dK 

1, tu: + FOR Ci al rien +....=0, 

Drüden wir mittelft diefer Gleichungen eben fo viele der Größen 
ar Bır Yır Ser + » » . durch die übrigen aus, fo fönnen diefe legte, 
ren als die independenten Variablen zum Srunde gelegt werden. 

Es feyen E,v, 2, . » . dieſe independenten Variablen, oder 
andere veränderlihe Größen, in welche man biefelben trandfermirt 
bat, und im Allgemeinen für den Punct m in Bezug auf die Lage, in 
welcher. dad Syſtem fich im Bleichgewichte befindet, x==a, y==b, 
zunc, und in fo ferne ald, nachdem man das Syſtem aus dieſer Lage 
in eine davon unendlich wenig abweichende gebracht hat, die Zeit t von 
floſſen iſt, 

 zwata 48, s=c+7y, 

ferner « = AE + Au A,e -. .... 

B=BE+ButrB2H+..... 
y=CE+Gv+ Ga. +..... 
wobei A, A,, . oo. B,, B,, u... G, C., oo. beitändige Orös 
Ben anzeigen, und &, v,2,... ſehr klein ſind, ſo ergibt ſich 
exr=mAdE > Adv 4 A, q æ . .... 
ey=Bde+BdvtBd2r..... 
d’z 5 Cd’; + C,du + C,d:2 + .o.... 


sr —=AdE FL AdD -ASEH..... 

öy=B, dE 4- B, dv + B,32-+..... 

$ze=C,dE FO IV C, de .. .... 

fſolglich, wenn wir . 
ZnuA:+BE+0)=(ı) 
Zn(A!+B+C)=() 
Zu} +B + C)= (3) 

und Zm(AA, + BB +C,C)=(ı, 3) 
Zm(A,A, + BB, + C,C,) = (1, 3) 
Zm(A,A, + BB, + C,C,) = (3, 3) 


ſetzen: 
) :.zu( — 


[OTGCIMAGSMSM. ...]dX 
+ le azitazite ae 
+ [c, te tat ...]22 


Laſſen wir die Differemialforme Xdx + Ydy + Zdz inte 
grabel feyn, und bezeichnen wir den Werth, welchen das Integral 
/Xdx + Ydy + 2Zdz) 
fr — a, yab, zesc erhält, durch F, fo verwandelt es ſich, 
wenn a,b, cin a-ta, b+Pß, ce -+y übergehen, wie man mit⸗ 
tell der am Ende der ſechs und vierzigften Vorlefung über die Analyſis 
abgeleiteten Formel leicht fipdet, wegen des geringen Betrages von 


a,ß, yın 
def © ? EFF 2X} 
'= F+ tt rt Zu raer 
dıF 
+ gas dadb Pr a «Y+r ar 
Wir haben daher, wenn wir die obigen Ausdrüde für a, ß, y 
berädfichtigen, und der Kürze wegen 





Q,= ZmF 1 

® ern »+ 0,5.) 
= 2m (45 Fra B. 7, + 5) 
Vaart) 


— 
18 2m (ch da: + 2 dh? + — ae 


TaAıB ä * — 5 24. Sara: + 28,0,7,7,) 
ſa] = Em (1:52 dat ®: 5 + 0: 5: * 
r #4 eren 7 —5 aA, 5 tr 2B. C. 7) 
1 (tt in 
F 


ar | 
Ä — mt ent 2) 








® ® . BF Er AR 
[?, 2] = m (4.4.75 + B,B, 7: + ze 
dF d’F. 
HABA as HAHN ac HOCH BC) 3) 
[ı, 3] I Aa t BuB. + ze 


+ (ABHAB) ZZ, dadb —54 (A,C;+A,C;) au + B. G+3,0,)2 —— 
br 
[2,3] = Zm (1.4.55 + B,5,°8 * Er .. 


äα Zac HASCCHASC) ZHBSCHB.C) FE 


legen: | 
Zm/(XdxH+ Yay + 249 = 
00 Tut Et, . 
:fı]e + 2[2jv® + :[3] 24 ..... 
ser. 
Differenziren wir dieſe Gleichung, und verwechſeln wir ſodaun 
das Zeichen d mit d, fo ergibt ſich: 
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(2) Zm(X8zx--Y}y-- 2%) = | 
= (Q, + [1] + la, 2]v + [1, 3)2 +.» ) 
+(9 +[l,3]li + kl» +, 3)2 +... )% 
Orb ‚3JE+ lo, Jo Ije 4. . )32 
If die Differenzialformel Kdax + Yay + Zdz nicht integra= 

bel, wohl aber Zm(Xdx + Ydy -+ Zdz), und fielt man den bes 

fonderen Werth des Integrald -Zm(Xdx + Yaday-+ Zdz) für 

x=a, y=ab, z==c burd Fovor, wobei F eine Sunction von a,, 

b,, o,; &, ba, c,3 as, ba, 035 ... » anzeigt, fo findet man auf 

dem oben betretenen Wege für SZm(X dx + Ydy -+Zdz) einen ähn- 

lichen algemeinen Ausdrud wie (3), nur wird jetzt Q,— F, und in 

den Werthen von Q,, Qr, Qsr « + - Ii], [2], IS], - - - Ia, 2), 

[x, 3], [3, 3], ... bleibt der Sactor m weg. 

Nun befteht aber die Gleichung 


Zn [(X- 2): + (7-52) 37+ (2 - 55)? | => 
oder 
Em (7 dx + 5137 + 5% 2)= = Em(Xdx--Y3y-tZy), 
daher erhalten wir durch Zufammenftellung der Ausdeücke (1) und (2), 
der Independenz der Variationen IE, dv, ꝛc. wegen, die Gleichungen 
a Er alrm ar. 
=Q+ble+b, a]10 4 Ir, 2+.. 
(1, Era Hr. .. es 
=0. +l,2]3+be]l+b, 3J2+--.. 
VIEH ....⸗ 
= er la, —F +: 8]v + Bl2+- 


deren Ayahl jener Eder Rariablen E, vr &ye.. « gleich koͤmmt. 
Verfegen wir das Spftem in die Pofition des Gleichgewichtes, 

ohne ihm eine Gefchwindigfeit zu ertheilen, ſo bleibt e8 fortwährend in 

derfelben; die Gleichungen (3) find offenbar auch auf diefen Gall an« 

dE du dir 

dr’ dw’ Aw’ .0 0% 

Eitingshaufen’s mach. Vorleſungen. IE 29 . 


wendbar, in welchem &, v, 2, . . .. umd 
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verfchwinden: ed ift daher nothwendig Q,=o, Q.=0, Q,=o, ... 
was auch aus dem Umftande erhellet, daß für die Pofition des Gleich: 
gewichte Em (Xdx-+-Ydy + Z3z) = o feyn muß. 

Es handelt fich jetzt um die Integration der Differengialgleichun: 
gen (3), d. 5. um die Ausmittelung der Ausdrüde, welche uns £, 
vr &ye ec. ald Functionen von t geben. Zu diefem Ende wollen 
wir zuerft fpecielle, den genannten Gleichungen Genüge leiftende, Aus⸗ 
drüce für E, v, 2, . + . . auffuchen, aus welchen fich fodann, wenn 
eine hinreichende Anzahl derfelben vorhanden ift, durch Multiplication 
derfelben mit unbeitimmten Conftanten und Addition der Product, 
die allgemeinen Ausdrüde diefer Variablen durch t ableiten Iaffen. 
Denn aus der Form der Sleichungen (3) erhellet, daß wenn denfelben 
die Werthe FE, , v=v,, 2=8,,.... feine i=h, v=y, 
2=2,, uf. w. für fi allein entfprechen, fie audy erfüllt werden, 
wenn man EZ=AEL + BE +...,v=4Au +Bvy+.. 
2=A2,-+-B2,+... annimmt, wobei A, B, ꝛc. unbeftimmte 
Eonftanten find. 

Um fpeciele Auflöfungen der Gleihungen (3) zu erhalten, fegen 
wir v=h£} 2=KkE, ı. 
wobei h, k beftändige Größen bedeuten, fo gehen die erwähnten Glei⸗ 
chungen in 


OO IH...)G= 
= ((J) + [lo 2]Jh + [ı, 3] +...9)8 


(1,2) + (2)h + (2,3)k +. )E= 
= ([h, +] kla, 3]Jk +... JE 
VHS...) —— 


dust Da J5 

über. Damit fie ibereinftimmen ‚ möffen Die Sonftanten h,k,... 
fo gewählt werden, daß die Quotienten 

YI+l.23Jh+[lı,3)k+...- 

(). + (Cı, 3)bh + (ı, 3k +.... ‘ 

,]) +bJ)Jb +R,3)h +.... 

GG,» P)h+a, 9b H+.... 

VG, 3) 4 (2, 3b +) kK+.... 

G,3) +02, hı 6Gyk . . .. 
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einerlei Werth erhalten. Diefer Werth kann fowohl pofitiv als nega« 
tiv ſeyn. Stellen wir ihn durch — » vor, fo haben wir 

" 
(5) — +yi=o, 
wobei a nebfi h, k, . . . durch die Gleichungen 


G (0) 4 (3, + HB H+... a 
+0)+Welb+{, 3]e+....=o 
(Hd HA + EHE H+... )% 


+ J+ER+B 3k+....=o 
(vv 3) 4 (, 9 Gk4.. .. )⸗ 
+++ BI + =o 


[4 
ou 0 eo 8 8 8 U 4— 0o 1 00 oo. 00... .e08 9 v0 9 08 98 0 0 0 © 


deren. Anzahl chen h grob ift, als jene der 0 eben genannten Con- 
fanten, gegeben wird. Schaffen wir aus den Gleichungen (6) die 
Größen h, k,.. . . nad) der gewöhnlichen Eliminationdmethode weg, 
fo ergibt fi) eine Endgleichung mit der Unbekannten » von dem fo viel: 
ten Grade, ald variable Größen E, v, 2, . . . in der Rechnung 
vorfommen; mithin find eben fo viele Werthe für „ möglich, deren je- 
dem, den Sleichungen (6) zu Folge, ein beflimmter Werth von h, 
k,... zugebört. 
Nun folgt aus der Gleichung (5) durch Integration 


(7) £E=Esin.(tVa + e) ‚ 
wobei E und e willfürliche beftändige Größen find, wodurch wir zugleich 
(8) vo hEsin. (tVa te) 


@ = kE sin. (t Vn e) 


erhalten. Bezeiknen wir die verfchiedenen Werthe von a durch p,, 
Bar Bar» eo... und die correfpondirenden Werthe von h, k,... . 
duch h,,h,,....k,lır.... we auch durch E,E., Es...- 
ur &gr &yy oo. . did jegt noch unbeftimmte Eonftanten, fo ergeben 
ſich, den obigen Betrachtungen gemäß, folgende allgemeine Ausdrüde 
für die Variablen E, v, 2,....- 


() E= Esin(tVp +&) + Ersin.(tVa. + 8) 
+ E,sin.(tVps + 8) + Be 
v= h,E,sin.(tVYp, +&) + b,E, sin. (tVYp, + &) | 
+ h;E;sin. (t V. + + ...e 
39 
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.2==kE, sin.(tVp, + &) + KE, sin. (t Vn. P e,) 
| rk VE .. 
in im welchen die Anzahl der Conſtanten E,,E., Es; .... &ır Eap ing ee 
wie ed die Integration der Gleichungen (3) erfordert, doppelt fo greß 
iſt, als jene der Variablen &, v, 2, .... 
Diefe Conſtanten werden durch die Werthe beſtimmt, welche die 


dE du d 
Größen &, v, 2, . . . . und 7 —:, zer » Zer. ... am Anfange der 


Zeitt, oder für = o, befi ben, und die und, weil der anfängliche Zu: 
fland des aus der Pofition des Oleichgewichtes verrüdten Syſtems bes 
kannt ift, offenbar gegeben find. Um diefe Beftimmung mit Leichtigs 
feit zu vollziehen, drüde man vor der Hand E, sin. (t Vn. + 8), 
E, sin ((Vm +8), Essin. (tVps+83),....durhE,v,E,..ce 
aus. Hiezu fönnen die Gleichungen (9) gebraucht werden; man kömmt 
jedoch weit einfacher auf folgendem Wege zum Ziele. 

. Man addire die Gleichungen (3), nachdem man die zweite mit 
h, die dritt mit k u. A w. multilicit hat, ſo findet man 


(10) tet ir... - 
=? vpRa+.... 
wobei der Kürze wegen irrt T 
SHE TER A FE Re: 
(2, 29) 4. (2) h 4 (2, Yk+....=g 
G4!23 


9 oe 8 9 8 9 98 0 


DI+ DL, 2 + [ eh....=P 
(72) ++, 3lkt....=Q 
3] +, 317; + BJk +... =R 


gefegt worden ifl. Aber die Gleichungen (6) geben uns 
P= — up, Q=—ıqg,, Rz —yur,.... 
daher kann die Gleichung (10) auf die Form 


dı(p&E + qu rct+... 
—IETFEE I GEH ri+..)mo 


.. gebracht werden, woraus man durch Integration 
Gi) pörgvthr2r+....=Lsia(tVa+%) 
erhält, wobei L und A unbeſtimmte Conftanten anzeigen. 


\ 
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Diefe Gleichung muß für alle Werthe von z beftehen, welche aus 
den Gleichungen (6) hervorgehen; bezeichnen wir nun dur Pı, Pr 
Psr =>. -.3 Gur Ger Jar +. 3 Far Tar Tar ee eh L,, L.» 
Lay ee 0 5 X, Any Aay oe. die den Größen mıy Hay har ++: «+ 
correfpondirenden Werthe von p, q, T, - - » « L, %, fo haben wir 


2) BE FU HN +.... = L sin. (t Vl. +) 
pEtgrtn2+.... = Lsin(tVe + %) 
BEHgGU NZ H+.... = Lssin.(tYps + %;) 


oo.“ er 0 0 eo HH To oe .»— .. .:. 0 9 0 9, 9 © 


Würde man mittelft diefer Gleichungen die Werthe von E, v, 
&y 2... ſuchen, fo müßte man offenbar die Ausdrüde (9) erhalten; 
es gehen demnach die Gleichungen (12) durch die Subftitution der Aus⸗ 
druͤcke (9) flatt E, vs; 2, . . . in identifche über, und daher muß 


pp Fıoh trrki +. )E,E=L, ,,=® 
(pe + oh: + r.k 1... IE ms L,ı 9 = 
@ Feb Fred +,..’JBEalı, %,=8 


%e + 9 © PR EEE [ Dur ar vr vr BE Zu Pe VE Er TE BEE BEE Zu Zn “ 


ſeyn, und die Coefi icienten der übrigen Glieder nach vollbrachter Sub: 
flitution, naͤmlich 


pp + gb: + +rk,-+.... pı + gb; rk ter. ꝛc. 
muͤſſen verſchwinden. Es iſt alſo 


— — 
(19) E, an. (tVp; te €) p tab + r,k, +- 


. pB&Etgpetni:t: 
E, sin. (tV», + &,) = pP. +g4.b-+ r.,k, 4 ..o 


v r ..-. 

Es sin. Vu 6) = 2 + —— — 
woraus man, wenn man t==o annimmt, die Werthe von E, sin. e. 
E,sin.e,, Essin.ey, . . . .,; und wenn man dieſe Ausdrüde vor Dem 
Verſchwinden von t differenzirt, die Werthe von E,cos.e,, E,cos.%, 
E, 008.857... .,; mithin fowohl tg. e, ter, ig.esı +.» als 
ah E,, E,, Es « « - » erhält. - 


niit — 





454 ——— 


Gehe und zwanzigſte Vorleſung. 
Über das Verhalten eines materiellen Syftems 


in der Nähe einer feiner Pofitionen des Gleich— 
gewichtes. 


(Fortſetzung.) 

&,. wir zur Auseinanderfegung der Folgerungen fchreiten, 
welche uns die in der vorhergehenden Vorlefung erhaltenen Refultate 
darbieten, müffen wir noch auf den Umftand aufmertfam machen, daß 
die Formeln (9) aufhören die allgemeinfte Auflöfung der Gleichungen 
(3) darzuftellen, fobald einige der Größen p,, par Kar « - - einan⸗ 
der gleich find, d. 5. fobald der durch die Elimination von h,k,.... 
aus (6) entfpringenden Gleichung für a, wiederholte Wurzeln zufom- 
men. Denn ift 3. B. u, =p, , fo wid aunhh,—=h,, k=hk,, .. ..35 
da ferner 

sin.(tVp te) = sin. IVn. cos.e +- cos. tv. sin. e 
ift, fo geht die Summe 

E, sin.(tYp, + &) + E.sin.(tVp, + 8) in 
(E, cos. 2, HE; cos. e,) sin. t VI. + (E, sin.e, --E, sin. 5) cos.t Yp, 
über. Setzt man nun, was immer erlaubt iſt, 
E, cos. 2, +E,cos.e,=E!cos.e'; E,sin.e #E,sin.e. =Esin. e; 
ſo ergibt ſich für die genannte Summe der Ausdrud 


E/sin.(t Va, + EN). 

Hieraus erhellet, daß wegen deu Gleichheit einiger der Größen 
Bır Bar Bar + - + . eine eben fo große Auzahl von Bliedern der For⸗ 
meln (9) ſich auf ein Glied redurirt, in welchem bloß zwei unbeflimmte 
Eonftanten erfcheinen. Die Formeln (9) enthalten daher nicht mehr 
fo viele unbeflimmte Conſtanten, als die allgemeinite Geſtalt des In⸗ 
tegrales der Differenzialgleichungen (3) erheifht, und koͤnnen dem zu 
Holge nicht mehr für die allgemeinfte Auflöfung dieſer Gleichungen 
gelten. 

Man fann jedoch die den Sleichungen (3) In dem fo eben be: 
trachteten befonderen Falle zugehörigen allgemeinften Werthe von 


r 
’ 
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E, d, 2, .... aus den Formeln (9) leicht ableiten. Man laſſe naͤm⸗ 
lich x. anfänglich von a, verfchieden feyn, und fe Ve = Vu tp, 
fo fann man sin.(tVa, te.) in 
sin.(IV a, e,-Lpt) = sin (tVp,+8,) . cos. pt+ cos.(tVp, + e,) . sin. pt 
n. Vurtæ) — + — — . .) 
-+-c0s.(tVs, te) (e — * — ...... ) 
umſtalten, wodurch, weil ſich, wie wir oben geſehen haben, die Summe 
E, sin. / V. +) + E, sin. (t Va, Pe,) in ein Glied von der Geſtalt 
E‘ sin. (tVp, + €’) zufammenziehen läßt, 
E, sin. (t Vn. + &) + Ersin. (tVp, + u = 
=E, EVB. +) +E200.tVmta)(t- 3 +.) 


—E, sin. (t Vn. + e;) er _ — 100.0 .) 


ergibt, wobei, wie eine Teichte Überlegung lehrt, bei allen Werthen, 
welchen man den Conftanten E’ , e‘. beilegt, die Conftanten E,, «, je 
der anderen Werthe fähig find. Man fege nun E,p = E, und 


sad — =, fo bat man 


E, sin. (Vs +6) + E.sin.(tVe +8) = 
= E‘ sin. (iVm, te e,) + Eit.sin.(tVp, + e;) 


+ Ei cos. ({VYp, + )( — .) 


— E’ sin. (Vs + le ..). 


Diefe Sleihung befteht für jeden noch fo Fleinen Werth von p, 
folglich aud für p=o. In dem legteren alle, welcher der Annahme 
pı = a, entfpricht, geht alfo die Summe 

E, sin, (tVp, + &) + E,sin.(tVp, + ©.) 

in Eisin.(tVp, +e) + Eit.sin.(tVm + €) 
über, wobei E/, E/, &, e' als willfürliche Conftanten betrachtet 
werden dürfen, fobald E,, E,, &,, ez e8 find, 

Sept man ferner Vs, =, 6 w,—y— =, fo fin- 
det man 
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E sin.(tYp +2) + Ei tain.(tVp te) +E,an(i Vs te) 
= Ei sin.(tVp, + &) + Essin.(tVp, + 0) 
+ [E; sin. (tVp, + &) + Es. 6 sin. (tVm, + w)]t 


. o?t? ori? 
— E, sin. (t Vn. — 1.2.3.4 + .o.. .) 


— E;cos. Vu (ZI ide E ren. .). 
: Man fann aber 
E’ sin. (tVp, + e )-+ E. sin. (t VI. +5) = Ei sin. (tVp, te‘) 
und 
„sin. (t Vn. + &) + Esssin.(tVa +) =Ei sin. (tYmı+ei) 
* wobei E, E”, €”, e” jedes Werthes fähig find, ſobald E’, 
Er ei, € jeden Werth erhalten dürfen; biebei bleiben E, und e, völe 
lig willkürlich: e8 fey daher — E,—= E’ und , = e/, fo ergibt 
fi, da obige Rechnung bei jedem noch fo Eleinen Werthe von « Pla 
findet, für a =o, wodurd a, = a, wird, flatt 
E/ sin. (Yp +E) + Etsin(tVp, te) + Essin.(tVm, +6) 
der Ausdruc 
E, sin. VI. +) H EX tsin (iVm tel) HESF Sin. t VI. + ei). 
Hieraus fi N eht man nun ohne Mühe, daß man, wenn r Wurzeln 


Bar Bar Ha oe jr der Gleichung für a einander gleich find, im der 
Bo für E, die Summe 


E, sin. (tVp, +) FE, sin. ( Vn. +8) +... +Ersin.(t Vater) 
mit 
E, sin.(tVu,-te,) +E, tsin.(tV u, -te;) +...+Ertsin.(t Vr; +.) 
‚vertaufchen müffe, um den allgemeinften Werth von E vor Augen zu 
haben, und daß aus eben diefem Grunde in den Sormeln für v,2,... 
an der Stelle der r erften Glieder, die Tegtgenannte Summe mit h,, 
kr.» . multipficiet, erfcheinen werde. 
Die Formeln (9) ftelen den Zuitand des Syſtems nad) Verlauf 
der Zeit t nur in fo ferne mit hinreichender Genauigfeit dar, als E, 
Uy&yreo 0. Wie ed die der ganzen Rechnung zum Grunde liegende 
Vorausſetzung mit ſich bringt; fo Flein find, daß die Producte und hö- 
heren Potenzen diefer Größen nicht beachtet zu werden brauchen. Es 
bietet fi nun die Frage dar, unter welchen Bedingungen die genannt: 
ten Sormeln für jeden beliebigen Werth von t gelten. 
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Eine leichte Überlegung zeigt, daß, fobald ſich unter den Wur⸗ 
jeln der Gleichung für a, mämlich unter den Größen a, , par ar « «+» 
einmder gleiche, oder reelle negative, oder imaginäre befinden, die 

Formeln (9), abgefehen von gewiflen befonderen Umfländen, nicht, 
für jeden Werth von t gebraucht werden dürfen. Denn im erften Kalle 
erfcheinen in diefen Formeln Glieder, welche Potenzen von t mit gan⸗ 
gen pofitiven Erponenten als Factoren enthalten; im zweiten und drits 
“ten Falle hingegen zeigen ſich dafelbft Sinuffe imaginärer Kreisbögen, 
welche, wenn man die Ausdrüde für E, v, &, . . . . auf eine reelle 
Beftalt bringt, in Potenzen übergehen, in deren Erponenten die Ver- 
änderliche t ald Factor vorfönmt. Beide Arten von Potenzen werden 
unendlich groß, wenn t unendlich wächft, daher fönnen bei der oben 
berührten Befchaffenbeit der Größen nu, , u2, mar « - + « die Variablen 
E, v, @ nur dann für jedes t fehr Plein bleiben, wenn wegen dem, 
durch einen befonderen anfänglichen Zuftand ded Syſtems herbeigeführ« 
ten, Verfchwinden einiger der Eonftanten E,, Er, Es, » - - +, alle 
mit t zugleich ohne Ende ſich vergrößernden Glieder aus den Formeln 
(9) hinausfallen; im Allgemeinen aber ift es hiebei nicht geſtattet, die 
Werthe von E,v, 2, .. . . . fortwährend als fehr Flein zu betrachten. 

‚Sind hingegen die Wurzeln a, , far Ass + - +» . fämmtlich reell, 
poſitiv und von einander verfchieden, fo kann, wie die ©eftalt der Aus» 
drücde (9) lehrt, E nicht größer werden als die Summe der numeris 
[hen Werthe der Conftanten E,, E,., Esı » - - .; v.nicht größer als 
die Summe der numerifchen Werthe von h, E, , b,E,, b5Ez, . +. + +5 
2 nicht größer ald die Summe der numerifhen Werthe von k,E,, 
KE,, kE,, +... u. ſ. w., fo, daß, fobald die hier genannten 
Summen fehr flein find (was von dem Zuftande des Syſtems am Ans 
fange der Zeit t abhängt), auch E, v, © fortwährend fehr Fein 
bleiben. 

Wenn man ein Spftem materieller Puncte, an welchem fich con« 
tinuirliche Kräfte das Gleichgewicht halten, aus der ihm dabei zufoms 
menden Rage ein wenig verrüdt, und fodann der Wirffamfeit diefer 
Kräfte überläßt,, fo wird fich daffelbe, vorausgeſetzt, daß die genann- 
ten Rräfte nicht in jeder der Pofitionen , deren das Spitem fähig ift, 
im Gleichgewichte bleiben, entweder fo bewegen, daß feine Lage in je⸗ 
dem beliebigen Augenblide von der erwähnten Pofition des Gleichge⸗ 
wichtes nur äußerſt wenig abweicht, oder es wird ſich von dieſer Po— 
ſition immer mehr und mehr entfernen. Im erſten Falle findet eine 


% 
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Art fhwingender Bewegung um die Pofition des Gleichgewichtes Statt, 
und man fagt, das Bleichgewicht felbft fey ein ftabiles; indem ans 
deren Kalle hingegen nennt man das Gleichgewicht ein Tabiles. 

Da die Größen E,v, 2, .. . . die Unterfchiede zwifchen den 
gleihnamigen Coordinaten jedes Puncted ded gegebenen Syſtems in 
der ihm am Ende irgend einer Zeit zufommenden Lage und in der Po⸗ 
fition des Gleichgewichtes beſtimmen, und jene Unterfchiede ſehr klein 
ausfallen, fobald die Größen E, v, 2, . . . . fehr Heine Werthe bes 
figen ; fo fieht man, daß das Gleichgewicht des Syſtems immer ftabil 
ift, wenn die Wurzeln der Gleichung für ps durchgehende reelle pofitive, 
und ungleiche Größen find; und daß ed, wenigftens im Allgemeinen, 
labil erfcheint, wenn ſich unter den genannten Wurzeln gleiche , oder 
reelle negative, oder imaginäre befinden, obfchon in dem lepteren Kalle 
das Spftem bei einer gewillen Art der Verrüdung aus der Pofition, 
in welcher‘ed im Bleichgewichte war, ein Beftreben äußern kann, bei 
diefer Pofition zu beharren, während eine andere Störung des Sleihe 
gewichted eine gänzliche Abweichung deffelben von diefer Pofttion zur 
Folge bat. . ' 

Man Fann fi) immer ein Syftem materieller Puncte aus feiner 
Pofition des Bleichgewichtes. in eine foldye Lage verfeßt denfen, da 
nur eine, nad Belieben zu wählende, der Eonftanten E,, E., E;, » ..» 
von der Nulle verfchieden ausfällt. Dann reducirt fich jeder der Aus⸗ 
brüde für &, v, &,. . . . auf ein Glied von der Form 

" E sin. (tVYp + e), 
in welchem,- wenn die fo eben genannte Pofition des Gleihgewichtes 
Peine labile feyn foll, der zugehörige Werth von z reell und pofitiv feyn 
mnß. Hier erlangen E, v, 2, . . + . die Werthe, welche fie in ei- 


nem beflimmten Augenblide befigen, nach Verlauf der Zeit 7 jedes 
Mal wieder nuruc d. h. das Syſtem befindet ſi ch in je zwei, um das 
Zeitintervall * von einander abſtehenden Augenblicken i in einerlei Po⸗ 
ſition, und ed vollbringt demnach Schwingungen, deren Dauer durch 
— angezeigt wird. 


* 

Es ſey d der Elongationswinkel eines einfachen Pendels am Ende 
der Zeit t, und a die Länge deſſelben, fo durchlauft der ſchwere Punet 
deilelben während der Zeit di den Bogen — add, und wird deßhalb 
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von der Kraft — SEI gefchleuniget. Allein die Kraft, welche die 


Schwere, deren gntenfi tät wir g nennen wollen, auf diefen Punet 
nach der Richtung feiner Bewegung ausübt, if = g sin.O , daher bes 
fieht die Gleichung - 


”„ 


2. + gsind = 0. 


77 
Sf 0 ſehr Mein, fo kann man Bd ſtatt sin. O nehmen, und dieſe 
Gleichung geht in 
7 +8 0=o 
über, woraus durch Integration, in fo ferne E und e willtürliche Cone 


ſtanten vorftellen, 
0 = Esın. (‘V: + e) 


folgt. Vergleichen wir die Form diefes Ausdrudes mit jener der Aus⸗ 
drüde für E, v,2,. ... fo finden wir, daß die oben erwähnte 
Schwingungsweife ded Syſtems mit jener eines einfachen Pendels übers 


einftimmt, für welches „= : oder a : ift. 


. Man fann.aber jede der in den Formeln (9) enthaltenen Con» 
flanten beibehalten, und die übrigen =o denken; hiedurch ergeben fich 
mehrere Arten einfader Schwingungdweifen des Syſtems, 
und den angeführten Formeln zu Folge wird jede Bewegung eines Sy⸗ 
ſtems um eine feiner Pofitionen des ftabilen Sleichgewichted ald das 
Refultat des gleichzeitigen Stattfindens aller diefer einfachen Schwin⸗ 
gungen erflärt, welche demnach, ohne fich gegenfeitig zu ſtoͤren, zus 
gleich beftehen koͤnnen. Diefe Bemerkung beweifet die Richtigfeit des 
fogenannten Principe der Everiftenz der Pleinften Schwin⸗ 
gungen, weldes Daniel Bernoulli zuerft aufgeftellt hat. 
Laſſen fih bie Größen Va, , Vn., Vpss » + » » auf die Formen 
VTı Tı VTı ae... bringen, wobei Yu, Var Var oo. ganze 
Zahlen find, fo erhält das Syſtem jedes Mal nach Verlauf der Zeit 


— diefelbe Pofition wieder; es vollbringt daher Schwingungen , bes 
ren Dauer, wenn man 7 fo groß ald möglich annimmt, =- ift. 


Sind aber die Quotienten je zweier der Größen Yp,, Var, Vpsv - - « 
nicht rational, fo kehrt dad Syſtem nie in eine frühere Lage zurüd, 


— 
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und es Fann daher von Feiner eigentlichen Schwingung deffelben die 
Rede feyn. 

Wenn die Function, welche wir in der vorhergehenden Vorlefung 

durch Sm/(Xdx + Yay-t Zdz) angedeutet haben, für x=a, 

= b, z==c ein Brößtes oder Kleinftes wird , fo verfchwindet die 
Summe Zm(Xdx-+- Ydy-+ Zdz) für eben diefelben Werthe der 
Coordinaten x, y,'z, und die an dem gegebenen Syſteme materieller 
Puncte thätigen continuirlichen Kräfte halten einander, wenn dajlelbe 
in die diefen Coordinaten entfprechende Pofition verfegt wird, das 
Gleichgewicht. Wir wollen gegenwärtig zeigen, daß dieſes Gleichge⸗ 
wicht ftabil ift, wenn Sm/(Xdx-+- Ydy-+ Zdz) unter den ange: 
führten Umftänden in dem Zuftande des Marimums erfcheint, und fa- 
bil, wenn fich die genannte Sunction im Zuftande des Minimums be; 
findet. 

Denn laffen wir a, ‚b, cinx=a-ta, y=b-+ß, z=cH+ty 
übergehen, wobei a, ß, y fehr Flein find, und reduciren wir die Va⸗ 
riablen a, ß, y auf die independenten veränderlichen Größen S, v, 
2,.... fo haben wir, wie aus der vorhergehenden Vorlefung erhellet, 


Zm NXds-+Yay-+ Zee) Q.+: :]e+:[2]v +3[3]22+ 
+[u2]&0+{3]82+ nölvch-. 
Die Bedingungsgleichungen, an welche das vorliegende Spfem 
gebunden ift,' find offenbar von der Zeit t frei, weil das einmal im 
Sleichgewichte fiehende Syſtem für fi) allein fortwährend iu diefem 
Zuſtande beharret; daher findet hier die in der vier und ziwanzigiten 
Vorlefung bewiefene Sleihung (6) Anwendung. Ihr zu Folge ill, 
wenn wir die Variablen E, v, 2 auf dad Ende der Zeit t bezichen, 
und die dieſer Zeit zugehörige Geſchwindigkeit der Maſſe m durch v 
andeuten, 
‚Zmv = Cons, + [1]® + [e]® + B]® .. ... 
+2[1,2]&v + 3[1,3]g2-+2[23,3]v2e-F.... 
Da, wenn wir alle früher gemachten Vorausſotzungen unverändert 
beibehalten, die Gefchwindigfeiten aller Weftandtheile des Syſtems am 
Anfange der Zeit t gleih Null find, fo ift der numerifche Werth der in 
diefer Gleichung vorhandenen Conftante jenem gleich, welchen die Summe 
Je +[fJ] 4 [3)22 +.-:.. = 
+ li, a]&v + [ı, 3]22 + [s, 3]v2 +. ... 
am Anfange der Zeit t befigt, folglich eine fehr Feine Größe. 


N 
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Iſt nun der Werth von Sm /f(Xdx +-Ydy--Zdz) für xe=a, 
y=b, z=c, nämlid Q,, ein Marimum, fo muß für sata, 
y=b-+ß, z=c-+y ſtets ' 

Zmf(Xdx + Ydy-+ Zaz) < Rs, 
folglih 28, und daher audy S negativ feyn. Aber die Summe Sm vꝛ 
ift ihrer Natur nach nothwendig pofitiv, Daher fann, wie die Gleichung 
Zmv: = Const. + S 
jeigt, der numerifche Werth von S die fehr Fleine Conftante nicht übers 
fleigen, und es müffen dem zu Folge die Werthe der Variablen E,.v, 
2 ꝛc., alfo auch x, y, z fortwährend fehr Flein bleiben, d. 5. die oben 
erwähnte Pofition ded Gleichgewichtes ift eine flabile. 

Anders verhält fi) aber die Sache, wenn Q, ein Minimum, 
ſolglich S pofitiv, und die Conftante negativ ift, in welchem alle dem 
unbegrenzten Wachen von S, und fomit auch von E, v,E&,..., nichts 
im Wege fteht. Um aber die Labilität des Sleichgewichtes für x=a, 
y=b, z==c außer Zweifel zu fegen, muß gezeigt werden, daß, une 
ter der Vorausfegung ded Minimums von Zm /(Xdx-+-Ydy-+-Zdz), 
fein Werth von a reell und pofitiv fegn kann. Zu diefem Ende bemers 
Een wir, daß die Größen, welche wir in der vorhergehenden Rorlefung 
Pr vr... P, Q, R,.. . genannt haben, die Werthe find, 
welche Die in Bezug auf g, h, k, .. . genommenen partiellen Dil 
ferenzialquotienten der Summen 
A=tl)g Hi) +i@)a +. 

.+ (1,3)gh + (ı, Yygktda, 3)hk-+.... 
B= :[ı je +:.]® +:B8]® + 
-.:.+[ı,2]gh+ ki, Sjhk-t. 
fr g=ı erhalten, fo daß, wenn wir | 
As -B=N 


| luca enden AN dN dN | 
fegen, die partiellen Differenzialquotienten FrÜBrFTÜAr A durch 


die Wurzeln der Gleichung für a, nämlich durch pi, Har Par - » - - 
wie aus den Gleichungen (6) erhellet, nachdem man g= ı gefegt 
bat, auf Null reducirt werden. Aber N ift eine homogene Function 
der Groͤßen g,h,k,.. . . . von der zweiten Ordnung, daher befteht 
die Gleichung 


dN dN ,., dN _ 
rtearintr Fer 
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folglicy wird au) N=o, wenn man g=ı und a= einer der Grö- 
Ben u, Hay Kar » + + » feyn läßt. Wir haben daher für die bier im 
- Betrachtung fommenden Werthe von a - 


B 
Au+-B=o, alfo ya on 


Subftituire man ftatt (1), (2), (39), ..«. (1, 2), (1, 3), 
(3, 3), . ... ihre Werthe, fo fann man A als die Summe mehrerer 
mit pofitiven Eoefficienten mulciplicirtee Quadrate darflellen, uud fo- 
mit ift A nothwendig ſtets pofitiv; B aber hat diefelbe Form wie S, 
und ift jtetd pofitiv, fobald S für alle Werthe von E, v,2, . . . po⸗ 
fitig erfcheint, was im Kalle des Minimums von Q, zutrifft: ed kann 
daher „ in diefem alle feinen reellen pofitiven Werth befigen, wodurd) 
obige Behauptung vollfommen gerechtfertiget ift. 
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Sieben und zwanzigſte Vorleſung. 


uͤber die Schwingungen eines linearen Syſtems 

gegebenen Kräften unterworfener und auf ein 

ander wechfelweife einwirfender Maffen in der 
Nähe der Pofition des Gleichgewichtes. 


N men wir an, auf eine Folge von Maffen, deren jede von 
der ihr vorhergehenden und nachfolgenden angezogen oder abgeftoßen 
wird, wirken gegebene Kräfte, welche den unter diefen Maffen felbit 
beftebenden Anziehungen oder Abftoßungen das Gleichgewicht halten. 
Bringt man jede einzelne Maſſe ein wenig aus der ihr dabei zukommen⸗ 
den Lage, und überläßt fie fodann den genannten Kräften, fo entfieht 
eine ſchwingende Bewegung ‚: welche fich nad) der in den vorbergehen- 
den Vorlefungen dargelegten Methode berechnen läßt. Man kann aber 
in dem vorliegenden Falle der Rechnung eine etwas veränderte Form 
geben, und da diefelbe mir Hülfe des Differengencalculs fehr verein» 
faht wird, fo.wollen wir fie unabhängig von der fo eben erwähnten 
durchführen. 

Bezeichnen wir irgend eine der vorhandenen Mafjen durch m; die 
Kräfte, welche an ihr am Ende der Zeit t parallel mit den Aren des der 
Rehnung zum Grunde liegenden rechtwinfligen Eoordinatenfyftems 
und nach der Gegend der pofitiven Eoordinaten Hin angebracht find, 
durch mX, mY, mZ; die Eoprdinaten dieſer Maffe felbft, welche 
wir hier ald einen Punct betrachten, durch x, y, 2; die Coordinaten 
der nächfifolgenden Maffe m, durch x-+Ax, y+Ay, 24 A2; 
den Abjtand beider durch As; die Kraft, mit welcher die Maffen m 
und m, auf einander einwirken, durch ©, und endlich alle auf die 
naͤchſtvorhergeheude Maſſe fich besiehenden Größen, indem wir den Zeis 
hen der zu m gehörenden gleichnamigen Größen den Zeiger — ı bei: 
legen: fo gibt die Kraft ©, in fo ferne man ſich diefelbe an der Maſſe 
m thätig denkt‘, nach den Richtungen der x, y, z zerlegt, die Kräfte 


und die Kraft 9, , unter denfelben Werhältniffen, die Kräfte 








A X A y-ı ä Em} 
— — o — — — 6 
9-1. As,’ 9-: a re Yun 


oder 
Ax Ay Az 
— 6. — ⸗⸗ 6 — 
- (+2 — -( As ’ ( As) 


Schreiben wir nun, wie ed im Galeul mit Differenzen üblich iſt, 
Ax Ay A 
(e2)- (9.22), (2.72%) 


Ax Ax Ay Ay am a⸗ 
— — — a ſ8. — . 
9. (⸗ 2 ? As ( As/—ı’ 9.75 As ®. "As 


und fegen wie S(Xdx + Yay + Zdz)=YV, 
fo wird der Inbegriff der an der Maffe m am Ende der Zeit t parallel 
mit den Aren der x, y, 2 thätigen aut durch 


rer) 


. d’x d2x 
audgedrüdt. Diefe muffen den Kräften m — ja’ m 7 Tut Ta 


ziehungsweife gleich gelten; daher haben wir für die Bewegung der 
Maſſe m folgende u 


m bes 


mx Ax 
\ d:y av Ay 
ER N EN 
d?z daV Ag 
are re 1 CE 2), > 


Es feyen a, b, c die Werthe von x, y, 2; F der Werth von 
8; Afder Werth von As im Zuftande des Bleichgewichtes; ferner H 
der Betrag des Integral „(Xax+Ydy-+HZdz) fürx=a, y=b, 
z=c; endlid 
s=a+td,  y=b+tv, z=c+2 
die Coordinaten der Maffe m nach Verlauf der geit t, wobei &,v, 2 
ſehr kleine Größen andeuten : fo fann man offenbar 


dV __ dH d:H dH dH 

di da da: + dadb vage 

dV dH dh dH a@H 

5 natram:t TR 

dV dH en 
entaettnert de: * ſeten. 


| 


| 
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Wir wollen bei gegenwaͤrtiger Unterſuchung noch annehmen, daß 
die Kraft © bloß von As abhänge fi alſo F als eine Function von Af 
gegeben fey, fo wird. 


Ax dr Ja A 
ti Ya —AA J, 

Ay | Ab Av 
s.Zer.dt rer —F, In aBf - F.o 

Az dF Ac Ac | At 
u. ar + data Far abBE HF. 


wobei dhf=d. VER FAN FRE 
= E42 22 Av +77 62 iſt. 


Subſtituiren wir dieſe Reſultate in die Gleichung (1), und be⸗ 
denken wir, daß wegen des Gleichgewichtes der Maſſe m für za, 
mb, 2 


. dH ., | Aa Ze 

(3) nz, taä(r.4) =o 
dH Ab " 

az +ta(r. ‚-o 


dH 


U} ® ® [4 R F 
ift, fo finden wir, wenn wir der Kürze wegen * — — duch 6 
andeuten, 


(3) möE_ m (ARE + zu Fort + ) 
[ri +05: ZA + Ar +m2)]_, 0, 
—* m (an tu ta 2) 
„later Etat] m 
m m (Met t war tan: :) 


—A [F& + (ZA + ar +2 „a)]_,= 
Die Gleichungen (2) geben, wie man leicht fi ebt, 


da dH Ab dH Ac dH 
(4) F- = Zm—, FL, = Zn; F-==n-- 


Eitingshaufen’s math- Borlefungen, IL, 30 


A66 
wobei die Summen auf bad ganze Syſtem audzudehnen find; daher iſt 


dHN2 dB\? dE\? 
9 r=V (za) + (225) + (zu). 

Da wir die zwifchen Fund Af beftebende Relation fennen, fo 
bietet und diefe Gleichung den dem Bleihgewichte des Syſtemso ent» 
fprechenden Werth von Af dar. Die hier geführte Rechnung kann 
aber auch auf den Fall angewendet werden, wenn Af unveränderlich 


ift; dabei dient die Formel (5) zur Beftimmung vonF. Nur fallen unter 
der legteren Vorausfegung die Gleichungen (3) wegen 


Aa, Ab „' A 
DE + Ar + — hm o 
einfacher au. 


Um die ©leichungen (3), in welchen zugleich Differenzen und 
Differenzialien vorfommen , zu integriren, fey 


ge =0%, void, — — 63, 
wobei wir und &, 9, 8 von t, und 6 von ber Anerdnung der Puncte 
des Syſtems unabhängig denfen, alfo 
dit —A ag3* 
dt "au’ de vg du "ar 
. und Ber = dA, Avm 089, Be = 043 
annehmen, fo gehen die genannten Gleichungen in die einzige 
| m. 
(6) ga tr!=o 
über , wobei 
(Mm + et +9) | 
FAX 
+77 +65 mr +9 + 7a8)].= 
m(»D + a ze m? + 020 ine 3) 
+8 re 82 + 7 9+7 43) | =“ 
d’H 
n(r3 + td +73) 
ra3 
ra rensr+ ner +Zag)]|, “0 


Aus der Gleichung (6) erhalten wir durch Integration 
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(8) 9=Esin.(tVa + e), | 
wobei E und e unbeflimmte Eonftanten vorftellen. Die Gleichungen (7) 
Bingegen laſſen fich in ihrer allgemeinen Geſtalt durch die bis jeßt be= 
kannten SIntegrationsmerhoden für Differenzeyggleihungen nicht inte: 
griren. Es bleibt daher nichts andered zu thun übrig, als die in den⸗ 
felben erfcheinenden Differenzen zu entwideln, wodurch fie die Form 


(9) A, + BY, + C3. + DE: + €» + 53 

+ ®:_, + HDd-ı + 3) =o 
annehmen, worin die Eoefficienten A, 8, €, D, €, 8, 8, H, 3 
von t unabhängig find, und „ bloß in D, E, F, und zwar nur in der 
erften Potenz erfcheint. Wir haben fomit drei Gleichungen , deren jede 
die einer beftimmten Maffe unferes Syſtems gehörenden Werthe von 
X, Dr 3 durch die auf die beiden nächftvorhergehenden Mailen fich 
beziebenden Werthe derfelben Größen angibt, und find fomit offenbar 
im Stande, die der mit dem Zeiger r verfehenen Maffe m, entfpre- 
chenden Größen RX., Dr, 3: durch die den beiden erften Maffen des 
Syſtems correfpondirenden auszudrüden. Laflen wir für letztgenannte 
Maflen die Zeiger o und ı gelten, fo erhalten wir für &., Der 3r Aub- 
drüde von der Form 

A +BN. FC, FAR, + Bd, + 03, 

in welchen offenbar A, B, C und A’, B’, C’ ganze rationale Bunc» 
tionen von x Anzeigen, und swar, die drei erften Goefficienten, Zunctios 
nen von der Ordnung r — a, und die drei lebten, Functionen von 
der Ordnung r — ı. 

Nehmen wir nun an, daß die erſte und die legte Maſſe in dem 
vorliegenden linearen Syſteme unbeweglich find, fo verfchwinden für 
diefelben die Werthe von £&, v, e, folglih auch X, Y, Z, und wie 
Baben, wenn wir die Anzahl fämmtlicher beweglicher Maffen = n 
‚fegen, zwifhen R., 9, 3, drei Gleichungen von der Form 

AXR. F39, +E3, = 0, 
in welchen die Coefficienten von &,, D., 3, bloß Potenzen von „ mit 


ganzen pofitiven Erponenten, wovon der hoͤchſte = n iſt, enthalten. 


Eliminire man aus dieſen Gleichungen die Quotienten — = = 


gibe fich eine Gleichung für r vom Intn Grade, und be ve mittelſt 

der erwaͤhnten drei Gleichungen wegen der Willkürlichkeit einer der Groö⸗ 

Ben X., D., 3, jede derfelben durch eine ganze rationale Kunction 
3o * 
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von „u darftellen laͤßt, fo fann man aud) uͤberhaupt jede der auf eine 
beliebige bewegte Maſſe m ſich beziehenden Größen X, 9%, 3 durch eine 
ganze rationale Function von a ausdrüden. Hiedurch erhält man für 
die fo eben genannten Srößen fo viele verſchiedene Werthe, ald ed Wer⸗ 
the für » gibt, nämlich 3n, und je drei zufammengehbörige derfelben in 
die Ausdrüde 

E=#Esın. (tV/p-Fe), v=VE sin.(t Ve-+e), 2==3E sin. ft Vr-e) 
fubftituirt, verhelfen und zu Auflöfungen der Gleichungen (3). Diefe 
Auflöfungen find bloß partifuläre; da aber, der Korm der Gleichun⸗ 
gen (3) zu Folge, die Summe einer beliebigen Anzahl derfelben eben 
falls eine Auflöfung diefer Gleichungen ift, fo koͤnnen wir die vollſtaͤn⸗ 
digen mit In willfürlichen Gonftanten verfehenen Werthe von E, v, 2 
leicht darſtellen. Sie find, wenn wir die den In Wurzeln pr'nzr 
krr ec. der Sleichung für z zugehörigen Werthe von &, 9, 3 

a 1 2 2 8 3 1 2 

durch &, Dr 35 X, 9, 35 &, 2, ꝛc. und eben fo durch E, e; 
E, 4; E, j ‚, rc. bis jegt noch unbeftimmte Conſtanten anzeigen, 


(0) g= EEsin.(tVp +0) + ZE sin.(tVp. + 9) 
. + &Esn(iVet) te... 
von DE sin. (tVp, +0) + VEsin.ltVm + 
| + IE sin Va td +. ... 
2 = 3E sin.(tVp, +9) + BE sin.(tVin+ 9) 
+ 3E sin. (Vn+ + .. 
welchen wir, der Kuͤrze wegen, auch die Geſtalt 


(11) 5 SXE sin.(tVp + 8], 

v='&[DE sin, (tVu +9], 

2= ©&[3E sin.(tVa + e)] 
:geben können, wobei dad Zeihen & auf die Summe der durch alle 
Wurzeln der Gleichung für a erzeugten Werthe der Ausdrüde inner 
Halb der edigen Klammern hindeutet. 

Um die in diefen Formeln erfcheinenden Conftanten zu beflimmen, 

welche von den, dem Anfunge der Zeit t entfprecheuden, Werthen der 


Größen E, vy 2, ss, 2, z abhängen, multiplieiren wir die Glei⸗ 
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chungen (3) der Reihe nah mit X, 9, 3, und nehmen die Summen 
der erhaltenen Producte hinfichtlich ded ganzen Syſteme, ſo haben wir 

226649380 
di 


— zn (5% Hart): 

Zu (Et +) 
Santa trat 3) 2 0. 
— 224 [+6 tete). 
—————— arte +4 ; 22) ]_, 

. 3a +02: (8 Hart +so)]. 


Nun ift im Allgemeinen 
A,xy=xAy -+- ydx + Axdy; 
oder, wenn wir y-Ay==y, feben: 
A.xyy=xAy+y,böxs, 
folglih xy = ZıAy + Sy,dx 
und? ZxAy = xy — Zy,bx. 
Diefe Kormel gibt und, da die Werthe von E und & fur die Gren⸗ 
zen des Syſtems der vorhandenen Maffen verfchwinden, 
ZA (UAH_, = — ZUAENE = 25,A(UAR), 
oder weil ZE,AAUAE) offenbar mit ZEA(UAK)-, gleichbedeu. 
tend ift, 
ZEA(UAHD_, = Rn . 


Segen wir flatt U nad) und nad —— ‚G: a u.f. w., indem 
wir zugleich nach Umftänden E mit v and 2 vertaufchen, fo fönnen 
wir, mit Rüdfiht auf die Bleichungen (7), obige Gleichung auf die 
Form 

BERGE HD —— — — ———— — 


bringen, aus welcher 
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(3)  Zmi&g + 90482) = Lain(tVa +2) 
folgt, wobei L und A unbeflimmte beftändige Größen bedeuten. 

Hier finden jept dieſelben Schlüffe Plap, welche wir in der fünf 
und zwanzigften Vorlefung angewendet haben. Werden nämlidy die 
Ausdrüde (11) in die Sleihung (12) eingeführt, fo geht dieſelhe i in eine 
identiſche über, und deßhalb iſt 

EZm(& - 9% +3) 3L, 
. . zm(XE + 9v +30 
folglich E sin, (t Vr + €) | Zun@tp tm ° 
Es ſey nun für tm o: Em a, ym=ß, 2=y und 


d -  d - 4 - 
= 323, er 
fo haben. wir 
' , „__ Zm(&a +9 +3Y) 
near tm’ 
_ zZm&a+9ß +3Yy 
Bo = 
mithin 


_ & [TEr&e +96 +39 
(13) E = S — rn» +37 Co8, Ve ] 
‚o[rr@e+9d+3D „ 
+6 Vazn @ + PR +3) sin.tVn |» 


— Yem(fa + 92 + 3Yy 
v — S 7 — +3 cos. t Vn] 


Em(Xa + 98 + 3y) 
+® Kerr; . Wr]: 


3zZm (Xa +9 +3y \ 
e=© a on tVr | 


ZEm(fe +98 + 3Y) 
To m@+R +9 sine]. 

In diefen Formeln bezieht fi das Summenzeihen & auf die 
BVerfhiedenheit Der Werthe von u, und dad Summenzeichen S auf die 
Berfchiedenheit der Beſtandtheile des Syſtems. 

Wir dürfen hier aber den befonderen Kal nicht außer Acht laſ⸗ 
fen, wenn die erfte der Gleichungen (3) bloß E, die zweite bloß v, 
und bie dritte bloß 2 enthält, Dann erfcheint in ber erſten der Glei⸗ 
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chungen (7) bloß &, in der zweiten bloß Y, und in der dritten bloß 
3, und jede derfelben führt durch das gben erflärte Verfahren auf eine 
befondere Sleihung für » vom nten Grade. Bezeichnen wit die Unbes 


Pannten diefer Gleichungen durch u’, za, nt! , fo finden wir auf dem 
oben gewählten Wege 


KEmka , 
C14) E= el cos. tYyp' + + Fam an. tVw |, 


Zm Z . 
— 6 [BED nv + a inavar], 


> Em 
— — r tVxu-4 — " * ein,tyye | 
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Acht und zwanzigfte Vorlefung. 
Über die Schwingungen gefpannter Saiten. 


J. den Theilungspuneten eines in gleiche Theile getheilten bieg⸗ 
ſamen, elaſtiſchen, zwiſchen zwei fixen Puncten geſpannten Fadens 
ſeyen gleiche Maſſen vereiniget, gegen welche die Maſſe des Fadens 
ſelbſt als verſchwindend betrachtet werden kann. Verſchiebt man dieſen 
Baden ein wenig aus der geradlinigen Lage, in welcher er ſich im Zu⸗ 
ftande der Ruhe befindet, und fberläßt man ihn fodann feiner Elaſti⸗ 
eität, fo geräth er in eine fehwingende Bewegung, deren Beſchaffen⸗ 
beit wir in gegenwärtiger Vorleſung erörtern wollen. 

Nehmen wir die Verbindunaslinie der firen Endpuncte des Fa—⸗ 
dens für die Are der x an, und fallen wir irgend einen der auf demfel- 
ben vorfindigen materiellen Puncte in das Auge, fo haben wir, wenn 
wir die in der vorhergehenden Vorlefung gebrauchte Bezeichnung beibe⸗ 
halten, b=o, c=o, Ab=o, Ac=o, alfo Af= As; ferner 
fallen die von H abhängenden lieder, da außer der Elafticität F des 
Fadens feine anderen Kräfte in Betrachtung fommen, aus den dortis 


gen Rechnungen weg: fegen wir nun noch —— = und bedenfen 


dF 
dat 
wir, daß nunmehr Af, mithin au) F und F’ durch den Übergang 
von einer Maſſe zur andern nicht geaͤndert wird, ſo ergeben ſich die 


Gleichungen 


maf dıE 
7 77 7 Aꝛ =o, 
maf d 
F * A Da = O5, 
maf dir Ä 
. F Fr — — = 0o. 


In denſelben erſcheinen die Variablen &, v, 2 geſondert, daher 
müffen die am Ende der vorhergehenden Verleſung aufgeſtellten For⸗ 
meln gebraucht werden. Dieſe geben uns 


ZEXa ZEXa . 
=; ie 


P cos. t Val + * Su sin.t Ver] , 





vm& 








= 
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z3yY . 
2 = o Bi cos. t Vnu + re Sn Yu | N 


wobei die Werte von &, 9, 3, pl, pt, pin durch bie Gleichungen 
—e —— | | 


my” — 2 AQ_, _o 


3 + 23. =o 


zu beflimmen find. Die Geſtalt der Integralien dieſer Differenzenglei⸗ 
chungen, welche und X, 9, 3 als Functionen des Stellenzeigers r des 
materiellen Punctes, auf den ſich dieſe Größen beziehen, darbieten ſol⸗ 
len, wird durch einen Blick auf die Formeln (34) der vierzigſten Vor⸗ 
leſung über die Analyſis erſichtlich. Schreiben wir X. ſtatt &, und 
fetzen wir in Bezug auf die erſte Gleichung 
&, == Kain. (ry - 2), 

wobei 7, K und x beftändige Größen anzeigen, fo haben w wir, um 
und « zu beflimmen, wenn o und n—- ı die Zeiger des erften und des 
legten Punctes des Zadens find, der Unbeweglichfeit diefer Puncte zu 
Holge, &,= 0 und %+ı, = 0, mithin So und sin. (nF ı)y= 0. 
Die leptere Bedingung gibt und, in fo ferne p eine ganze Zahl anzeigt, 


(n+ı)y =pxr oder =. 


daher ft = Ksin.r . 


Derſelbe Ausdruck ſtellt auch * und 3, har. 
Subſtituiten wir dieſen Werth von £, in die Gleichung 


Et =0, 
fo finden wir wegen Ar = ı 
mp’Af . pr * 
F’ — 4 (iin „E—) 0) 
” . x 
woraus Vu’ — 2 V . sin. 365 
folgt. Auf gleiche Weife ergibt fich 


Fo; 
ve=aV on ® oem) = vr. 


mat, 





' 
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Ferner iſt, wenn wir der Kürze wegen m flatt IT ſchreiben: 


zZ = Klin + ein. 2a9 + sind +...+ sun) 
= 2 Hn —:K(cos. 29 4+c0s.47+$c0s.67 +... + cos.2n9); 
aber, wie die erfte der in der zwanzigften Vorlefung über die Analyfts 
gefundenen Formeln (110) lehtt, wenn man dafelbft «= PB = 27 
ſetzt, ift 
08.27} 008.49 -+cos.6y +... r cos. any = mn 
eben. 05.PR = — ı, 


sin. 
alſſo ZU —=K- + 2. 


Dieſelben Werthe Haben auch die Summen ZU, 3. 

Dieſe Formeln geben uns, wenn wir ftatt p nach und nach die 
Zahlen ı, 2,3... .n feben,. fo viele verfchiedene Werthe für m’, 
p’'; pH, oder vielmehr für Va, Vp, Vp’t, als fid bewegliche 
Mailen auf dem Faden befinden; und diefe Werthe ftellen, da fie für 
p=n-s,n-+3,.. . wieder zurüdfehren, fünmtlihe Wurzeln 
der Öleihungen für u, pl, ns dar. 

Hiedurch erhalten wir endlich 


2 sin. en 2a sin. —— 
u u © — (V ai 5) 
Jin. en 


25. sin. en 
— sin. (Va ne) | 


“ wobei die Summirung in Bezug auf das Zeichen S bewerfftelliget wird, 
wenn man flatt s, und die Summirung in Bezug auf das Zeichen S, 
wenn man ſtatt p die natürlichen Zahlen a, 2, 3, .. . nm ſetzt. Zur 
v, und 2 beftehen aͤhnliche Ausdrüde, nur muß man E’ mit F, und 
a, a mit ß, ß und y, > verwedfeln. 

Das Geſetz, nach welchem fich S. mit t zugleich ändert, ſtellt 
die Ercurfionen des rfen Theilungspunetes ded Fadens nach der länge 
deffelben, oder die Iongitudinalen Schwingungen dar; durch 
v, und 2, lernt man die darauf fenfrechte Bewegung, oder die tran 8: 
verfalen Schwingungen ded Fadens kennen. = 
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Setzt man den Faden über feine firen Endpuncte hinaus fort, 
wad dadurch bewirft wird, daß man dem Zeiger x negative Werthe 
oder folche, welche n P1 überfteigen, beilegt, fo überzeugt man fich 
durch die Form des Ausdrudes für Er mit leichter Mühe, daß dabei im 
Allgemeinen, w mag was immer für eine ganze Zahl bebeuten, fowohl 


S 


wat )tr =+ &r 


dt de 
wie auch — — + 7 


wird, und dieſelbe Eigenſchaft auch den Variablen v, und 2, zukommt. 
Befinden fi) alfo auf einem geſpannten, biegſamen, elaftifchen Baden 
in gleichen Abftänden gleihe Maflen, und wird der Faden, während 
man zwei diefer Maffen fefthält, in eine fchwingende Bewegung vers 
feßt, fo tHeilt er fi) in mehrere, abwechfelnd nach entgegengefeßten 
Richtungen, und überhaupt auf eine gleiche aber durchgehends entge: 
gengeſetzte Weife fchwingende heile, deren jeder dem ‚zwifchen den 
firen Maflen enthaltenen. Theile gleich ift, und deren Orenzpuncte in 
Ruhe bleiben. 

Laͤßt man die Anzahl der auf einem beflimmten Stüde des Fa⸗ 
dens vertheilten Maffen unendlich wachen, fo nähert fich derfelbe ohne 
Ende einer gleihförmig dichten Saite, deren Schwingungdgefege dem⸗ 
nach mit den fo eben erörterten übereinfommen. Wir wollen un jes 
doch hier nicht darauf einlaffen, die für den lestern Ball geltenden 
Formeln aus den obigen abzuleiten, fondern ziehen es vor, die Bewer 
gungsgefebe eines in jedem Puncte von beliebigen Kräften afficirten 
Badend auf direetem Wege aufzufuchen. 

Es ſeyen X, Y, Z die am Ende der Zeit t auf den Punet x, 
y; x eines vollfommen biegfamen Fadens wirfenden Kräfte, ferner ps 
. und A die Dichte und die Spannung deflelben im genannten Puncte, 
fo haben wir “ die Bewegung deffelben die Gleichung 


SUe-)r +79) +(2- 5) 8%) zus 


+ r0ds == 0, 


ds = Vdx? 4 dy: + dz: 


nad gehöriger Entwidelung des Integrals (A dds 


woraus wegen 
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dı d dı 
A, 7, + A, —* M A de. 
— A, Ze ln, — 4 au dr — 5 on 


1. 
+ [(&-Z) ma. ee 2) 
Ad 
+ (2-29 nds — d. ua] = 0 
folgt, in welcher Gleichung ſich die mit dem Zeiger ı verfehenen Glie⸗ 
der auf den Anfangspunct, und die mit dem Zeiger a verfehenen auf 


den Endpunct eines beſtimmten Fadenſtuͤckes beziehen. 
Wir haben daher die Gleichungen 


(x Fa) re —d. 


—J— —d. id _ 


ws 


welche und in den Fällen, in welden wir ihre Integration in unferer 
Gewalt haben, die Seftalt des Fadens und den Werth von * in jedem 
Puncte deſſelben für das Ende der Zeit t geben, wozu fich noch für die 
Endpuncte deſſelben die Öleichungen 























A, Sn 3er, + A, Le !y, + —— !,=o 
* dx 4 A, 5 + aan I2, = 


gefellen. ei beide Endsunte des Baden fir, fo ft $x,=o 
yo, da, =0o, dx, =0, !y=0, da, — 0o, und es be⸗ 
ftehen daher die beiden letzteren Gleichungen, ohne daß daraus eine 
neue Bedingung entfpringt. Wir machen noch darauf aufmerffam, daß 
bei der Bildung der Differenzialquotienten . = , — r die Zeit t 
als conftant betrachtet werden muß, da fich diefe Differenzialquotienten 
auf den bloßen Übergang von einem Puncte zu einem andern in der« 
felben Curve beziehen. 

Nehmen wir nun, außer der fo eben erwähnten Voraudfegung 
den Faden für gleichförmig dicht an, fo daß z conftant iſt; Taffen wit 
ferner auf denfelben außer der Clafticität Feine andere continnirlie 
Kraft wirken; endlich feineAbweichung von der Geraden, welche er im 
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Zuftande der Ruhe vermöge feiner Clafticität darftellt, Außerft gering 
feyn, und jeden Punct des Fadens während feiner Bewegung in einer 
auf die genannte Gerade fenfrechten Ebene bleiben: fo fönnen wir, in 
fo ferne wır diefe Gerade als die re der x betrachten, de = dx und 


no feßen. Da nun auch {= 0, Ymo, 2=0 iſt/ ſo gibt 


uns die erſte der obigen Differenzialgleichungen 

d. — o, d. h. A— — F, 
wobei F eine conſtante Größe vorſtellt, und die beiden anderen Glei⸗ 
chungen gehen in 








dw p dı du 7 4x 

dıy F dy dız F d 
= Tu — 7 7 — 0 

über. 

Es wird hinreichend ſeyn, zu zeigen, wie eine dieſer zwei Glei⸗ 
Hungen, z. B. die erfle, integrirt werden muß, und welche Folgerun⸗ 
gen ſich aus dem Integrale ergeben, da ein Gleiches auch von der zwei⸗ 
ten Gleichung, deren Form mit jener der erften genau übereinfii immt, 
gilt, wenn man y mit z verwechfelt. 

Die Gleichung 


dt ge dx? 
nt und x; feßen wir nun 


— 2 p, 


t T 
fo Haben wir 


= T, 


°y 
=g und dtdı 
dry dıy 
do=-, Z dt + rar, era y 2 dx, 
Fan dp— rdı ey da rd 
du !' dm ds 
und wenn wir diefe Ausdräde in obige Differenzialgleihung einführen, 
dp — rdı F dq— rdt 
u Ta T a 
F " F 
oder dpdx — mr dgdt = x (dx! — 7 dr). 


I) 
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Um diefer Gleichung Genüge zu leiften, ſey 
dx? — F dt? = 0, 
pP 
dpdx — = dqdt=o. 
Aus der erften Gleichung folgt 
F' 
d dt. _ — tUV - Const. 
x = dt V- und x V;= onst., 
wodurch ſich aus der zweiten 
dp — daY- 0, dasit p — ıV- = Const. 
ergibt; es ift daher 
F F 
— _ 6 — _ 
p q V n == x — 
das erſte Integral der vorgelegten Differenzialgleichung, worin 9 eine 
wilfürliche Function anzeigt. 
Bir haben dy = pdt + qdx, alfo 
ga; . 


fubftituiren wir dieſen Ausdruck in das fo eben gefundene Integral, ſo 
erhalten wir 


F\ F | F 
-)=d _ — _ 
p(d<+dV 7) V — + °(x Y .): 
welche Sleichung in 
0 
d dt - 
F ü + v r _ F 
d - Ldxsdö[x — = 
und ‚V -+ x (x V -) ° 
zerfällt. Aus der erften dieſer Oleichungen folgt 
F 
“ x + t V- —— Const., 
und aus der zweiten, wenn man die erfte mit ihr verbindet, 


dy — dt ® (Const. — *V) = 0. 


Sntegrirt man bier, fo bat man 


y-%4 (Const. — 2t V;) = Const. 
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de y— Y4yIx— 5) = Const,, 


mithin iſt 


r—? VD) lH) 
oder =» (st: Y) ++ (=-:V-) 


das vollitändige Iniegral der obigen Differenzialgleichung, worin 5 
und y willfürliche Bunctionen anzeigen. | 
Wir bemerken hier, daß, wenn a Die Länge des fchwingenden Fadens 


(der Saite), und M die Maſſe deſſelben .(derfelben) bedeuten, u = = 


iſt. Wird der Faden (die Saite) durch ein Gewicht gefpannt, fo fümmt 
F diefem Gewichte gleich. 
Aus dem fo eben gefundenen Integrale folgt, wenn wir im All« 


gemeinen 


2 = 9,(u) und = +, (u) ſetzen: 


4 [CH VD) -re-VAVE 
Ertheilt man der Saite gm Anfange ihrer Bewegung feine Ges 


ſchwindiglen, ſo verſchwindet 37 2 für t== 0, mithin iſt 


9.(X) — r (x) = 0, 
d. h. 230 = ar) 
dx dı 
und 9(x) = Yy(x) + Const. 
Wegen der Unbeftimmtheit der Sormen beider Bunctionen können 
wir bier offenbar die Gonftante weglaflen, und 


26) = +(x) 
feßen: dadurch wird 


lH dr eV) 


Dieß heißt eben fo viel, als die etwa vorhandene Eonflante unter beide 
Glieder dieſes Ausdrudes zu gleichen Xheilen vertheilen., 

Da die Grenzpuncte des Fadens während der ganzen Bewegung 
deffelben fir bleiben, fo muß, weun wie den AnfangBpunct der Coordis 
naten in den Anfangöpunct des Fadens verfegen, y fowohl für x == o 
als auch fir x == a bei jedem Werthe von t verfhwinden, d. h. ed 





au) 
du 
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muß im Allgemeinen 
Ä | | (u) = — H(— u) 
und 9(a+u) = — g(a— u) 
ſeyn. Schreiben wir in der legteren Gleichung a + u flatt u, fo er- 
halten wir 
(2a + —X ev), 
fe ga +)= HM). 
Hieraus folgt wieder 
glkatu)=ylu), ylbatu) = yplu), ꝛc. 
Eben fo erhält man 
ga Fıy=gyarı)aegyafı)=..."W— la—u), 
woraus hervorgeht, daß die fehwingende Saite fi in gleiche, aber 
entgegengefept angeordnete Parthien theilt. 
Setzen wir a V: -- tv flatt t, und bezeichnen wir den dazu 
gehörigen Werth von y durch y/, fo ergibt fi 


; ya ++) +9 (2-1) 
= (+: Y 7) -H2- 1 V- or 


Es ift alfo die Anordnung der Saite nach Verlauf der Zeit a V} 
derjenigen gerade entgegengefeßt, welche am Anfange diefer Zeit Statt 
; : fand ‚ fo daß die Saite in zwei um dad Zeitintervall 22 v: von 
einander abftehenden Augenbliden diefelbe Lage bat, d. h. es iſt 


Sa vv: die Dauer einer vollen Schwingung der Saite. 
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Neun und zwanzigfte Vorleſung. 
Über die Bewegung eines flüffigen Körpers, 


8 ſeyen x, y, z die rechtwinfligen Coordinaten irgend eines 
Punctes einer in Bewegung befindlichen Flüſſigkeit am Ende der Zeit t; 
X, X, Z die an demfelben parallel zu den Axen der x, y, z während 
des Zeittheilhend dt thätigen Kräfte; zs die dem genannten Puncte 
entfprechende Dichtigfeit des flüjligen Körpers, d. h. die Dichtigfeit des 
im Raume dx dy dz enthaltenen Theilchens deffelben ; endlich A der 
Druck, welchen diefes Theilhen von der umgebenden Stüffigteit erleis 
det, fo beſteht die Drehung 


SITE 52) )c+( Y—— Hr) d )ndzdyda 
+ 23(dxay da) | =0, 


aus welcher ‚ wenn wir, den in der dreizehnten Vorleſung vorgetrage⸗ 
nen Lehren gemaͤß, 


() Midxdydı) = dxdydz (+ wi + Bi 
feßen, für jeden Punet im Innern der Flüſſigkeit M Sleichungen 
(3) P (x — TE) zn = 0 
,(1- 2) -5= | 
(2 — ) nn u 


folgen. Zu denfelben kommt noch eine Bedingungägleichung hinzu, 
welche fid) aus dem Umftande ergibt, daß die Maile des Theilchend 
p dx dy dz während der Bewegung des flüfligen Körpers nicht geän« 
dert werden fann. Sie ift 


d(pdxıdydıa) mo 
dt 
dy d(dıdydı) 
eder Fri dxdydz + » — —=0 


Aber aus demfelben Grunde, aus welchem die Öleichung (23) Statt 
findet, ift auch 


Ettingshaufen's math. Vorleſungen. IL 31 
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— d 7 
d(dxıdydır) (= dt di 
 earayal +, 4 Ir 


daher können wir der obigen ee die Geſtalt 
- 


‚(4) tr (=, + —— —— ar, dt * = 0 geben. 


Die Goordindien x, y, z eines Punctes der Flüſſigkeit am Ende 
der Zeit t find offenbar Sunctionen der Coordinaten deffelben am Ans 
fange diefer Zeit, welche legteren Coordinaten wir durdra, b, c au: 
"deuten wollen, und der Variablen t; es bietet ſich daher die Forde⸗ 


rung dar, auß den Öleichungen (3) andere abzuleiten, im welchen ftatt 
di d\ 


der partiellen Differenzialquotienten Er Feier die auf a,b,c 


di di 
ſich beziehenden Fre 


Ende 2 dur x, y, z, t auögedrüdt vor, und bedenken wir, daß die 
genannten partiellen Differenzialquotienten durd die Werfchiedenpeit 
des Drudes, welchen die verſchiedenen Theilchen der Fluͤſſigkeit in ei⸗ 
nem und demfelben Augenblicke, nämlich am Ende der Zeit t auszuhal⸗ 
ten haben, bedingt werden, und daß deßhalb bei der Bildung derfelben 
t als conftant zu betrachten ift, fo gelten die Öleichungen 
- ‚dA __ did dA dy di dn 
(8) aınatryarad' 
di d\dı d\dy d\ dx 
anatyatze 
d\ dy d\da 
Peiartnntsn 
Addiren wir num die Gleichungen (3), nachdem wir diefelben ber 
Reihe nach ein Mal mit ax, day, de, das weite Mal mit Er &, 
da’ da’ da” 5 db’ db 
ee und das dritte Mal mit Er 7 —, = 
den wir, mit ht auf die Gleichungen (5), 


(6) »| (X-5, Ta +H@@-22)7 24(2- -7)7 37 
‚La: a+(t- mat #, (z -7)7 21; = 
I(X- de Hr + (2 -5)3 2] - 76 


,3 erſcheinen. Stellen wir uns zu dieſem 


muitiplicirt haben, fo fin 
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Um diefe Gleichungen unmittelbar aus (1) zu erhalten, muß man 
nebft (5) noch die Gleichungen 


dx d d 
ı=,htnP+t7r? 


dy d d 
y=7zda+Zsb+Z3e 


= Zn +imr+ lite 
zu Huülfe nehmen. 
uUm in der Gleichung (4) partielle Differenzialquotienten , welche 
ſich auf a, b, c beziehen, an die Stelle der dort vorhandenen zu brins 
gen, bedienen wir uns der Gleichungen 


d dı dı dı dı 
dt _ __4t da dt db + dt de 
dı da 5* db dx dc dx " 
— dx da d2x ar .d’x dc 
dadt dx + dbdidx dedt dx’ 
a2 u 
dt __ diy da dıy dh ı dy de 
dy “ dadtdy + dbdidy dedt dy’ 
ds 
TE den da, die db, dx de 


= nhdet at edit ae’ 
z, 2 durch a, b, c, unda, b, c durch 
x, Y, z audgedrüdt gedacht wurden. Nun ift, in fo ferne man x, 
y, z als Sunctionen von a, b, o, t anfieht, und bei dem Differen- 
jiren ı als conflant behandelt, 


bei deren Bildung T / 


3ı * 


dı - 
dy d d 
dy=Zzda+zab+ de, 
Ä d da 
de= da Rab + Tide, 
woraus, wenn man der Kürze wegen 
dydr. dydz dxdz deıdr dıdy dıdy 
E07 ae ee An 
__dydn _dxdy _ dıda dıda| _ dıdy , dedy . 
= ch a PER 5— ua 
a __dydn dyds _dıda .dıdns| _ dıdy dıdy 
ah ua na ah ana 
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und | 
dx dy d« dx dy ds dx dy dı dx dy ds 


), MmdFede” Ihdıze 
dx dyds dxdydı 
Tran Tea Mr 
de adı > a,.dy -a,dz 
‚0 
dh = B.dx + Pı.dy + Psdz 
0 


ds yıdı + yıdy + vs de 
6 


geſunden wird. Dieſe Ausdruͤcke geben uns die Werthe der partiellen 
Differenzialquotienten von a, b, c in Bezug auf die Veraͤnderlichkeit 
von x, y, z, in fo ferne wir die erfteren Größen durch die letzteren 
audgedrüdt annehmen. Es ift naͤmlich 


Reit net nmd 
da __ db _ PB. de_ 9% 
SU TTov’n m 


daher erhalten wir 
4 u dy dze 
t dt dt ı dx ° dx d?x 
x *. dy + de 56 («7 dt + par +7: dcedt 
Ey dıy dıy 
+ 2 Tadı +Bhanr Ts Tedt 
dr di z dız 
+ as Tadı Th dt * Yı Te dı 
Der Ausdruck, welcher fich rechter Hand des Gleichheitszeichens 
innerhalb der Klammern befindet, ift, wie man leicht ſieht, das Dif⸗ 
ferenzial des Ausdrudes 0 in Bezug auf tz; fo daß ſich mit Hülfe aller 
hier erhaltenen Refultate die Gleichung (4) in 
d de d. p 6 
—8*— + u Tt =0 oder —_— = Oo 
verwandelt, woraus zunächft erhellet, daß 0 bloß eine Function von 
a,b, c, nicht aber von t if, Es reicht Daher hin, den Werth diefes 
. Productes für irgend eine Zeit zu Fennen, um denfelben vollfommen 
zu beflimmen. Für t==oift offenbar z=a, y=b, z=c, 
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ac. dx dy _ de . 
mithin „= u, Lau et und 
dx dx _dy _ dy __ds _' dr 
db de da“ PReRenet 
folglich = ı; 


bezeichnen wir nun den Werth von * am Aufange der Zeit t durch 


H, fo haben wir „O= H ober 0 — 4 ‚ und e8 tritt dem zu Folge 
Pe 
die Gleichung 
dx dy dz dx dy ds dx dy ds m: 
0) Ba aeataen ne 
dx dy dz dx dy dx * 
* de da db dedbda — 7 
an die Stelle der Gleichung (4). 

Man gelangt zu der Gleichung (10) auch, wenn man die Maffe 
sdxdydz eined Theilchens der Flüſſigkeit am Ende der Zeit t der 
Maffe Hdadbde defielben Theilhend am Anfange der genannten 
Zeit gleich feßt. Da bei der Bildung des Productes dxdydz, x 
und y conflant find, während z fih um das Differenzial dz ändert, 
fo feyen in (7) dx und dy ae Null, oder 


tm ab 4080, 
Tarlab+llcdmo; 


ed ergibt fich hiedurch 
da = * dc und db = nde, 


An 


und wenn wir diefe Werthe von da und db in den Ausdruck für dz, 
wie er in (7) ſteht, einfebren, 
F 224 
dz = nt, db + r dc. 


Unm dy zu finden, ug —8 dx als dz gleich Null angenom- 
men werden; d. 5, ed muß do== o und 


Fda+ldmo 
feyn, woraus 
— d u db 
J dı 


da 
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folgt. Endlih, um dx zu erhalten, fey dy — 0, da—o, d. 
db =0, dc = 0, wodurd) fid) 


dx = Fr da 
ergibt. Es ift demnach 


dx dydz = („7 * + +17) deabae, v.h 


(11) dxdydz=9dadbdc*), 
alfo „Bdadbdce = Hdadb dc oder = wie oben. 


Die Öleihungen (6) und-(10) find, fobald ihre Integration ans 
geht, zur Berechnung der Bewegung des flüjligen Körpers binreichend. 
“Denn ift diefer Körper ein unzufammendrüdbarer, fo bleibt für jedes 
einzelne Theilchen die Dichtigfeit z während der ganzen Bewegung dies 
felbe, und ändert ſich höchftens bei dem Übergange von einem Theil⸗ 


chen auf dad andere ; d. 5. es ift z == 0 (wodurch auch das erfle 


Glied der Gleichung (4) wegfällt) und „= H, wodurch ſich die Glei⸗ 
hung (10) auf 
(1a) dı dy dz dx dy dz dx dy dr dx dy dx 
da db do Pıantsen mag 
dı dy dz dı dy dz 
ITudT nme: 
redueirt. Wird diefe Gleichung mit (6) verbunden, fo find die Größen 
€ ee e e—r — 
*) Dieſe Formel leiſtet bei der Transformation der Coordinaten, und übers 
haupt bel der Einführung neuer independenter Variablen a, b, c in die 
"Rechnung flatt der vorigen x, y, x, gute Dienfte. So fr 3. in Bes 
‚ug anf das gewöhnliche rechtwinklige Coordinatenſyſtem ds dy ds de 
Ausdruc des Differenzials des Volums jedes Körpers; im Polarcoordi⸗ 
natenfoftem, worin r den Radiusvector, n den Winkel zwifchen r und der 
Polarare, und w die Neigung der Ebene des Winkels n gegen die Baſis 
anzeigt, ijt das Differenzial des Bolums bekanntlih = r? sin. n dr du du. 
Segen wir nun, indem wir den Pol des letzteren Syſtems als den An 
fangepunct , Die Polarare ald die Axe der x, und die Baſis als die Ebene 
xy eines rechtwinkligen Syſtems betrachten, 


zx=rcosn, J=rsin.ncos.o, z = Fsin.osino, 
und vertaufhen wir in der Formel (9) die Buchſtaben a,b, e mit 


r, n, o, fo finden wir nad einer Teihten Rechnung 8 = 1? sin-%, 
within ift 





dsdyds = rsinndr dan da, 


487 


x, y, 2, A durch'a, b, c, t beftimmbar.. Die Rechnung wird ver⸗ 
einfacht, wenn die unzufammendrüdbare Fluͤſſigkeit gleichförmig dicht 
ift, weil in diefem Falle a auch nicht von a, b, c abhängt. Soll fer⸗ 
ner die Bewegung einer ausdehnfamen Zlüffigfeit der Rechnung unters 
worfen werden, fo muß noch die zwifchen A, welche Größe der Expan⸗ 
fiofraft der Slüffigkeit gleich Ffommt, und der Dichtigfeit „ beftehende 
Relation gegeben ſeyn. Man fegt bei den Anwendungen des Calculs 
auf die in der Natur vorfindigen ausdehnfamen Slüffigfeiten a = xy, 
wobei x einen von a unabhängigen Coefficienten vorftellt. Hier fann x 
immerhin eine gegebene Sunction anderer mit a, b, o, t zugleich jich 
ändernder Größen feyn, nur muß man die zwifchen diefen Größen und 
a,b, c, t obwaltende Verbindung kennen. 


Aber felbft in den einfachften Fällen ift die Behandlung der oben 
aufgeftellten Differenzialgleichungen mit fo großen Schwierigkeiten ver⸗ 
fnüpft, daß es wünfchenswerth ift, denfelben eine etwas weniger com. 
plicirte Geſtalt zu ertheilen. 

Man erreicht dieſen Zweck, wenn man in die Gleichungen (3) ſtatt 
der veraͤnderlichen, dem Ende der Zeit t correſpondirenden Coordina⸗ 
tenx,y,z eines beſtimmten Theilchens der Flüſſigkeit, die Geſchwin⸗ 
digkeiten, welche dieſes Theilchen in dem genannten Augenblicke nach 
den Richtungen der x, y, z beſitzt, einführt, und (weil es zur Kennt⸗ 
niß des Zuſtandes einer Flüſſigkeit am Ende einer gegebenen Zeit hin⸗ 
reiht, Die Sefchwindigfeit des in dieſem Augenblide an einem feftge- 
ſetzten Orte im Raume befindlichen Theilchen® der Größe und Richtung 
nach zu fennen, ohne die vorhergehenden Zuftände defjelben Theilchens 
in Erwägung zu ziehen) diefe Gefchwindigfeiten Vor der Hand als Func⸗ 
tionen von x, y, 2, t betrachtet. 

Hat man die Differenzialquotienten = y = ‚ 5 duch x, y, 
‚2, t außgedrüdt, fo ift ed immer möglich, x, y, z durch a,b,c,t 
darzujtellen. Denn fegt man 


dı dy dı 
uU, TI “ Tı "m 


fo hat man 
(13) dx ==udt, dy=vdt, da = wdt. 

Antegrirt man diefe Sleichungen dergeflalt, dag für t= 0 dire 
Variablen x, y, z in a,b, c übergehen, fo ergeben fi) drei Glei⸗ 


[4 
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dungen zwifchen x, y,&,a,b,c,t, welde x, y, 2 durd.a, 
B, e, t anzugeben geflatten. 

Die in den Öleichungen (3) vorkommenden Differenzialquotienten 

dx d2y ds 

ae! du’ dr 

dergeftalt differenziert, daß alle denfelben zum Grunde liegenden Varia; 

bien, welche von t abhängen, geändert werden. Gicht man nun u, 


v, w ald Sanctionen von x, y, zZ, t an, und verfteht man unter 


= nr 3* dw —— bloß die Differenzialquotienten, welche fi) ergeben, ins 


entftehen offenbar, wenn man die Größen u, v, w 


: dem man u, v, w.nue in fo fern in Hinſi icht auf t differenzirt, als 
dieſe Veraͤnderliche in den Ausdrücken für u, v, w unmittelbar ent: 
halten ift, fo muß man in (3) an die Stelle von 

dı dy dr 

au! Te’ ar 
die Ausdrücke 


du dx du dy du dz __du du du ua | 
arantantanentattgttn 


dv ds v dy dv dr dv dv dv dv 
at mat PErEReItrTEtTEte 


dw dx dw dy dw dr w dw dw dw 
* Dre +tzatzıam nr ıntmytz 


ſetzen. Hiedurch erhält man Bin Gleihungen 
du 


Dice Heat E tr -X)+2=0 
(art ten ‘)+Z = 0, 


— tu trete z)+7,=° 
Die Sion ” ai, ‚ weil IH: 
d 
+ age E+v 7 + w T 


an die Stelle Br T koͤmut, 


rf 


dy de 5 de, 
mir trrirr tt) 
oder 


d d 
(15) ee EUER ZErN 
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Diefe Gleichung zerfällt für ungufammendrüdbare Flüffigfeiten 
‘in die zwei a 

d . 
ee 2 Sa a 


und m + = = = 0, 
wovon, wenn bie —* Flüſſigkeit gleichfoͤrmig dicht iſt, bloß die 
zweite übrig bleibt. 
Es ſind daher in allen Faͤllen die zur vollſtaͤndigen Auflöfung des 
vorgelegten Problems nötfigen Differenzialgleihungen vorhanden. | 

Bei der Beſtimmung der in den Integralien diefer Differenziafe 
gleichungen enthaltenen willfürlichen Zunctionen muß man den Zuftand 
der Slüfligfeit am Anfange der Zeit t oder in irgend einem anderen 
Augenblide fennen und gehörig berückſichtigen. 

Übrigens ift leicht einzufehen,, daß A für alle Punete eines freien 
Theiles der Oberfläche der Slüfligfeit verfchwindet, Auch fann man, 
wie es in der vierzehnten Vorlefung gefhehen ift, nachweilen, daß die 
in der Formel (1) nad) gehöriger Rechnung vor das dreifache Integrals 
zeihen gebrachten Glieder fich wegen der Begrenzung der Flüſſigkeit 
Durch eine feſte Wand aufheben, ohne daß daraus irgend eine neue 
Bedingung entfpringt. 


GEttingshaufen’s math. Borlefungen. 11. | 33 


490 


Dreißigfte Borlefung 
Über die Bewegung eines flüffigen Körpers. 
| * (Iortfesbung.) 


D. die Integration der allgemeinen Differenzialgleichungen 
der Bewegung eines flüfligen Koͤrpers die Kräfte der bis jetzt befannten 
Methoden der Analyſis überfteigt, fo find wir genöthiget, uns auf die 
Behandlung einiger Faͤlle zu befhränfen, in welchen die Rechnung 
mit weniger Schwierigfeiten verfnüpft iſt. 

Um zur Kenntniß diefer Säle zu gelangen, multipliciren wir die 
Sleichungen (14) der Reihe nad mit dx, dy, da, und theilen die 
Summe der Produen durch a, alten 2 wir 


Bier werden A, u, v, w ald Functionen von x, y, 2, t be 
trachtet, und iſt für eine gleichförmig dichte unzufammendrüdbare 
Slüffigfeit conftant , und für eine erpanfible Flüffigfeit eine Function 
von A und t; man fann daher in beiden Faͤllen den Ausdrud linker 
Hand ded Bleichheitözeichens ald das vollftändige Differenzial einer 
Function von x, y, z, t in Bezug auf die Variabilität der erſteren 
drei Größen anfehen, und deßhalb muß fih auch rechter Hand des 
Gleichheitszeichens ein folches Differenzial befinden. 

Nun ift, in eben demfelben Sinne, d. h. in fo ferne man t ale 
betrachtet, 


d.;@+r4m)= (er ierrtie) 
+ (mt: netz ds) 
+ FeLIe de); 
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folglich Haben wir, wenn wir dieſe Gleichung zu der vorhergehenden 
addiren, und dr ftatt dx + T dy-+ 2 ds fhreitene 


(7) +4. t@+r+m)= 
dı d d 
= Xdı + Yay + Zdaz— 7 ıs—- Tdy— Tds 


+ n _ 2) (y—vdı) + n— 2 (udz — wds) 
| + (z _ zn) (rda — way). 

In diefer Gleichung erfcheint rechter Hand des Gleichheitszei⸗ 
chens das auf x, y, z fich begiehende Differenzial einer Function von 
X, Y, 2, ti, wenn erſtens 

Xdx + Ydy + Zdz, 
und zweiten  udx-; vdy - wdz 
eine in Bezug auf x, y, z integrable Differenzialformel if. 
Aus der legteren Annahme folgt nämlich 

du dv du de dv dw 

FH di’ di " Ti de ay! 
wodurch fich der Ausdruck rechter Hand de& Bleichheitözeichend in obi- 
ger Gleichung auf | | 

Xdx + Ydy - Zdz — du. dv — de dg 

TC T Io 
odee Xdx + Yay + Zdz — us trirtei 
reducirt, und fomit die angegebene Eigenfchaft befiht. 

Eo fey alfo 
(18) Xdx 4 Ydy + Zds = dV 

und udx + vdy 4 wdz = dp, 

- wobei V eine gegebene, und 9 eine unbefannte Function von x, y, 
5, t anzeigt, fo haben wir durch Integration der Gleichung (17) 

d d ı (de? der de? 
od STer- Ei ErEr)) 
welches Integral den Differenzialgleihungen (14) Genüge leiftet. 

Die dem Integrale beisufügende Conſtante, welche bier eine 
Zunetion von tift, fann man ſich in der unbefannten Bunction 9 ent« 
halten denken. | 


3a * 
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Da um n, vo “7 = 5: it, fo nimmt die Glei⸗ 
dung (15) die BSeftalt 
do de do 
a, tern dern Im 
a) ra tg tr n 


an. Diefe Gleichung und die vorhergehende reichen in dem vorliegen» 
den Falle zur vollitändigen Berechnung der Bewegung des flüffigen 
Körpers hin. In der That, iſt die Tlüffigfeit unzufammendrüdbar und 


gleichförmig. dicht, fo iſt „ conftant, folglich f? = = 2; es gibt und 


Daher die Gleichung (19) den Werth von A, fobald wir 9 kennen: dieſe 
Function aber wird durch die Gleichung (20) beſtimmt, welche ſich ge⸗ 
genwaͤrtig auf 
da 

(21) TE +5: 2+9 TE = 

redueirt. Iſt aber die fi hewegenbe Flüſſigkeit eine ausdehnſame, 
und hängt A mit z bloß durch die Gleichung A = xp, wobei x con: 
ftant ift, zufammen (wie es z. B. die Befchaffenheit aller in der Natur 
vorfindigen erpanfiblen Blüffigfeiten, ‘deren Theile fänmtlich einerlei 
Temperatur haben, mit fi) bringt), fo wird 


Ser fein 
führt man diefes Nefultat in die Gleichung (19) ein, fo kann man aus 
(30) , welche Sleihung fi auf die Form 
| d.i d.Iu d d.In d 
' I + Fk Tr + 4 * +77 
+3 T +5: dy: +57 Im = 

bringen läßt, Zu wegichaffen, wodurch man eine Gleichung erhält, in 
welcher fich bloß 9 befindet. 

Es fommt alfo in jedem der Nechnung zu unterwerfenden alle 
vorzüglich darauf an, zu willen, ob die Differenzialformel 

udx-- vdy + wdz 

al& eine integrable angefehen werden dürfe. Die Unterfuchung dieſes 


—E. * 


‚ Umftandes wird durch die Bemerkung ſehr erleichtert, daß, ſobald die 


genannte Differenzialformel für irgend einen fpeciellen Werth von t ins 
tegrabel ift, ihr diefe Eigenfchaft für alle Werthe von t zufommen muß. 


J 
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Denn gebt in der Kormel udx-- vdy + wdz die Größe t in. 
t + 7 über, fo verwandelt ſich diefe Formel in Bezug auf die Heinften 
Werthe von 7 in 


udıx-vdy—- wdz + (Far+ Zar+ Zu). 


Aber aus der Gleichung (17) erhellet, daß, wenn udx --vdy + wdz 

für irgend einen befonderen- Werth von t integrabel ift, auch 

- Dart Zay+] * 

für denſelben Werth von t integrirt werden kann; ed muß alfo bie Dif⸗ 
ferenzialformel udx + vdy + wdz, felbft wenn man den genann- 
ten Werth von t um 7 ändert, noch integrabel bleiben. Da man nun 
eben fo von der Integrabilität der Differenzialformel udx-+ vdy + wdz 
für die Zeit +7 auf die Integrabilität derfelben für dieeit t+- 7 +7’ 
fliegen kann, wobei r/ gleichfalls fehr Flein iſt, fo ergibt ſich, durch 
Sortfegung deſſelben Verfahrens, die Integrabilität dieſer Differen- 
zialformel für jeden anderen Werth von t. 

Wird eine Zlüffigfeit bIoß durch die auf diefelbe einwirkenden conti⸗ 
nuirlichen Kräfte aus dem Zuſtande der Ruhe in jenen’ der Bewegung 
verfegt, fo ift für den Anfang der Bewegung u=o, v=0o, w=0, 
mithin udx + vdy + wdz integrabel; ed muß daher diefe Diffe: 
zenzialformel während der ganzen Bewegung integrabel bleiben. 

Auch fieht man aus dem Geſagten, daß, fobald der Differenzials 
formel udx + vdy-+- wdz in Hinfiht auf irgend einen fpeciellen 
Werth von t die Eigenfchaft der Integrabilität fehlt, diefelbe auch für 
feinen anderen Werth von t integrabel feyn wird; denn gäbe e8 irgend 
einen Augenblick, in welchem diefe Differenzialformel integrabel wäre, 
fo müßte fie es jederzeit feyn. 

Erfolgt die Bewegung des flüffigen Körperd durch eine plögliche 
Einwirfung auf feine Oberfläche, fo ift die hier betrachtete Differen- 
zialformel ebenfalls integrabel. Denn die Gefchwindigfeiten u, v, w, 
welche irgend ein Punct x, y, z des flüfligen Körpers in dem Augen: 
blide der Einwirfung auf die Oberfläche deifelben, parallel zu den 
Aren der x, y, z, erhält, find offenbar fo befchaffen, daß, wenn 
man in eben diefem Augenblide allen Puncten der Fluͤſſigkeit die ıhnen 
zugehörige Gefchwindigfeit nach gerade entgegengefepten Richtungen 
ertheilt härte, Gleichgewicht erfolge wäre. Hiezu wird aber die Ins 
tegrabilität der Differenzialformel udx + vdy + wdz erfordert 


40% 


(dreizehnte Vorlefung); es ift daher biefe Differenzialformel während 
"der ganzen Bewegung des flüffigen Körpers integrabel. . 
Sind die Sefchwindigfeiten u, v, w jede® Punctes ber bewegten 


Flüſſigkeit ſtets ſo Hein, daß man die Producte derfelben mit den Difs 
ferenzialquotienten Tr 7 =, Drei .... vernachlagisen darf, 


fo reducirt ſich die Gleichung (17) auf 
(a2) Zedt— Mat — 


Integrirt man dieſelbe in Bezug auf t, nachdem man beider 
feit8 mit dt multiplieirt hat, fo erhält man, wenn man ber Kürze 





wegen Sf = =U ſetzt, wegen 

SdU.dt=d.fUd md SdV.di=d,yVdt 

udx + vdy + wdz = d(/Vdt — [Udt); 

woraus hervorgeht, daß die Differengialformel udx-- vdy-+ wdz 
für alle mit ſehr Fleinen Gefchwindigfeiten erfolgende Bewegungen 
flüffiger Körper integrabel ift. Wir haben daher in diefem Falle, wenn 
wir die Gleichung (22) in Bezug auf x, J x integriren, 
d ad‘ 

(33) 7 = V — 33, | 
wobei 9 die obige Bedeutung hat. Diefe Gleichung muß noch mit (20) 
verbunden werden, 

Iſt jedoch die Klüffigfeit unzufammendrüdbar und homogen, fo | 
gibt uns die Gleichung (23) 1 
(24) Amy (v _ 3). 
Die Function 9 wird durch die Gleichung (21) beſtimmt. Um 
die Geſtalt der freien Oberfläche des flüfligen Körpers während der Be⸗ 
wegung fennen zu lernen, fege man in a) == a; man erhält hie⸗ 
durch Die Gleichung 
(25) v-Z=o 
welche dieſer Oberfläche gehört. 
Wirkt auf die Theilchen der Fluͤſſigkeit bloß die Schwere, fo ifl, 
Wenn wir und die Are der z vertical und abwärts gerichtet denen, und 
die Ssntenfität dee Schwere g nennen, 
X=o, Y=o, Z=g, mithin dVV=gds und V g. 


* 
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€. Eimmt alfo einzig und allein auf die Integration der Glei⸗ 
chung 
ih 
7 !+5 dy: + dan 0 


an. Abfirahirt man von einer der horisontalen Dimenfionen der Flüfs 
figteit, indem man ſich diefelbe in einem Canale von unveränderlicher 
Breite enthalten, und Fein Theilchen nad) der Richtung diefer Breite 
bewegt vorftellt, fo hat man es, in fo ferne die Ebene xz der Seiten⸗ 
wand des Canals parat it, nur a der Gleichung 


Fr +52 d = 
ju thun. 

Die hier aufgeftellten Gleichungen machen bie Grundlage der 
Theorie der Wellenbewegung tropfbarer Zlüffigfeiten aus. Wie dieſel⸗ 
ben behandelt werden muͤſſen, um mit der Erfahrung übereinftimmende 
Nefultate zu gewähren, kann man in Poiffon'd Abhandlung über 
diefen Gegenfland (Memoires de l’Academie royale des sciences de 
YInstitut de France, Tome I. annee 1816) nachſehen. Bemerkun⸗ 
gen zu der genannten Abhandlung enthält der Brüder Weber »Wel- 
lenlehre auf Erperimente gegründet ,« Leipzig ı825. 

Eben fo find wir, ber diefen Vorlefungen vorgezeichneten Gren⸗ 
gen wegen, in Betreff der Anwendung der allgemeinen Theorie der Be⸗ 
- wegung flüffiger Körper auf die Berechnung der Fortpflanzung des 
Schalles in der Luft, wie auch auf die Schwingungen der Luft in Roͤh⸗ 
zen, genöthiget, auf Poiffon’s und Laplace'd Arbeiten (Journal 
de l’ecole polytechniquo, cahier 14; Memoires de l’Academie, 
Tome II.; Mecanique celeste, Tome V.) gu verweifen. 


Nachtrag zu den Werbefferungen im erften Bande. 


Beite Zeile 


47 — 
777 


153 — 


— ulm 


368 — 
864 — 
. 372 — 


Grm usa 


398 — 


‚899 — 
439 — 


7 v ˖ unt. ftatt: fieben leſe man: ſeche 
9 v. unt. fl. Xn I. m. Antı 
— a3mr — 1 
6 ft. — m. —— 
16u. 17 fl. die Anzahl I. m. "von der Anzahl 
ı8 ft. überfchreiten I. m. überfchritten werden 
8 ft. vorhergehenden I.m. naͤchſtfolgenden 
ıu.3 v. unt. fl. Potenzen I.m. Summen der Potenzen 
4 ft. Sormeln l. m. algebraifche dormeln 
v. unt. fl. — 2 —vkl.m —2w— 
v.unf. fl. Aru, I.m. Aa 
y. unt. fl. Zx’ [.m. Zx? 
v. unt. ſt. c+-y2-$+ I.m. x+-y?— 
v 


we m Mn DB 


ı5 v. unt. f. wor [.m. w<r un 


13 fi. &, I.m. ®,(0) 
7 .v.unt. fl. x=a, m. s—s, 
9 ft. a,-l.m. a, 
2 fl. uvf.m. d.uv 
21 ſt. y-(ı)dxl.m Yy-ı So 
> * unt. ſt. aa dx [.m. ax 
fl. Ci)y for (2).aadx I. m. (—ı)r (la [u (a). ardx 

a v.ont. fl. xnod z l. m. xnod y 
6 v.unt. fl. wobei z I. m. wobei y(z) 

’ x, 
12 fl. wong 5 2 dy Im. er 2 
ı5 fi. Maf(x,y,y N. Mär(x,y 
ann 





Berbefferungen im zweiten Bande. 


Seite Zeile 


141 — 39.unf. ſtatt: 


ds3 
V ds? (d2 * da y2 + d?22) — d2s° 
ds? 
Vd2x2 1 diy2 -- d2z? — d2s2 





160 — ı4 ft. verfhwindet I.m. im Allgemeinen verſchwindet 
336 — 2 ft. Ne I.m. neun und ioansigften 
349 — 8v. unt pdx-+-qdyI.m.p x Lady 
hd sf. A,B,C,I.m. C,B,A,F, 17, fl. aA, 2B, 2C, 


I.m. aA, sB, aC,D,E, 








unt. fl. zfa—mär, y—näAy) I.m. ZZf(x —mAx,y) 


lefe man: 
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